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Prefaci

Aquests apunts formen la primera unitat d’Algebra Lineal d’aprendes de-
dicada als espais vectorials. La unitat introdueix el concepte abstracte d’espai
vectorial, els subespais, els sistemes generadors, la independencia lineal, les bases,
la dimensio i les operacions basiques amb subespais.

il



Introduccid

Els espais vectorials permeten estudiar amb un mateix llenguatge objectes molt
diversos: vectors geometrics, matrius, polinomis, funcions o successions.

« identificar espais vectorials i subespais;

o treballar amb combinacions lineals i sistemes generadors;

e decidir la dependéncia o independencia lineal d’una familia de vectors;
e calcular bases i dimensions;

« estudiar la suma, la intersecci6 i la suma directa de subespais.

v



1 Teoria

1.1 Cap al concepte de vector

La paraula nvectorz és coneguda per tothom en geometria. Al batxillerat s’es-
tudien els vectors de la geometria plana i de 'espai. Tanmateix, en matematiques
hi ha moltes altres classes d’objectes que es comporten de la mateixa manera; ai-
x0 vol dir que comparteixen unes mateixes propietats basiques. Descobrir aquestes
propietats és el primer pas cap a la generalitzacié.

El segon pas és la axiomatitzacid: triar, entre totes les propietats observades,
aquelles a partir de les quals es poden deduir totes les altres. Aquestes propietats
fonamentals s’anomenen axiomes. Qualsevol classe d’objectes que satisfaci aquests
axiomes es dira que es comporta com els vectors.

El darrer pas és desenvolupar la teoria matematica a partir dels axiomes triats.
Els resultats que s’obtenen d’aquesta teoria constitueixen les propietats generals dels
vectors. Per tant, qualsevol classe d’objectes que es comporti com els vectors tindra
aquestes propietats.

Segons aquesta teoria, anomenarem vector qualsevol element d’un espai vecto-
rial. Cal, doncs, definir el concepte d’espai vectorial.

1.2 Concepte d’espai vectorial

Per saber si un conjunt és un espai vectorial, cal comprovar que s’hi poden definir
dues operacions. La primera és interna: la suma de dos elements del conjunt torna a
ser un element del conjunt. La segona és externa: el producte d’un escalar d’un cos
commutatiu per un element del conjunt torna a ser un element del conjunt. A més,
aquestes dues operacions han de satisfer unes propietats determinades, anomenades
axiomes.

Definicié 1.1. Donat un cos commutatiu K, sigui £ un conjunt arbitrari d’ob-
jectes sobre els quals es defineixen dues operacions: 1’addicié i la multiplicacié
per escalars, és a dir, per elements de K. Per addicié entenem una regla que
associa a cada parella d’objectes ui v de F un element u + v, anomenat suma
de u i v. Per multiplicacié per escalars entenem una regla que associa a
cada escalar A € K i a cada objecte u de E un element Au, anomenat producte
de u per l'escalar A. Si els axiomes seglients sén satisfets per tots els objectes
u,v,w € Eitots els escalars A\, u € K, aleshores E rep el nom d’espai vectorial
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sobre K, i els objectes de £/ s’anomenen vectors.

1. Si ui v son objectes de E, aleshores u + v és a F; és a dir, 'addicié és
una operacio interna.

2. u+ (v+w) = (u+v)+ w; Paddicié és associativa.
3. u+ v =v+u,; 'addicié és commutativa.

4. Existeix un objecte 0 de F, anomenat vector zero, tal que 0+u = u+0 =
u; I'addicié té element neutre.

5. Per a cada u de E, existeix un objecte —u de F, anomenat oposat de u,
tal que u+ (—u) = (—u) + u = 0; 'addici6 té element simeétric.

6. Si A € Kiué€ F, aleshores Au € F; és a dir, la multiplicacié per escalars
és una operacio externa i el conjunt d’operadors és K.

7. Mu+v)=Au+ Av.
8. (A4 p)u= Au+ pu.
9. AM(pu) = (Ap)u.

10. Tu = u, on 1 és la unitat del cos K.

Observacié 1.1. Fem les observacions importants segiients:

1.

En la teoria d’espais vectorials, el cos K es fixa d'una vegada per sempre i
s’anomena cos base. Els seus elements s’anomenen escalars i es designen
habitualment amb lletres gregues.

Els elements dels espais vectorials s’anomenen vectors i es designen habi-
tualment amb lletres mintscules en negreta. Per distingir el conjunt de la
seva estructura d’espai vectorial, utilitzarem la notacié que convingui en cada
context.

En realitat, la distincié entre escalars i vectors no té cap sentit matematic
absolut: com veurem més avall, els escalars també es poden comportar com a
vectors.

S’ha utilitzat el mateix signe + per denotar dues operacions diferents: 'addicio
en K i I’addicié en ’espai vectorial. Aixo no dona lloc a confusié si ens fixem
en els elements que uneix el signe +. El mateix es pot dir de la multiplicacié
en K i de la multiplicaci6é per escalars.

El conjunt F, dotat de I’addicié, té estructura de grup commutatiu o abelia
quan satisfa els axiomes 1-5. En aquesta secci6 suposa que el lector coneix les
propietats elementals de la teoria de grups.

En particular, un espai vectorial sobre el cos R dels nombres reals s’anome-
na espai vectorial real, i un espai vectorial sobre el cos C dels nombres
complexos s’anomena espai vectorial complex.

. Cal tenir present que, en la definicié d’espai vectorial, no s’especifica la natura-

lesa dels objectes que anomenem vectors ni la de les operacions que anomenem
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addicié i multiplicacié per escalars. Qualsevol classe d’objectes pot servir com
a vectors, sempre que satisfaci els axiomes dels espais vectorials. Els exemples
segiients mostren una part de la diversitat d’espais vectorials possibles.

Exemple 1.1. Tot cos commutatiu és un espai vectorial sobre si mateix, el que
mostra que els “escalars” son en aquest cas també “vectors”; Q, R i C sén espais
vectorials sobre si mateix.

Exemple 1.2. El cos dels nombres reals R és un espai vectorial sobre el cos Q dels
nombres racionals; /2,7, 5v2 + 7 /3, etc., sén vectors d’aquest espai.

Exemple 1.3. Prenem F = C, K =R i les operacions
(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i
AMa + bi) = Aa + Abi

on a,b,c,d, A € R, aleshores C és un espai vectorial real; és també un espai vectorial
sobre si mateix. Es important saber que aquestes dues estructures son diferents.

Exemple 1.4. Prenem K = R i com E el conjunt dels vectors de origen donat O
de I'espai ordinari. Definim la suma de dos vectors per la regla del paral - lelogram
i el producte d’'un nombre real A per un vector v com el vector obtingut aplicant a
v la homotecia de centre O i ra6 A\. D’aquesta manera s’obté un espai vectorial real.
En aquest exemple esta 1'origen de la noci6é general d’espai vectorial i explica a més
I"is de la paraula “vector” per designar els seus elements.

u+v
2v

La suma per la regla del paral - lelogram i el producte per un escalar com a homotécia de
centre O.

Abans de comencar, val la pena preguntar-se on sén els espais vectorials avui.
La resposta és: pertot arreu on hi hagi informacié que es pugui sumar i escalar.
Una imatge digital en escala de grisos de 1000 x 1000 pixels és un vector de R1000000
i operacions tan quotidianes com apujar la brillantor o fondre dues imatges soén,
exactament, el producte per un escalar i la suma de vectors. Els missatges que
viatgen per la xarxa es protegeixen amb codis correctors d’errors, que son subespais
vectorials de (Zy)™; per aix0 en aquesta unitat treballarem també sobre cossos finits.
Les solucions d'un sistema d’equacions lineals homogeni, o d'una equacié diferencial
lineal homogenia, formen un espai vectorial: trobar-ne una base és resoldre’ls tots
de cop. I cada fotograma d’un videojoc en tres dimensions es calcula aplicant canvis
de base com els que estudiarem al final del capitol. El llenguatge que introduim a
continuacio és, doncs, el llenguatge comu de tots aquests problemes.
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Exemple 1.5. S’anomena vector d’ordre n sobre K a tota n-tupla ordenada
(21, ...,z,) d’elements del cos commutatiu K. Els elements x; s’anomenen com-
ponents del vector. L’element x; rep aleshores el nom de component -esima del
vector. Dos vectors d’ordre n sén iguals si i només si els seus components son iguals.
Distingirem entre vector fila

(21 -+ )
1 vector columna

xq

T

Es facil dotar el conjunt d’aquests vectors d’estructura d’espai vectorial sobre K.
L’addici6 es defineix per

(xlv 7$n) + (yh 7yn) = (371 + Y1y ey Ty + yn>

L’element neutre és 0 = (0,...,0) i 'oposat de (z1,...,x,) és (—x1,...,—x,). La
multiplicacié per un escalar A € K es defineix per

Mz, ooy n) = (A, oy Ay,

Es immediat comprovar que es compleixen tots els axiomes d’espai vectorial, ja
que es redueixen a les propietats elementals entre elements del cos K. Aquest espai
vectorial es denota per K”. Aquest exemple té el seu origen en la geometria analitica,
en representar un vector pels seus components en els eixos de coordenades.

Exemple 1.6. El conjunt
R, [z] = {ao AR e s = o S (e e (T (i o e ey (= ]R}
dels polinomis de grau com a maxim n amb coeficients reals i les operacions
(ap + a1z + apx® + ... + anx™) + (b + b1z + boz® + ... + byz™) =
(ag + bo) + (a1 + b1)x + (ag + by)2® + ... + (an + by)2™
Mag + @12 + apz® + ... + nz™) = Aag + Aarz + Aapr® + ... + Aapz"
formen un espai vectorial real.

Exemple 1.7. El conjunt F(R,R) = {f: f: R — R} de les funcions reals de vari-
able real i les operacions (f,g) — f+ g1 (A, f) — Af definides com segueix

(f +9)(@) = f(z) + g(x)
(Af)(z) = Af(x)
formen un espai vectorial real.

Exemple 1.8. El conjunt M, «,,(R) de les matrius d’ordre n x m amb coeficients
reals juntament amb les operacions d’addicié matricial i multiplicaci6 escalar:

(aij) + (bij) = (aij + bij)
Aaij) = (Mayj)
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onl<i<nil<j<m,formen un espai vectorial real.
Exemple 1.9. El conjunt E de tots els punts del pla que es troben en el primer

quadrant no és un espai vectorial real. Per veure-ho, observeu que el punt de coor-
denades (1, 1) esta en E, pero (—1)(1,1) = (=1, —1) no hi és.

(F,1) e E

(D@1 ¢ E

El primer quadrant no és tancat pel producte per escalars negatius.
Exemple 1.10. EIl conjunt dels polinomis de segon grau amb coeficients reals no

és un espai vectorial real. Per veure-ho, considerem els segiients polinomis de segon

grau:

pz)=2" i qx)=—-2>+z+1

Aleshores, la seva suma no és un polinomi de segon grau, ja que
p(z) +q(x)=x+1

Observacio 1.2. Seria interessant que el lector provés tots els axiomes dels espais
vectorials en els exemples anteriors; és facil, encara que una mica llarg.

1.3 Propiedades elementals

Com a conseqiieéncia de la definicié, s’obté els seglients resultats.

Teorema 1.1. Per a qualsevolu de E i \ de K, es compleix:

1. Ou=0

2.00=0

3. du=0 implica \=0o0ou=0
4. (-u=—u

Demostracio. (1.) En efecte, aplicant el axioma 8, es té

Ou = (0+0)u = 0u+ Ou

i, d’aqui, sumant a ambdés membres 'oposat de Ou (cancel - lacid), es dedueix
Ou = 0.



CAPITOL 1. TEORIA 6

(2.) En efecte, aplicant els axiomes 4 i 7, es té
A0 = A(0+0) =)0+ \O

i, d’aqui, per la mateixa ra6 de abans, es dedueix A0 = 0.
(3.) En efecte, si A # 0, A és invertible en K. Aleshores, aplicant el axioma 9 i
I’apartat anterior, es té

u=lu=MA""Nu=Xx"'Au)=1"'0=0

i d’aqui, es dedueix el que voliem demostrar.
(4.) En efecte, aplicant els axiomes 10 i 8, i 'apartat 1, es té

u+(—lHu=1lu+(-lu=(1+(-1)u=0u=0

d’on, per la unicitat de 'oposat de u, es té el que voliem provar.

1.4 Producte d’espais vectorials

El procediment que ens ha permes definir K™ a partir de K pot generalizarse per
a construir nous espais a partir de espais coneguts.

Siguin F; i Ey dos espais vectorials sobre el mateix cos commutatiu K. Conside-
rem el conjunt producte E; X Es i les dues operacions seglients:

(g, u2) + (vi,va) = (ug + vy, us + vo)
A(ug, ug) = (Aug, A\ug)

Aleshores amb aquests datos tenim un espai vectorial sobre K que s’anomena espai
vectorial producte F; x F».

De la mateixa manera es defineix el producte de n espais vectorials E, ..., F,
sobre un mateix cos K. Les operacions sén en aquest cas

(ug, ug, ..., up,) + (V1, Vo, ..., Vi) = (U1 + Vi, U + Vo, .o, Uy + V)

Aug, ug, ..., u,) = (Auyg, Auy, ..., Auy,)
que definen 'espai vectorial producte E; X Fy X -+ X E,.

Observacio 1.3. De nou suggerim que el lector faci la prova de les dos afirmacions
anteriors.

Sabem que K és un espai vectorial sobre si mateix, aleshores, prenent F, = Fy =
-« = F, =K, es té 'espai vectorial K" sobre K. Aquest espai vectorial és el mateix
que el de I'exemple 5.

Exemple 1.11. R” és un espai vectorial real.

Exemple 1.12. C” és un espai vectorial tanto real com complex.
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1.5 Subespais vectorials

Si F és un espai vectorial sobre K, aleshores certs subconjunts de F formen
per si mateixos espais vectorials sobre el mateix cos, juntament amb l’addicié i
multiplicacié per escalars definides en E. En aquesta seccié s’estudien amb detall
aquests subconjunts.

Definicié 1.2. Donat un espai vectorial E sobre K, s’anomena subespai vecto-
rial de I/ a tot subconjunt de E que és també un espai vectorial amb les mateixes
operacions d’addici6 i multiplicacié per escalars definides en E.

Teorema 1.2. Perqué un subconjunt S no buit de E sigui un subespai vectorial
de E és necessari i suficient que es compleirin les dues condicions segiients:

1. peratotu,ve S, u+ves
2. peratotue SiAeK, AueS

Demostracio. Les dues condicions sén suficients. En efecte, és clar que + és
associativa i commutativa en S pel fet de ser-ho en E. A més, siue Si—1¢€K,
aleshores (—1)u = —u € Siamés u+ (—u) = 0 € S. D’aquesta manera S
amb la suma és grup commutatiu. Es comprova en seguida que es compleixen els
altres axiomes.

Les dues condicions sén necessaries. FEn efecte, si S és un espai vectorial amb les
mateixes operacions definides en F es compleixen trivialment les dues condicions

(sén els axiomes 1 i 6).
|

Teorema 1.3. Un subconjunt S no buit de E' és un subespai vectorial de E st i
només si, per a tot u,v € S i tot A\, u € K, es compleir que

Au+pves

Demostracio. La condicio és suficient. En efecte, siu,v € S, com que 1,—1 €
K, aleshores
lu+1lv=u+vesS

lu+(-l)lu=u+(-u)=0€S

D’aquesta ultima relacié es dedueix que si A € K, aleshores
Au+0=Aues

Per tant, pel teorema anterior, es dedueix que S és un subespai vectorial de F.
La condicié és necessaria. Si S és un subespai vectorial és evident que es satisfa

la condici6 indicada.
[ |
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recta T’

A Uespai ordinari, els subespais propis no trivials sén les rectes i els plans que passen per
lorigen.

Observacié 1.4. Fem les observacions segiients:

1. Tot espai vectorial F té almenys dos subespais. El propi £ és un subespai i el
conjunt {0} és altre subespai anomenat subespai zero; respecte de la inclusié
de conjunts, podem afirmar que el primer és el més gran de tots els subespais
de F, i el més petit, és el segon. Tot subespai diferent d’aquests dos s’anomena
subespai vectorial propi de F.

2. Distingirem la estructura d’espai vectorial d’un subconjunt S que és subespai
vectorial de E per S.

Exemple 1.13. En l'espai vectorial real £ dels vectors d’origen O de 1’ espai ordi-
nari, es té dues classes de subespais vectorials (a banda de {0} i del propi F): (a)
el conjunt dels vectors d’origen O situats sobre una recta que passa per O, i (b) el
conjunt dels vectors d’origen O situats sobre un pla que passa per O. Observeu que
no hi ha cap altre subespai vectorial de £ més que els que acabem de descriure.

Exemple 1.14. El conjunt dels nombres reals R és un subespai vectorial de C
considerat com a espai vectorial real.

Exemple 1.15. Demostreu que el conjunt S de les matrius quadrades d’ordre 2
que tenen zeros en la diagonal principal és un subespai de 1'espai vectorial real de
totes les matrius quadrades d’ordre 2 amb coeficients reals.

Solucié. Es clar que S # 0. Siguin

- 0 a12 . o 0 b12
A_<a21 0) ! B_<b21 0)

dues matrius qualssevol de S i A un escalar qualsevol. Aleshores

0 a12 + b12
921 + b21 0

. 0 /\alg
A= ( )\agl 0 )

Debido a que A+ B i AA tenen zeros en la diagonal principal, estdn en S. Per
conseglient, S és un subespai vectorial.

A+B=

O
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Exemple 1.16. Sigui n un nombre natural i suposem que S consta de la funci6
constant igual 0 i de totes les funcions polinomiques de grau com a sumo n; és a dir,
totes les funcions reals de variable real expressables en la forma

p(z) = ag+ a1z + -+ azaz”

on ag, i, ..., &, soOn nombres reals. Demostreu que S és un subespai de I'espai vecto-
rial real de totes les funcions reals de variable real.

Solucié. Es clar que S # (). Siguin

p(r) =ao+ a1z + -+ a,a”

q(z) = by +brx + -+ bya”

Aleshores,

(p+ ¢)(z) = p(x) + q(z) =
— (CLO +b0) + (al —l—b1)$+ 500k (an +bn)x"

(Ap)(x) = Ap(z) =
= (Aag) + (Aap)x + - -+ + (Aay)z"

tenen la forma adequada per afirmar que p + ¢ i Ap estan en S. Per consegiient,
S és un subespai vectorial.

O

Exemple 1.17. Recordeu que si f i g son funcions continues i A és una constant
real, aleshores f 4+ g i Af son funcions continues. Se concluye, doncs, que el conjunt
de totes les funcions continues és un subespai de l'espai vectorial real de totes les
funcions reals de variable real.

Exemple 1.18. Considerem un sistema lineal de m equacions amb n incognites:

a11r1 + Q12%y + -+ ApTn = bl
211 + A29T9 + - + aonTy — b2
Am1T1 + 2Ty + 0 Gy, = bm

o bé, en notacié matricial, Ax = b, essent

11 Q2 - Qip
Q21 Q22 - A2y

A:

m1 Am2 = Qmp
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x by

T b
X = ? i b= _2

xn bm

és un vector soluci6 del sistema si 1 = s1,29 = S9,...,L, = S, és una soluci6 de
tal sistema. Demostreu que el conjunt de vectors solucié dun sistema homogeni és
un subespai de R". Un sistema lineal s’anomena homogeni si tots els seus termes
independents sén nuls, és a dir, by =--- =1b,, = 0.

Solucio.  Sigui Ax = 0 un sistema lineal homogeni de m equacions amb n
incognites, S el conjunt de vectors solucid, i s i t vectors de S. Com que s i t sén
vectors solucié del sistema, es té

As=0 1 At=0

Per tant,
A(s+t) =As+At=0+0=0

A(Xs) = A(4s)=X0=0

De on, s+t i As satisfan I’equacié Ax = 0. Per tant, s+t i As s6n vectors solucio i,
en conseqiiéncia, S és un subespai vectorial que és habitual denominarlo subespai

solucié del sistema Ax = 0.
O

1.6 Interseccié de subespais vectorials

Teorema 1.4. La interseccio SNT de dos subespais qualssevol S i'T' d’un espai
vectorial E& és també un subespai de E.

Demostracié.  La interseccio S N T es defineix com el conjunt de tots els
elements que pertanyen simultaniament a S i 7. Si u,v € SN T, aleshores
u,ve Siu,veT. Com que tots dos son subespais, esté u+ve Siu+veT
i per tant u+ v € SNT. Analogament, tot multiple escalar Au aquestara en

S NT sempre que hi estigui u.
[ |

Observacié 1.5. Fem les observacions segiients:
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1. Donats dos subespais S'i T de E, SNT és el subespai més gran contingut en
tots dos.

2. En general, si F és una familia qualsevol de subespais vectorials de FE, es
demostra de la mateixa manera que

ala

FeF

és també un subespai vectorial de F.

Exemple 1.19. Determineu la interseccié dels subespais vectorials

S:{(x,y,z)€R3:x—2y+z:0}
T:{(x,y,z)ER?’:x:O}

de R3.

Solucié. Observeu que S i T sén subespais vectorials de R?® perque tots dos
estan definits per equacions lineals homogenies. Qualsevol vector de .S és solucid
de I'equacio lineal

T—2y+z=0

De la mateixa manera, qualsevol vector de T és solucié de ’equacio6 lineal
=0
Aleshores, qualsevol vector (z,y,z) € SNT ha de ser soluci6 del sistema

r—2y+z2z=0
x=0

és a dir,
SﬂT:{(a:,y,z)€R3:—2y+z:01x:()}

1.7 Subespai generat per un subconjunt

Definicié 1.3. Donat un subconjunt no buit A de F, s’anomena subespai
generat per A al més petit dels subespais vectorials de E que contenen A.
Denotem per (A) el subespai generat per A.

Observaci6 1.6. Fem les observacions segiients:

1. Dit d’una altra manera, (A) és el subconjunt de E que compleix:

(a) (A) és un subespai vectorial de E

(b) A C(4)
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(c) Si S és un subespai vectorial de E tal que A C S, aleshores ha de com-
plirse que (A) C S.

2. Es evident que si S és un subespai vectorial de E, aleshores el subespai generat

per S és el mateix S.

Teorema 1.5. Donat un subconjunt no buit A de E, es compleix

()= F

FeF

on F és la familia (no buida, ja que E pertany a la familia) de tots els subespais
vectorials de E contenen A.

Demostracio. FEn efecte, si F és la familia de tots els subespais de E que
contenen A, aleshores és clar que

N F

FeF

verifica les tres condicions indicades en la darrera observacio.

Exemple 1.20. Demostreu que si v és un vector de £'i A = {v}, aleshores (A) =
{Av: X eK}

Solucié.  El conjunt {Av : A € K} és un subespai de F, ja que

(Av) + (uv) = (A + p)v

n(Av) = (pA)v

A més, v és en aquest conjunt, ja que
v=1v

Finalment, és el subespai més petit que conté A per construccié.

1.8 Suma de subespais vectorials

Definicié 1.4. Donats dos subespais vectorials S i T de E, s’anomena subespai
suma de S i T denotat per S+ T el subespai vectorial generat pel conjunt SUT'.

En simbols
S+T=(SUT)
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Teorema 1.6. Donats dos subespais vectorials S T de E, aleshores el subespai

suma compleix
S+T={s+t:seS,teT}

Demostracio. En efecte, si prenem dos elements qualssevol d’aquesta forma
s1 + t1 i 89 + to, aleshores es té

(Sl + tl) + (SQ + tg) =8 + (tl + 52) + t2 = (Sl + SQ) -+ (tl + tg)
que és un altre element de la mateixa forma. A més, també tenim
A(s+t) =As+ At

Per tant, el conjunt {s+t :s € S;t € T} és un subespai de E. Per d’altra banda,
de la manera com s’ha definit és clar que és el més petit subespai que conté S i
T, i en conseqiiéncia tenim el que voliem demostrar.

Observacio 1.7. Fem les observacions importants segiients:

1. En general, SUT no és un subespai vectorial de . Per provar-ho, considerem
els subespais vectorials S = {(z,0): 2 € R} i T = {(0,y) : y € R} de R%. La
suma (1,0) 4+ (0,1) = (1,1) no pertany a S nia 7.

2. Donats dos subespais S i T de E, S + T és el subespai més petit que conté
tots dos.

Observacio6 1.8. Un vector v de S+ T pot, en general, descompondre’s de diverses
maneras en la forma s +t. Si

V281+t1282+t2

aleshores
W:S1—52:t2—t1

i el vector w obtingut d’aquesta forma, que pertany a S i T, també pertany a la
seva interseccio. Reciprocament, qualsevol que sigui w € SN T, es té

v=s+t=(s+x)+ (t —x)
Aquesta observacio justifica la proposicio i definicié segiients.

Teorema 1.7. Donats dos subespais vectorials S i T d’un espai vectorial F,
aleshores les tres condicions segiients son equivalents:

1. La descomposicio de tot vector v de S + T en suma d’un vector s de S i
d’un vector t de T és unica

2. 85is+t=0,ambse S iteT, es compleix ques =t =0
3. SNT = {0}
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Demostracié. (1) implica (2). Donat que podem escriure
s+t=0+0

es dedueix s =t = 0.
(2) implica (3). Suposem que v € SN T, podem escriure

0=v+(—v)

onveSi—veTl. De(2)esdedueix v = 0.
(3) implica (1). Suposem que tenim un vector v de S + T expressat de dues
maneres
V281+t1 :S2+t2
aleshores
Sl—SQZtQ—tlzo

ja que 81 — 8y =ty — t1 és un vector de S N'T que per hipotesi ha de ser O.
[ |

Definicié 1.5. Donats dos subespais vectorials S i T" d’un espai vectorial E. Si
S NT = {0}, aleshores es diu que la suma de subespais S + 7" és una suma
directa i la designem amb la notacio

SeT

Si SNT = {0}, cada vector de la suma és descompon de manera tUnica: v =s+t.

Observacié 1.9. Fem les observacions segiients:

1. De vegades es diu que dos subespais S i T" d'un espai vectorial £ séon inde-
pendents quan SNT = {0}. En aquest cas, la seva suma és directa.

2. En general, si S, ..., S, és una familia finita de subespais de FE, la seva suma
es defineix com segueix

251251++Sm:{2vzvlesl}

i=1 =1

que és un subespai de E. La suma és directa, i es denota per

Psi=5® &
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si la descomposicié d'un vector d’aquest subespai només és possible d’una
manera. Per fer-ho és necessari i suficient que la igualtat

ZVZ‘ =0
i=1

es verifiqui inicament escollint tots els vectors v; nuls.

Definicié 1.6. Es diu que S; i S sén dos subespais suplementaris de E si
tot vector v de E pot escriure’s de manera tnica en la forma

V=V +Vy

0nv16511V2€Sg.

Corol - lari 1.8. Dos subespais vectorials S1 i Sy de E son suplementaris si i
nomeés si

E=5 &5

Observacié 1.10. Fem les observacions importants seglients:

1. Quan es compleix
E=5®5
En tal cas es diu que Si(resp. S3) és un suplementari de Sy (resp. Sp) respecte
de E. En tal cas, qualsevol vector v de E pot escriure’s de manera tinica en
la forma
V=V +Vy
onv16511v2652.

2. Es natural plantejar-se dues preguntes: si S; és un subespai de E, existeix un
suplementari Sy de S respecte de E, i, si existeix, és Unic? La resposta a la
segona pregunta és negativa, segons el teorema 21, pero més endavant tenim
el corol - lari 9. Respecte de la primera, la resposta és afirmativa segons el
mateix teorema.

3. No s’ha de confondre un suplementari del subespai S respecte de E amb el
complementari del conjunt S respecte de E. En aquest darrer cas, no és un
subespai de E ja que no conté el 0.

Exemple 1.21. En R3 es consideren els subespais S i T generats pels conjunts
{(2,3,0),(3,1,2)} i {(1,—2,2)} respectivament. Determineu el subespai S + 7' i
averiguar si és suma directa.

Solucio.  Segons el teorema, un vector (x,y,z) de S + T és de la forma
(z,y,2) = A(2,3,0) + u(3,1,2) + 6(1,—2,2)
Efectuant operacions, s’obté

(,y,2) = QA+ 3+ 6,3\ + . — 25,2 + 20)
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[gualant components, es té

Ei: z=2\+3u+9
Ey: i=3\+pu—29
Es: z2=2u+2)

D’aqui s’obté
3FE, —2Es: 3x—2y=Tu+70
Es: z2=2u+2

D’aqui s’obté

Per consegiient
S+T={(x,y,2) € R*:6x —4y — 72 = 0}

Per saber si la suma és directa hem d’esbrinar si els subespais sén o no indepen-
dents. Per fer-ho, hem de calculeu SN T. Un vector (x,y,z) de SNT ha de
complir

(x,y,2) = a(2,3,0) + 5(3,1,2)

(:Ca Y, Z) = 7(17 -2, 2)

Per tant,
a(2,3,0) + 5(3,1,2) = (1, -2,2)
és a dir
(2a0+ 36,3+ 8,28) = (v, —27,27)
d’on s’obté
20+ 38 =7
3a+ B = —2v
20 =2y

Tenim [ = ~. Per tant, « = —3 = —~. Prenent v = 1, s’obté
(1,-2,2) = —(2,3,0) + (3,1,2)

el que significa que
(1,-2,2) e SNT

Per consegiient,

SNT # {0}

i la suma no és directa.
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1.9 Combinacions lineals

Definicié 1.7. S’anomena sistema de vectors de F a qualsevol successio finita
S de vectors de E. D’aquesta manera, S = (vq,Vs,...,V,,), amb v; € E (i =

1,...,m), és un sistema de vectors de E.

Observaci6é 1.11. Cal anar amb compte de no confondre el sistema de vectors
(V1,Va, ..., Vi) amb el conjunt {vy, vy, ..., v, } els elements del qual sén els vectors
del sistema. Per exemple, el sistema (1,1,1) de vectors de R té com conjunt de
vectors {1}; i els sistemes diferents (1,2,3) i (2,1,3) de R tenen el mateix conjunt
de vectors {1, 2, 3}.

Quan escriguem “sistema de vectors” ens referirem a la successié finita de vectors.
En canvi, quan escriguem “vectors del sistema” ens referirem al conjunt dels vectors
de la successié.

Definicié 1.8. Donat un sistema S = (vi, Ve, ..., v,,) de vectors de E. Es diu
que un vector v de E és combinacié lineal dels vectors del sistema S si existeix
una successio finita (A1, Ag, ..., \,) d’elements de K tals que

V=MVi+ XVt AV,

Els escalars \; (i = 1,...,m) s’anomenan coeficients de la combinaci6 lineal.
També es diu aleshores que el vector v depén linealment dels vectors del
sistema S.

Observacié 1.12. Més en general, si S = (v;);es és una familia qualsevol (finita o
no) de vectors de E, es diu que un vector v de F és combinaci6 lineal dels vectors
de la familia S si existeix una familia (\;);c; d’elements de K tals que només un
nombre finit dels escalars \; sén no nuls i

v = Z/\,-vi

i€l
Observeu que si J C I, J és finit i tal que \; = 0 per a tot ¢ € I — J, aleshores

Z )\ivi = Z )\ivi

il icJ

Es evident que el valor del segon membre de la igualtat anterior no depén de .J
(sempre que J satisfaci les condicions enunciades). Com a conseqiiéncia, tenim que
un vector v de F és combinacié lineal dels vectors de la familia (v;);e; si ho és d’una
subfamilia finita de (v;);c;.

Teorema 1.9. Es dedueixen immediatament de la definicio els segiients resul-
tats:

1. El vector 0 és combinacio lineal dels vectors de qualsevol sistema.

2. Tot vector és combinacio lineal dels vectors de qualsevol sistema que lo
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conté.

3. Si v és combinacié lineal dels vectors del sistema (Vi,Va,...,Vy) @ Si
cada v; (i = 1,2,...,m) és combinacidé lineal dels vectors del sistema
(W1, W, ..., W,), el vector v és combinacio lineal de dels vectors del sistema
(W1, Wa, ..., Wp).

Demostracié. (1.) Es suficient triar tots els coeficients nuls.
(2.) En efecte,
v=1v

i, si hi ha altres vectors, els assignem a tots coeficient nul.

(3.) Si

p
Vi=) W
j=1

V=MV + XVe 4+ AV,

aleshores, per substitucié i per les regles de calcul, tenim

p p p
v=>XM (Z Nlj“’j) + A2 (Z M2jo) ot Am (Z Mmjwj)
j=1

= =1
= (Z )\k,uld) wi + (Z )\kﬂk2> Wy + -+ (Z Akﬂk;a) W,
= k=1 k=1

Observacié 1.13. Aquest darrer resultat s’expressa també aixi: si v depen lineal-
ment dels vectors vy, vy, ..., Vi, i cadascun d’aquests depen linealment de wy, wo, ..., Wy,
el vector v depeén linealment d’aquests darrers. Per aquesta rad, aquest resultat es
le conoce com propietat transitiva de la dependencia lineal.

Exemple 1.22. Considerem els vectors u = (1,2, —1) i v = (6,4,2) de R®. Demos-
treu que w = (9,2,7) és combinaci6 lineal de u i v, i que, en canvi, w' = (4, —1,8)
no és combinaci6 lineal de ui v.

Solucié. Perque w sigui una combinaci6 lineal de u i v, han de existir els
escalars A i Ay tals que w = Aju + A\gv, és dir,

<9a 27 7) - )\1(17 27 _1) + )‘2(6747 2)

o bé,
(9, 2, 7) S ()\1 -+ 6)\2, 2)\1 + 4)\2, —>\1 + 2)\2)

Al igualar les components corresponents, s’obté el sistema segiient
)\1 9 6)\2 = 9

2/\1 +4)\2 = 2
—A+2X =7
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Si es resol aquest sistema, s’obté la solucid A\ = —3 i Ay = 2. D’aquesta manera,
tenim
w = —3u+2v

De la mateixa manera, perque w’ sigui una combinacié lineal de u i v han de
existir A i Ay tals que

(4,-1,8) = A (1,2, —1) + Ma(6,4,2)

o bé,
(4,—1,8) = (A1 + 6X2,2A1 + 44X, — A1 + 2)5)

Igualant components, s’obté

A1+ 6y =4
20 +4Xh =1
—)\1 +2)\2 :8

Aquest sistema d’equacions és incompatible, de manera que no existeixen aquests
escalars. Com a conseqiiéncia, w’ no és una combinacio lineal de u i v.

0

1.10 Clausura lineal

Definicié 1.9. S’anomena clausura lineal del sistema S = (vy, vy, ..., v,,) al
conjunt de tots els vectors de E que sén combinacid lineal dels vectors de S.
Denotem aquest conjunt per (v, va, ..., Vy,).

La clausura lineal de dos vectors no proporcionals de l’espai €s el pla que determinen: el
conjunt de totes les seves combinacions lineals.

Teorema 1.10. La clausura lineal de qualsevol sistema és un subespai vectorial

de E.

Demostracio. En efecte, de les relacions segiients

(Mvi+ o+ A Vi) + (avi 4+ F Vi) = A+ ) v+ -+ A+ o) Vi
5()\1V1 SR )\mvm) = (5)\1)V1 P ooooF ((5)\m)vm

es dedueix immediatament el que volem demostrar.
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Definicié 1.10. Un subespai vectorial S de E es diu que esta generat pel
sistema & = (vi, Vg, ..., V) si S és la clausura lineal del sistema, és a dir, si es
compleix

S = (Vi,Va, ..., Vi)

També es diu que S és un sistema generador del subespai S.

Teorema 1.11. La clausura lineal d’un sistema €és el subespai més petit vectorial
que conté al conjunt dels vectors del sistema.

Demostracié. Donat un sistema qualsevol S = (vy,Va, ..., v,,). Sigui A =
{v1,Va, ..., v} el conjunt dels vectors de S. Pel teorema anterior la clausura
lineal és un subespai vectorial de E. Per a qualsevol v; € A (i = 1,...,m) es
compleix

vi=0vi+---4+1v,+ -4+ 0v,

amb el que A esta contingut en la clausura lineal de §. Si S és qualsevol subespai
de E que conté A, aleshores qualsevol combinacié lineal dels vectors de A és
clarament un altre vector de S. Per tant, la clausura lineal de S esta contingut

en S i, en conseqiiéncia, és el més petit subespai vectorial que conté A.
[ |

Observacio 1.14. Les nocions i propietats anteriors poden ampliar-se al cas d'una
familia qualsevol (v;);c, finita o no, de vectors de E. S’anomena clausura lineal
d’una familia (v;);c; al més petit subespai vectorial que la conté. Es pot demostrar,
sense cap dificultat, que aquesta clausura lineal és la intersecci6 de la familia de
subespais que contenen al conjunt de vectors de la familia en consideraci6. Final-
ment, es demostra que aquesta clausura lineal és el subespai de les combinacions
lineals de cada subfamilia finita de (v;)e;s.

Exemple 1.23. Donat el sistema (ey, s, e3) de vectors de R?, essent e; = (1,0,0), e, =
(0,1,0) i e3 = (0,0, 1). Determineu la clausura lineal d’aquest sistema.

Solucié. Es clar que (e;, ey, e3) C R3. D’altra banda, tenim que tot vector
(2,9, 2) de R?® es pot escriure com

(x,y,2) = x(1,0,0) +(0,1,0) + 2(0,0,1)
és a dir,
(x,y,2) = xe; + ieg + ze3
la qual cosa és una combinacié lineal de e;, e i e3. Per tant, (e;, e, e3) = R>.

0

Exemple 1.24. Els polinomis 1,z,z?, ..., 2" engendren l'espai vectorial R,, [z] (ve-
geu exemple 6), ja que qualsevol polinomi p(x) de R, [x] es pot escriure com
p(z) = ag + a1z + axx® + - + a2

la qual cosa és una combinacié lineal de 1,z, 22, ..., z".
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Exemple 1.25. Determineu si vi = (1,1,2), vy = (1,0,1), vz = (2,1, 3) engendran
R3.

Solucié. N’hi ha prou de determinar si un vector arbitrari v = (z,y, z) de R3
es pot escriure com una combinacié lineal de v, vy i v3

VvV = )\1V1 + /\2V2 + )\3V3
Si expressem aquesta equacio en termes de components, es té
(l’7y, Z) = >\1<17 ]-7 2) + >\2<]~7 07 1) + >\3<27 ]-7 3)

o bé,
(z,,2) = (AL + A2 + 223, A1 + A3, 201 + Ag + 3)3)
o bé,
)\1 + )\2 + 2/\3 = T
)\1 9 )\3 = Z
2)\1+)\2+3)\3:Z

Per consegiient, el problema es redueix a determinar si aquest sistema és o no
compatible per a tots els valors de z,y i z. Tot i que més endavant donarem meto-
des més operatius per a resoldre aquestes qiiestions, de moment ens acontentem
a afirmar que el vector (1,0,0) de R? no és una combinaci6 lineal de vy, vy i vs.
En efecte, pot comprovar-se que el sistema segiient

/\1 —|— )\2 + 2)\3 - 1
/\1 + )\3 — 0
2/\1 + /\2 + 3)\3 = O

és incompatible. Per consegiient, els vectors vq, vy i v3 engendran un subespai
vectorial diferent de R3.
O

Exemple 1.26. Podem determinar x de manera que el vector (—1,2, 5, x) pertanyi
al subespai de Q* generat per (4,—2,1,7) i (1,0,2,4)?

Solucio. Perque (—1,2,5,x) € ((4,—-2,1,7),(1,0,2,4)) han de existir dos esca-
lars A1 1 Ay de Q tals que

(=1,2,5,2) = A1(4,—-2,1,7) + Xa(1,0, 2, 4)

o bé,
(—1, 2, 5, LL’) = (4)\1 aly >\2, —2)\1, )\1 + 2/\2, 7)\1 aly 4/\2)

[gualant components, es té

AN+ A =—1
—2)\ =2
/\1 —|—2)\2 = 5

7)\1 —{—4)\2 =X
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De les dues primeres equacions del sistema s’obté \; = —1 i Ay = 3. Aquests
valors satisfan també la tercera equacio del sistema. Per tant, ha de passar

x=-T+12=5

1.11 Sistemes equivalents

Definicié 1.11. Es diu que dos sistemes (vy,...,Vy,) 1 (Wy,...,w,) de E sén
equivalents, i ho denotem per (vy, ..., V;,) ~ (W1, ..., W,), quan els seus clausures
lineals son iguals, és dir, quan

(V1y ooy Vi) = (W1, ..., W)

Teorema 1.12. Dos sistemes son equivalents si i només si tot vector de cada
sistema és combinacio lineal dels vectors de [altre.

Demostracio. Es immediat a partir de la definicié de clausura lineal d’un
sistema.

Observacié 1.15. Es facil demostrar també que la relacié definida anteriorment és
de equivalencia.

Teorema 1.13. La clausura lineal d’un sistema no canvia quan s’afegeizen nous
vectors al sistema que siguin combinacio lineal dels primers.

Demostracio. Donat un sistema de vectors (vy, ..., V), si

m
w = Z AiVi
i=1

aleshores
(V1 eory Viny, W) = (V1 ooy Vi)

ja que

VL Vi W = Ve Vi + Y AV
i=1
- (N1+)‘1)V1 +"'+(Mm+>\m>vm
i per d’altra banda
vyt Vi = Ve Vi + OW

aixi amb qualsevol altre vector anadido.
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Observaci6 1.16. Fem les observacions segiients:
1. Del teorema anterior es dedueix de manera immediata que

(Viyeoey Vi, W) ~ (Ve ooy Vi)
si w és combinaci6 lineal de vq,...,Vv,,.

2. Després d’aquest resultat, escau preguntar-se en seguida si sera possible tro-
bar un sistema de vectors equivalent amb un nombre més petit de vectors.
Resoldrem aquesta qiiestié en estudiar la independencia lineal de vectors.

Definicié 1.12. A continuaci6 definim certes transformacions que aplicades so-
bre un sistema de vectors proporcionen sistemes equivalents. Aquestes operacions
s’anomenen transformacions elementals i son les segiients:

T1: Permutar dos vectors qualssevol
(V1 ooy Viy ooy Vi Vi) ~ (V1 oy Vi o, Vi, V) (17 )
T2: Multiplicar un vector qualsevol per un escalar A diferent de zero
(V1y ooy Viy oo Vi) ~ (V1 oy AV V)
T3: Sumar a un vector qualsevol un multiple escalar d’'un altre vector

(V1 ey Vig ooy Vi Vi) ~ (VI o, Vi AV, LV V) (0 )

Teorema 1.14. La clausura lineal dels vectors d’un sistema mo canvia en sot-
metre el sistema a una o diverses transformacions elementals.

Demostracio. Suposem que el sistema S’ = (wy, ..., W,,,) és el resultat d’aplicar
una de les transformacions elementals sobre el sistema donat S = (vy, ..., v,,). Es
tracta de provar que (wy, ..., W,,) = (V1, ..., Vi), 0 el que és lo mateix, que S ~ §'.
Provarem que tot vector v, combinacié lineal del sistema (vy,...,v,,), és també
combinaci6 lineal del nou sistema (wy, ..., Wy, ).

Si &’ s’obté de S per T1, aleshores aixo és evident per la commutativitat de la
suma, ja que els w; son identics als v;, llevat de ’ordre.

Si &' s’obté de S per T2, aleshores reemplacem v; per w; = Av; (A # 0), sense
modificar els restants vectors. Aleshores es té

V=M AVi+- -+ NVt NV

Ai
:)\1W1+"'+Xwi+"'+)\mwm

Si &’ s’obté de S per T3, aleshores reemplacem v; per w; = v; +Av; (i # j), sense
modificar els altres vectors. Aleshores es té

V:/\1V1+"'+)\ivi+"'+>\mvm
=MW+ F AW (A = AW 4 AWy,



CAPITOL 1. TEORIA 24

D’altra banda, les transformacions elementals son reversibles, ja que les opera-
cions inverses son del mateix tipus. Per tant, els sistemes S i &’ sén, ja que,
equivalents. A més, la transitivitat de la relacié ~ demostra que una successié
de transformacions (tal que cadascuna opera sobre el sistema que resulta de la

precedent) aplica un sistema a un altre d’equivalent.
[ |

Exemple 1.27. Demostreu que els sistemes S = (v1,vy) 1 &' = (w1, wy) de R? sén
equivalents,essent vi = (1,1,2),vo = (0,1,1),w; = (1,0,1) i wy = (2, —1,1).

Solucié. Per fer-ho, aplicarem transformacions elementals a § fins a obtenir
S’. Aplicant T3, s’obté
(Vi,Va) ~ (Vi — v, V)

Ahora, aplicant T2,
(V1 - V27V2) ~ (V1 — Va2, —Vz)

Finalment, aplicant T3,
(Vi — Vo, =Va) ~ (V1 — Vo, =V + 2(v) — V3))
Per la transitivitat de la relaci6 es dedueix
(Vi,va2) ~ (Vi — Vo, = Vo + 2(Vi — v3))
és a dir,

W1 =V —Vy

Wy = —Vo + 2<V1 — V2)

Per consegiient, S i &’ sén equivalents.
)

1.12 Dependéncia i independéncia lineal

Definicié 1.13. Direm que el sistema de vectors (vy, ..., v,;,) de un espai vecto-
rial F és lligat quan existeix una successi6 finita (A, ..., A;,) d’elements de K|

no tots nuls, tals que
)\1V1—|—"'+)\mvm:0

Quan el sistema de vectors (v, ..., v,,) de E és lligat, també es diu que els vectors
V1, ..., Vp, del sistema sén linealment dependents, i la relacié

)\1V1+"'+)\mvm:0

on no tots els coeficients son nuls, s’anomena una relacié de dependéncia
d’aquests vectors.
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V2
Vi
/ Vi
lligat: 2vqy —vo =0 lliure: cap no és multiple de I'altre

En el pla, dos vectors son linealment dependents exactament quan sén proporcionals.

Teorema 1.15. Assenyalem algunes conseqiiéncies immediates de la definicio:

1. Tot sistema que inclogui el vector 0 és lligat.

2. Si s’afegeizen altres vectors a un sistema lligat, el sistema que resulta és
també lligat.

3. Tot sistema que inclogui dos vectors iguals és lligat.

4. El sistema (v1, ..., V), amb vy # 0, és lligat si i només si algun dels seus
vectors és combinacio lineal dels que el precedeixen.

5. Perqué un sistema sigui lligat és necessari i suficient que existeiri un sub-
sistema propi equivalent al sistema considerat.

Demostracié. (1.) Consisteix a triar tots els coeficients iguals a zero, tret del
que multiplical vector O.

(2.) Consisteix a triar, per exemple, els coeficients nuls per als nous vectors.

(3.) Suposem el sistema (vy,...,v,,) en que per a certs i,j, amb i # j i1 <i <
Jj < m, es compleix v; = v;. Aleshores, és clar que

OV 4o+ v+ o4 (“L)v 4+ 0V = O

el que significa que el sistema considerat és lligat.
(4.) Si el sistema (vy, ..., vy,) de E és lligat, aleshores existeix una successio finita
d’escalars (A, ..., \;), no tots nuls, tals que

/\1V1+"'+)\me:O

De aquests A; no nuls, escollim el que té el més gran subindex. Sigui k = max{i :
Ai # 0}. Se compleix que k > 1, ja que de en cas contrari tindriem \;v; = 0, i
com per hipotesi v # 0, es deduiria que A; = 0, el que no és possible. Aleshores
tenim

)\1v1+~-+)\kvk:0

i Ay # 0. D’aquesta tltima relacié s’obté

és a dir, podem expressar v com a combinaci6 lineal de els vectors que el prece-
deixen vy, ..., Vi_1.
Reciprocament, si existeix v, amb 1 < k < m tal que

Vi = 1Vy+ -+ g1 Vi1
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aleshores
—p1Vy — o = pp—1Vg—1 + 1vip +0vppg + - +0vyy, =0

el que significa que el sistema (vy, ..., v,,) és lligat.

Amb una demostracié analoga es deduiria el teorema que resulta de substituir la
hipotesi v; # 0 per v,,, # 0, i la paraula “preceden” per “siguen”.

(5.) Si el sistema (vy, ..., vy,) de E és lligat, aleshores existeix una successio finita
d’escalars (A, ..., Ay, ), no tots nuls, tals que

/\1V1+"'—|—)\me:0

Suposem que \; # 0, aleshores es té

)\1 m
et vy 4o+ v, =0
)\iV1+ + 1v; + +)\¢V
d’on
/\1 >\m
V,=——V] — - — —V,,
Ai ! i

és a dir, v; és combinaci6 lineal dels vectors vy, ..., v;_1,Vii1,..., V. Aleshores,
per aplicacions successives de T1, es té

(V17 -y Vi 7Vm) ~ (Vla ooy Vi 15 Vig1,y -0y Vim, Vi)
i, pel teorema 10, es té

(V17 ooog V—ilg Vi-i—la ey Vim, Vi) ~ (Vl7 .y Vi1, Vi—i—l; 5009 Vm)

Per tant,
(Vla -eey Vi, "'7Vm) ~ (Vla ooy Vi1, Vig1, "'7Vm)

D’aquesta manera s’ha obtingut un subsistema propi equivalent al sistema origi-
nal.

El reciproc és evident, ja que si el sistema donat és equivalent a un subsistema
seu, qualsevol vector d’aquest darrer és combinaci6 lineal dels vectors del sistema
i, en conseqiiéncia, el sistema és lligat.

Observacio 1.17. Del darrer resultat del teorema anterior es dedueix que si en la
relacio de dependéncia
)\1V1+"'+/\me:O

és \; # 0, aleshores el sistema que s’obté eliminant el vector v; és equivalent al
sistema original. Observeu que només es pot suprimir un vector per cada relacié de
dependencia: un cop eliminat v;, la relacié anterior deixa de ser una relacié entre
els vectors del nou sistema.

Definicié 1.14. Direm que el sistema (v, ..., v,,) de vectors de un espai vecto-
rial &/ és lliure quan no és lligat.
Quan el sistema de vectors (vy, ..., v,,) de E és lliure, també es diu que els vectors
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Vi, ..., Vp, del sistema sén linealment independents.

Observacié 1.18. Dit d’una altra manera, perque un sistema (vy, vy, ..., V,,) sigui
lliure és necessari i suficient que la relacié

)\1V1+"'+>\me:0

es compleixi només si tots els coeficients A; son nuls; la tnica combinacié nul - la
dels vectors del sistema correspon a triar tots els coeficients nuls.

Teorema 1.16. Assenyalem algunes conseqiiéncies immediates de la definicio:

1. Un vector v no nul constitueix per si sol un sistema lliure.
2. Tots els vectors d’un sistema lliure son diferents de 0.

3. Tots els vectors d’un sistema lliure son dos a dos diferents.
4. Tot subsistema d’un sistema lliure és també lliure.
5

. Enla clausura lineal d’un sistema lliure, tot vector pot escriure’s de manera
unica com a combinacio lineal dels vectors del sistema.

6. Si el sistema (V1,...,V,,) €s lliure, mientras que el sistema (Vi, ..., Vi, W),
obtingut afegint-hi un vector, és lligat, aleshores el vector w €s combinacio
lineal dels vectors v, ..., V.

Demostracié. (1.) En efecte,
AW=0= =0

ja que la igualtat v = 0 queda excluida.

(2.) Qualsevol sistema que conté al vector 0 és lligat.

(3.) Qualsevol sistema que conté dos vectors iguals és lligat.

(4.) En efecte, si el nou sistema fos lligat, afegint-hi altres vectors continuaria
essent un sistema lligat.

(5.) Suposem que el sistema (v, ..., v,,,) és lliure. Sigui v € (v, ..., v,,,) i suposem
que v pudiera escriure’s de dues maneres:

V=MVi+- + Ap Vi = 1V + - Vi
Aleshores, tindriem
M —p)vi+ -+ (A — )V, =0
i per ser independents els vectors v; hauriem de
Ai— ;=0 (i=1,..,m)

En conseqiiéncia, les dues descomposiciones coinciden.
(6.) Per ser el sistema (vy, ..., v, w) lligat, tindrem la segiient relaci6 lineal

AMVvi+ o+ AV +uw =0

on p # 0 ja que el sistema (vy,...,v,,) és lliure. Per consegiient podem aillar w,
el que demostra la afirmacié.
|
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Observaci6 1.19. Fem les observacions segiients:

1. Del teorema 7 i del teorema 15 (5) es dedueix immediatament el resultat
segiient: si el sistema (v, ..., v,,) és lliure, aleshores

<V1, ...,Vm> = <V1> D---D <Vm>

2. Les nocions de dependencia i independeéncia lineal es generalitzen per a qual-
sevol familia (v;);e; de vectors de E. Una familia (v;);c; de vectors de E' es
diré lliure si ho és tota subfamilia finita. Una familia s’anomenara lligada si
no és lliure. Esto significa que almenys hi ha una subfamilia finita que no és
lliure.

Teorema 1.17. Si ’espai vectorial E és generat pel sistema (vi,...,Vp), i E
conté k vectors linealment independents, aleshores k < m.

Demostracié. Suposem que Wi, ..., W son vectors linealment independents
de E. Es clar que el sistema (wy,vy,...,v,,) és generador de E. Com que F =
(V1 ...y Vin), W1 és combinaci6 lineal de vy, ..., v,,. Per tant, (wy,vy,...,vy,) és
lligat, i pel teorema 14 (4) existeix un vector que és combinacié lineal dels
precedents, que no és w; ja que wy # 0 (per pertanyer a un sistema lliure); sigui
aquest vector v;. Suprimiéndolo obtenim altre sistema generador equivalent, és
a dir,
E = <V1, a0og gy ooog Vm> = <W1, Vi,.ee3 Vi1, Vit -eey Vm)

També sera generador el sistema (Wa, W1, V1, ..., V;_1,Vii1, ..., Vi) que al seu torn
és lligat. Tornant a aplicar el teorema 14 (4) podem suprimir un altre vector v,
que no és wy ni wy perque (wi, wy) és un sistema lliure. Repetint aquest procés
resulta que, si fuese k > m, el sistema (w,,, ..., wy) seria generador; en conseqiién-
cia, Wy, 41 seria combinacié lineal de wy, ..., w,, i el sistema (w1, ..., W,,11) seria
lligat, contra la hipotesi.

[ |

Exemple 1.28. Demostreu que dos vectors d’un espai vectorial £ son linealment
dependents si i només si un d’ells és un multiple escalar de I’altre.

Solucio.  Siguin vy, vy dos vectors linealment dependents de E. Aleshores
existeix una relacié de dependencia d’aquests vectors

)\1V1 + )\QVQ =0
amb algiun \; # 0. Suposem que A; # 0, aleshores

A2
1 Zvy,=0
v+ A1v2
d’on
A2
Vi=—"7"V
1 A 2

amb el que v; és multiple escalar de v,. Reciprocament, si vi = Avy per a algun
A € K, aleshores
1V1 + (—)\)Vz =0
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és una relacio de dependencia amb el coeficient de v; diferent de zero i, per tant,
v1 i vy s6n linealment dependents.

O

Exemple 1.29. Determineu si el sistema (v, vy, v3) de R? és o no lliure, essent
vi = (1,2,3),vo =(0,1,2), vy = (=2,0,1).

Solucio. Suposem que
AVi 4+ Agvo + A3vy =0
Introduint els seus components, es té
A1(1,2,3) + A2(0,1,2) + A3(—2,0,1) = (0,0,0)

o bien
(/\1 - 2)\3, 2)\1 + )\2, 3)\1 + 2)\2 + )\3) = (0, 0, O)

[gualant components, s’obté el segilient sistema:

>\1—2)\3:0
2/\1+)\2:0
3M+2X+ A3 =0

resolent-lo, s’obté, A\ = 0, Ao = 0, A\3 = 0. Per tant, el sistema és lliure.
O

Exemple 1.30. Demostreu que el sistema (1+z — 222, 245z — 22, x4+ 2?) de Ry []
és lligat. Escriviu una relacié de dependencia.

Solucio. Suposem que
MA+z—22%)+ X(2+5z—2%) + M3(z+2%) =0
aleshores
(A1 4+2X2) + (M1 + 52 + A3)z + (=20 — A+ X3)x2 =0
Pel principi d’identitat de polinomis, s’obté el sistema segiient:

)\1+2/\2:0
AL +5A + A3 =0
—2)\1—)\2+)\3:0

Es facil comprovar que aquest sistema és compatible indeterminat i, en conseqiién-
cia, el sistema és lligat. Les seves solucions sén, A\; = —2Xg, Ao = Ao, A3 = —3)\s.
Prenent Ay = —1, s’obté Ay =2 i A3 = 3. Per tant,

214z —22°)+ (-1)(2+ 5z —2*) + 3(z +2*) =0

és una relacié de dependencia.
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1.13 Bases d’un espai vectorial de dimensié finita

Definicié 1.15. S’anomena base d’un espai vectorial E a tota familia lliure
(finita o no) que engendra E.

Definicio 1.16. Es diu que un espai vectorial E és de dimensio finita si admet
almenys una familia finita que engendra E.

Observacié 1.20. Dit d'una altra manera, E és de dimensio finita si existeix un
familia finita (vyq,...,v,,) de E tal que

E={(vi,..,vp)
Teorema 1.18. Tot espai vectorial E # {0} de dimensio finita posee una base.

Demostracio. Suposem que E = (vy,...,V,,). Si el sistema (vq,...,v,,) és
lliure, formen una base i el teorema queda demostrat. En cas contrari, existeix
almenys un vector v; que és combinacio lineal dels altres. Aleshores

E = <V17 7Vm> = <V1a oo Vi1, Vit1, "'7Vm>
Apliquem de nou el mateix raonament al nou sistema

(Vl) ceos Vi1, Vi1, -eey Vm)

Si és lliure, constitueix una base i, si no ho és, suprimim un altre vector, i es
dedueix un tercer sistema generador. Repetint un nombre finit de vegades aquest
procés, arribarem a un sistema lliure i generador de FE, és a dir, a una base, o
suprimirem tots els vectors. Ara bé, en aquest segon cas seria £ = (0) = {0}, el

que no seria possible per hipotesi.
[ |

Observacié 1.21. Fem les observacions segiients:

1. De la demostracio del teorema anterior es dedueix de manera immediata el
resultat seglient: tot sistema generador de E conté un subsistema lliure equi-
valent.

2. En general, es demostra que tot espai vectorial (de dimensi6 finita o no) admet
una base.

Teorema 1.19. Totes les bases d’un espai vectorial E de dimensio finita son
finites i tenen el mateix nombre de vectors.

Demostracié.  Siguin B; i By dues bases qualssevol de E, deducidas o no
d’un sistema generador (vy,...,v,,) de E. El teorema 16 prova que cadascuna
d’elles té un nombre finit de vectors; ny per a By i ny per a By, amb ny < m i
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ny < m. D’altra banda, cada base constitueix una familia lliure i generatriz de
E. Considerem B; com familia generatriz i By com familia lliure, pel teorema
16, és no < ny. Repetint de nou el mateix raonament, canviant el paper de les
dues bases, s’arriba a que n; < ng. Per conseglient, ny = ns.

[ |

Observacié 1.22. En general, es demostra que totes les bases d’un espai vectorial
(de dimensi6 finita o no) sén equipotentes (de la mateixa cardinalidad).

Definici6é 1.17. El nombre de vectors de qualsevol base finita d'un espai vec-
torial E' s’anomena dimensio de E i es denota per dim E. Direm que E és de
dimensié infinita si no té bases finites.

Observacié 1.23. El subespai nul {0} no posee base alguna, ja que la familia (0)
és lligada, pero es admet que:
dim {0} =0

Corol - lari 1.20. En un espai vectorial de dimensio finita, la dimensié coinci-
de amb el nombre mazim de vectors linealment independents de qualsevol sistema
lliure, i també amb el nombre minim de vectors de qualsevol sistema generador.

Demostracié. Es una conseqiiencia immediata del teorema 16.

Corol - lari 1.21. En un espai vectorial de dimensio finita, tota familia lliure
de E pot completar-se fins a obtenir una base.

Demostracio. Sigui (v, ..., v,) una base i (wy, ..., wy) una familia lliure de F,
aleshores per I'teorema 16 es poden substituir k vectors v; pels w; de manera
que la familia (wy, ..., Wy, v, ..., v; _, ) sigui una base de E.

Corol * lari 1.22. Perque un sistema de n vectors sigui una base d’un espai
vectorial de dimensio n, €s suficient que el sistema sigui generador de E o que
sigqui lliure.

Demostracio. Pel corol - lari 3, qualsevol sistema lliure de n vectors es pot
completar fins a obtenir una base. Ara bé, totes les bases de I’ espai tenen
n vectors pel teorema 18. Per tant, el sistema és una base. D’altra banda,
qualsevol sistema generador de n vectors d’un espai vectorial de dimensié n no
és lligada, ja que, en cas contrari, pel teorema 14 (5), existiria un subsistema
propi generador, la qual cosa és impossible pel fet que el nombre minim de vectors
de qualsevol sistema generador és n, segons el corol - lari 2.
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Definici6 1.18. S’anomenan coordenades d’un vector v d’un espai vectorial
E respecte de la base (v, ..., v,) a la tnica familia finita d’escalars (A, ..., A,)
tals que

V=MVi+-+ AV,

Observacié 1.24. Aquesta tltima definici6 té sentit en virtut del teorema 15 (5).

Exemple 1.31. L’espai geometric ordinari és de tres gmensions, perque, elegits
tres vectors no coplanaris (no situats en 'mateix pla) OA, O ,O? , sabem que tot
vector OM pot escriure’s com segueix:

OM = \OA + OB + vOC

Exemple 1.32. L’espai K" dels vectors que sén n-tuples d’elements K és de dimen-
si6 n. En efecte, considerem els n vectors segiients:

e; = (1,0,...,0)
€y — (0,1,70)
e, = (0,0,...,1)

dels quals el i-ésimo, e;, té component i-ésima igual a 1 i el resto, igual a 0. El
(e1, e, ...,€e,) és generador de K", ja que qualsevol vector v = (A1, Ag, ..., \,,) de K"
pot escriure’s com segueix:

V:)\161+)\262+"'+)\nen
A més, aquest sistema és lliure. En efecte, la relacio
Aer + e+ -+ e, =0

només és possible si \; =0 per a tot 1 <7 < n.

La base introducida d’aquesta forma, associada de manera particularmente sen-
cilla a la definici6 de K" s’anomena base natural.

Exemple 1.33. Proveu que els vectors de la familia S, essent
S=((21,1),(1,3,1),(-2,1,3))
formen una base de R3.

Solucié. Sabem que la dimensié de R? és tres. Pel corol - lari 2, és suficient
proveu que S és lliure. En efecte, suposem que

M2,1,1) + p(1,3,1) + »(~2,1,3) = (0,0,0)

és a dir,
AN+ pu—2v, A+ 3u+v,\+ p+3v)=(0,0,0)
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Per igualacié dels seus components s’obté el segiient sistema:

2A+pu—2v=20
A4+3pu+v =0
A4p+3v=20

la solucié del qual és v = 0, A = 0, u = 0. Per tant, S és una base de R3.
O

Exemple 1.34. Completar la segiient familia lliure (vi, vg, v3) per a formar una
base de R*, essent v = (1,1, —1,1),vo = (1,1,0,1),v3 = (1,2,1,1).

Solucié. Sabem que la familia (e, e, es, e,) és una base de R?, essent e; =
(1,0,0,0),es = (0,1,0,0),e3 = (0,0,1,0),e4 = (0,0,0,1). Tenim

vy =1le; + les + (—1)es + ley

d’on
(21 :V1—82+63—e4
Per tant,
(elv €7, €3, e4) ~ (V17 €7, €3, e4)
Tenim
vy = 1v; + 0es + les + Oey
d’on
€3 = —Vi+ Vo
Per tant,

(V1,62,6‘3,e4) ~ (V1,927V2,e4)
Finalment, es té

vz = (—1)vy + leg + 2vy + Oey
d’on

€y =V —2V2+V3

Per tant,

(V1,82,V2,e4) ~ (V1,V3,V2,e4)
A més, es compleix

(V17V3,V2,e4) ~ (V17V2,V3,e4)
Per consegiient,

(81762783764) ~ (V1,V2,V3,e4)

i, en conseqiiéncia, (v, Vs, V3, €4) és una base de R*.

O

Exemple 1.35. El conjunt dels polinomis en una indeterminada x amb coeficients
en un cos commutatiu K és un espai vectorial sobre K que denotem per K [z]. La
familia (1,2, 22, ...) és una base de K [z] ja que tot polinomi pot escriure’s com a
combinacio lineal d’una subfamilia finita. Aquest espai és de dimensi6 infinita.
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Exemple 1.36. En lespai vectorial C sobre R la familia (1,7) és una base. La
familia (1 44,1 — 7) és una altra base.

1.14 Dimensi6é d’un subespai vectorial

Teorema 1.23. Si E és un espai vectorial de dimensio n, tot subespai vectorial
S de E és de dimensio finita i es compleix

dim S < dim F

A més
dimS =dim E  implica S=F

Demostracio. El nombre de vectors de qualsevol sistema lliure i generador
de E esta fitat per n. Tot sistema lliure i generador de S tindra com maxim
un nombre determinat m de vectors de E. Per tant, m < n. Si m = n, els
vectors d'una base de S constituyen un sistema lliure de n vectors de FE, i en
consequiéncia, una base de FE. Per tant, S = E. Finalment, si £ = {0}, es té
igualment S = {0}.

|

Teorema 1.24. En un espai vectorial E de dimensié finita, si partimos una base
en dos parts complementaries, les clausures lineals de cadascun dels sistemes aixi
definits son subespais suplementaris.

Demostracié.  Sigui B = (vy, ..., vy,) una base de E. Considerem els sistemes
I S
S=(vi,...,vg) 1 8" = (Vgy1, .., V), 1 siguin

S = <V17 7Vk>

T = (Vii1y s Vi)
Per construccio, és clar que S + 7T = E. Sigui v € S NT, aleshores

v:)\1v1—|—~~—|—)\kvk

V= A1 Vgl + 0+ Ay
d’aqui s’obté
MVEF o+ AVE = A1 Vi — - — AV = 0
d’'on \; = 0 per a tot 1 < i < n, ja que (vy,...,v,) és un sistema lliure. Per

consegiient, v = 0 i, en conseqiiéncia, SNT = {0}.
[
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Teorema 1.25. En un espai vectorial & de dimensio n, tot subespai S admet
almenys un subespai suplementari T i es compleiz

E=Sa&T implica dimFE =dimS+dimT

Demostracié. Sigui (uy, ..., u,) una base de S. Existe en £ almenys un vector
vy tal que el sistema (uy,...,u,,vy) és lliure, ja que, en cas contrari, els vectors
u; formarien una base de E i tindriem S = F i, en conseqiiencia, 7' = {0}. Es
repeteix el raonament amb el sistema lliure (uy,...,u,, v1) que té p + 1 vectors.
Podem afegir-hi un altre vector v, de manera que s’obtingui un altre sistema
lliure (uy, ..., up, vi,va) si p+ 1 < n. Aquest procés acaba quan s’hagin introduit
n—p nous vectors, perque s’haura obtingut una base de E. Els vectors del sistema
lliure (vy, va, ..., v,—,) engendran un subespai vectorial 7', la dimensi6 del qual és
n — p, i és un suplementari de S. Finalment, si S = {0}, aleshores T' = E.

Observacioé 1.25. Una demostraci6 alternativa basada en resultats anteriors és la
segiient: Si S és una base de S, segons el corol - lari 3 de la seccié anterior, existeix
un sistema S’ lliure tal que (S,S’) és una base de E. D’aqui, pel teorema 20, els
subespais S = (S) i T' = (S’) s6n suplementaris.

Teorema 1.26. Siguin S i T dos subespais vectorials d’un espai vectorial E de
dimensio finita. Aleshores es compleix

dim S +dim 7T = dim(SN7T)+ dim(S + 7))

Demostracié.  Sigui (uy,...,u,) una base de S N7T. Pel corol - lari 3 de
la secci6 anterior, podem completar aquesta base fins a obtenir una base de
S i una base de T. Asi tenim que (uy,...,Uu,, Upyq, ..., W) és una base de S i
(Wy, ..., Uy, Vpi1, ..y Vi) és una base de T'. Aleshores

(uh ooy Upy Upp 1y -eey Uk, Vipt1, "'7Vm>

constitueix un sistema de generador de S + T. Si demostrem que tots aquests
vectors sén linealment independents, haurem obtingut una base de S+ 7T amb un
nombre de vectors que prova la igualtat del enunciado. Suposem

k m
Z )\iui + Z iV = 0
i=1

i=p+1

aleshores
k m
Z)\iui = - Z HiVi
i=1 i=pt1

és un vector de SNT', d’'on

m p
— D mvi= ) v,
j=1

i=p+1
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és a dir ) .
Doyt Y wvi=0
j=1

i=p+1

i, com que (uy, ..., Up, Vpi1, ..., Vi) és una base de T', es dedueix v; = 0 (j = 1, ..., p)
i, =0 (i=p+1,...,m). Per tant,

k
Z )\iui =0
=1

i, com que (uy, ..., Up, Upyi1, ..., Ui) és una base de S, es dedueix \; =0 (i =1, ..., k).

Corol - lari 1.27. En les mateizes condicions del teorema anterior, es compleix

dim(S@®T)=dim S +dim T

En aquest cas, la reunio d’una base de S i d’una base de T' da una base de SHT.

Demostracié. Es immediat, sabent que quan la suma és directa, SNT = {0};
a més, dim {0} =0
[

Corol - lari 1.28. La suma S + T de dos subespais és directa si i només si
dimS +dim7T = dim(S + 7).

Demostracié. Es immediat a partir del teorema precedent.

Exemple 1.37. Determineu una base per a la suma i la interseccié dels subespais S
i T de R* generats pels conjunts {(1,2,1,0), (—=1,1,1,1)}i {(2,-1,0,1),(1,-1,3,7)}
respectivament.

Solucié. Es clar que dim S =2 i dimT = 2. Un vector (,y,z,t) € SNT ha
de complir

(x,y,2,t) =a(1,2,1,0) + 5(—1,1,1,1) = A(2,-1,0,1) + p(1,—1,3,7)

és a dir
(CY—B,QO[—FB,O(—FB,ﬂ): (2)‘—1—#7_/\_:“’3/’67/\—}_7:“)

Per tant, s’obté el segiient sistema

Ei: a—0p = 2X+u
Ey: 204+8 = —XA—pu
Es: a+p = 3

E42 ﬁ = )\"—7#



CAPITOL 1. TEORIA 37

Efectuant les transformacions indicades

E1+E22 3=\
Ej : B=A+Tu

Substituint aquests resultats en E3 es té
A= -=3u
Per tant, o = —p, 8 =4p i A = —3u. D’aqui, es té
(x,y,2,t) = —u(1,2,1,0) + 4pu(—1,1,1,1) = pu(-5,2,3,4)

Per tant,
SNT ={(-5,2,3,4))

i, en conseqiiencia, ((—5,2,3,4)) és una base de SNT idim (SNT)=1. Per la
formula del teorema 22, es dedueix

dim(S+T)=dimS+dimT —dim(SNT)=2+2—-1=3
Sabem que
S+T7T={(1,210),(-1,1,1,1),(2,-1,0,1),(1,-1,3,7))

i pel resultat anterior ha de ser un dels vectors generadors dependent dels altres.
Per trobar-lo apliquem successives transformacions elementals amb objecte de
trobar un sistema equivalent lliure.

Vi Vo V3 Vyu Vi Vo+ Vi =uy V3— 2V1 — U3 V4 — V] =Wy
1 -1 2 1 1 0 0 0
2 1 -1 -1 ~ 2 3 -5 -3 ~
11 0 3 1 2 —2 2
o 1 1 7 0 1 1 7
Vi Ug 5112 + 3113 =W3 Uy + Uy =Wy Vi Uy W3 W4 — W3
10 0 0 1 0 0 0
2 3 0 0 ~ 2 3 0 0
1 2 4 4 1 2 4 0
0 1 8 8 0 1 8 0

Per consegiient
S+T={(1,2,1,0),(0,3,2,1),(0,0,4,8))

i una base de S+ T és ((1,2,1,0),(0,3,2,1),(0,0,4,8)).

1.15 Espai vectorial quocient

Sigui F un espai vectorial i F' un subespai vectorial de E.



CAPITOL 1. TEORIA 38

Definicié 1.19. Diem que u,v € E estan relacionats modul F'siu—v € F.
Simbolicament, escrivim

u=vmodF siinoméssiu—v e F

Teorema 1.29. Aquesta relacio és una congruéncia sobre E.

Demostracié. Primer provarem que = és una relacié d’equivaléncia. En efecte,
peratotu,v,w € Festé: (1)u=umodF, jaqueu—u = 0 € F (= ésreflexiva);
(2) siu=vmodF, ésadir,u—v € F, aleshores —(u—v)=v—-ue€ F, ésa
dir, v = u mod F' (= és simetrica); (3) siu=v mod F i v=w modF, és a dir,
siu—veFiv—weF, aleshores (u—v)+ (v—w)=u—w € F, és a dir,
u =w mod F' (= és transitiva).

Segon, provarem que = és una relacié compatible amb les operacions de £. En
efecte, per a tot u;,us,vi,vo € Ei XA € K, si uy = vy mod F i us = vy, mod F,
aleshores u; + uy = vy + vo mod F'; ja que de

u, —vy €F

U — vy € F
es dedueix
(g —vy)+ (U —vo) = (u; +ug) — (vi +vo) € F
[, si u; — vy € F, aleshores A\u; — Avy € F', ja que de u; — vy € F' es dedueix que

)\(111 —V1> = )\111 —)\Vl e F.
n

Teorema 1.30. El conjunt quocient E/F juntament amb les segiients operaci-
ons:

[u] + [v] = [u+v]
Alu] = [Au]
on [u] = {u+v:veF} designa la classe del vector u € E, és un espai

vectorial sobre K.

Definicié 1.20. S’anomena espai vectorial quocient modul F', denotat per
E/F, al conjunt quocient F/F amb les dos operacions definides en el teorema
anterior. Denotarem també la classe del vector u per u + F'

Teorema 1.31. Si E és de dimensid finita, E/F també ho és i es compleix

dim(E/F) =dim E — dim F’
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Demostracio. Completem una base (v, ..., v,,) de F' fins a obtenir una base
(V1, ey Vin, Vina1, -, Vi) de E. Es clar que

[vi] = [0]

per a tot 1 < i < m. Afirmem que ([Vp11], ..., [Va]) és una base de E/F. En
efecte, tota classe [u] d'un vector

u= Z)\ivi

=1
es pot escriure com segueix
[ => Nlvil= > Ailvi
i=1 i=m+1
Per tant, ([Vp11], ..., [Va]) és un sistema generador de E/F.
Per veure-ho que el sistema ([v,,11], ..., [Vyn]) és lliure, considerem
> Ailvil=10]
i=m+1
és a dir,
i=m+1
d’on .
Z ANV €F
i=m-+1
Aleshores . "
Do Avi=D pv;
i=m-+1 j=1
és a dir,

doHVi— Y Avi=0

j=1 i=m—+1
Ara bé, (V1,..., Vin, Vint1, ..., Vi) és una base de E. Per tant, u; =0 (j =1,...,m)
iAN=0(=m+1,..,n).
Hem obtingut una base de E//F, i demostrem aixi la igualtat del enunciado.

Exemple 1.38. Considerem un subespai F' = (v) de R?. Si representem els ele-
ments de R? com punts del pla, els vectors de F' corresponn als punts de una recta
que passa per l'origen. Cadascuna de les classes u+ F' correspon, aleshores, a punts
d’una recta paral - lela a F que passa per u. L’espai R?/F és, en aquest cas, el
conjunt de rectes paral - leles a F'. Analogament, si F' = (v) C R3, aleshores R*/F
és el conjunt de rectes de R?® paral - leles a una recta F' que passa per l'origen. Si
F = (u,v) C R3 és de dimensi6 2, F correspon a un pla que passa pel origen i R3/F
és el conjunt de plas paralelos a F'.
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u+r

u+

1.16 Rang d’un sistema de vectors

Definicié 1.21. S’anomena rang d’un sistema S = (vy,...,v,,) de E, denotat
per rang S, a la dimensié de la clausura lineal d’aquest sistema, és a dir, en
simbolos

rangS = dim (vy, ..., V,y)

Observacié 1.26. Dit d’una altra manera, el rang del sistema (vy,...,v,,) és el
nombre maxim de vectors linealment independents que conté.

Teorema 1.32. Si S i S’ son dos sistema equivalents de E, aleshores

rangS = rang S’

Demostracio. Es una conseqiiencia immediata de la definicié 11.
[ |

Corol - lari 1.33.  Donat un sistema S = (v, ..., V), €l seu rang no varia si
s’efectua qualsevol de les transformacions elementals:

1. rang (Vi,..., Vi, oo, Vj, Vi) = 1aNG (V1,0o0y Vs ooy Viy Vi) (1 J)
2. rang (Vi, ..., Vi, ..Vip) = rang (Vi, ..., Ay, ..Vy,) (A #0)

3. rang (Vi, ..., Vi, o, Vi, Vi) = 1a0G (V1,000y Vi + AV, o, Vi, V) (05 )

Demostracio. Estos resultats son conseqiiencias del teorema 13.

Corol - lari 1.34. Donat un sistema S = (vy, ..., Vi), aleshores

rang (Vi, ..., Vi) = rang (Vi, ..., Vi, W)
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st 1 només si W és combinacio lineal dels vectors de (vy, ..., Vy,).

Demostracio. Es una conseqiiencia immediata del teorema 12.

Observacio 1.27. Aquest darrer resultat permet assegurar que el rang d’un sistema
no varia quan suprimim els vectors que sén dependents dels restants; en particular,
podem suprimir els vectors nuls, i dels vectors repetits, ens quedem només amb un
d’ells.

Teorema 1.35. Donat un sistema de r vectors (uy, ...,u,) d’un espai vectorial

E de dimensio n (r < n) i (vy,...,v,) una base de E. Si expressem aquests
vectors en aquesta base

ui:Z)\ijVj (’L: 1,...,7”)
7=1

1 es compleix
Aij =0 peraj<i

ANi Z0 peratoti=1,..r

aleshores (uy,...,u,.) és un sistema lliure.

Demostraciéo. Considerem
piag + -+ ppu. =0

Introduint les coordenades dels vectors en la base es té

,ulz)\lej—F""i‘/quZ)\,«jVj:O

J=1 J=1

D’aqui, com que (vy, ..., v,) és lliure, es s’obtenen
IS8
i=1

Si ara tenim en compte les propietats de les A;;, obtenim:

1A =0
112 + oo =0
A1z + fadaz + pzAzz = 0

,ul)\lr + FL2)\2r ++ ,ur)\rr =0

ésadir, pp = ps == p,. = 0.
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Observacio6 1.28. El teorema anterior ens dona un metode per determinar el rang
d’un sistema. Per veure-ho, examina amb detall el segiient exemple.

Exemple 1.39. En R* determineu el rang del sistema S = (vy, vy, Vs, Vy), essent
vi=(1,1,2,0),vs = (1,1,0,6),vs = (—1,2,0,1),v4 = (1, 1,1,3).

Solucié. Prenent la base canonica de R*, escrivim les coordenades d’aquests
vectors per files (de la mateixa manera es faria per columnes) com segueix:

Vi 1 1 2 0
Vo ! 1 1 0 6
vz: —1 2 0 1
Vg 1 1 1 3
aplicant 3 vegades T3 s’obté
vy 1 1 2 0
vp—v1: 0 0 =2 6
vs+v1: 0 3 2 1
vuu—vi: 0 0 -1 3
aplicant ara 2 vegades T1 s’obté
A\A 1 1 2 0
vs+vy: 0 3 2 1
vai—vy: 0 0 -1 3
vo—vyi: 0 0 =2 6
aplicant una vez T3 s’obté
vi: 1 1 2 0
vi+vyi: 0 3 2 1
vq—vy: 0 0 =1 3
VQ—V1—2(V4—V1)Z 0 0 0 0
finalment, suprimint el vector nul es té
A\AR 1 1 2 0
vi+vy: 0 3 2 1
vi—vy: 0 0 -1 3

D’aquesta manera tenim

(V17V27V37V4) ~ (V17V3 + Vi,Vy — Vl)

Per tant,
rang (Vi, vz, V3, V4) = rang (Vi, Vs + Vi, vy — V1)
El sistema (v, vs + vy, vy — vq) a més és lliure, ja que compleix les coordenades

d’aquests vectors compleixen les condicions del teorema anterior. Per tant,

rang(vi, Va, Vs, va) = rang(vi, v+ vi, vy — vy) =3
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Com a conseqiiéncial sistema donat (vy,vs, vs,vy) és lligat. A més, a partir de
les transformacions aplicades anteriorment deduim una relacié de dependeéncia

vo—vi—2(vy—vy) =0

és a dir

vi+veg—2vy =0
En general, comprovarem que el metode ens dona no només el rang s del sistema
(V1, ..., V;), és adir, la dimensi6 del subespai generat, sino també una base d’aquest
subespai i les r — s relacions de dependéncia existeixentes entre els vectors del
sistema. En particular, si £ és de dimensié n i (vy,...,v,) és una base, aquest
metode permet calculeu les coordenades d'un vector qualsevol respecte d’aquesta

base.
O

1.17 Isomorfismes d’espais vectorials

Definicié 1.22. Donats dos espais vectorials F i E’ sobre el mateix cos K.
S’anomena isomorfisme de E en E’ a tota aplicacié bijectiva f : £ — E' que
compleix:

1. Peratotu,ve E, flu+v)=f(u)+ f(v)
2. Peratotue EiXeK, f(Au)= Af(u)

Si existeix un isomorfisme de F en E’, aleshores es diu que £ i £’ sén dos espais
vectorials isomorfs. Escriurem aleshores

Ex2F

Observaci6 1.29. Fem les observacions segiients:

1. Afirmar que dos espais vectorials sén isomorfs equival a dir que tots dos tenen
la mateixa estructura d’espai vectorial.

2. Estudiarem amb detall els isomorfismes com cas particular dels homomorfismes
d’espais vectorials (o aplicacions lineals) més endavant en la secci6 correspo-
nent.

Teorema 1.36. Si E, i Fy son dos subespais suplementaris de un espai vectorial
E, aleshores els espais E = Fy @& FEy © By X Fy son isomorfs.

Demostracié. Si E; i Ey sén dos subespais suplementaris de F, aleshores
E = FE; & F5. Considerem la descomposici6 tnica de tot v € F com

V=V]+ Vy
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amb vy € Fy i vy € Ey. Considerem 'aplicacio f de E; x Fy en E; @ F definida
per
f(Vl, V2) = Vi + Vo

Per construccio, és clar que f és bijectiva. A més es compleix

f((vi,va) + (W1, W2)) = f(vi + Wy, Vo + Wa) =
= (vi+wy)+ (Vo +wy) =
= (V14 Vv2) + (W1 + W) =
= f(v1,v2) + f(wi, W)

FAv1,v2)) = f(Avy, Avy) =
= AVv] + Avy =
=ANvy+vy) =
= Af(v1,v2)

Per consegiient, f és un isomorfisme.

Observacié 1.30. Si E; i E, sén dos espais vectorials sobre K, podem construir
un nou espai vectorial F que els contingui tots dos llevat d’un isomorfisme. En
efecte, considerem 1’espai vectorial producte E; x Fy. Tot vector (vy,vs) de 'espai
producte F; x F, pot descompondre’s com segueix de manera tnica

(Vl,Vg) = (Vl, 0) -+ (O,Vg)
Considerem ara els dos subespais segiients de F; X Fs:

Ei = {(Vl,O) V] € El}

Eé = {(O,Vg) Vo € Eg}
Es evident que E) x Fy = E| ® E}, ja que els dos subespais tenen interseccié {(0, 0)}.

D’altra banda, és immediat comprovar que les aplicacions, f : E] — E; definida
per fi(vy,0) = vy, 1 fo @ B} — Es definida per f5(0,v2) = vg, sén isomorfismes
d’espais vectorials.

Com a conseqiiencia d’aixo, en la practica s’identifica sempre E; i E! (i = 1,2);
identificar per exemple E; i Ef vol dir, confondre els vectors v; € E; i (v1,0) € Ej.
Aquesta identificacié permet dir que E; i Fy son subespais suplementaris de Eq X Fs
. Pel teorema, els espais £y X Fy i By @ Es sén isomorfs.

L’espai £ = F, & F, s’anomena suma directa dels espais vectorials donats
Ei i F5. Aleshores, és clar que E té E, i E5 com a subespais suplementaris i es
compleix que E i E; X FE5 sén isomorfs.

En aquestes condicions, si v € E, la descomposicié inica v = v; + vo, fa que
I’aplicacié de E en E; definida per

V = Vi+Vy —— V;
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s’identifica amb D’aplicacié de E; x Fy en E;, que s’anomena la projeccié m; de
Ey x E, sobre E; (i = 1,2). Per exemple, m; s’anomena projeccié de E sobre el
subespai F; paral - lelament al subespai F5, suplementari de E; respecte de E.
Es diu també que vy (resp. vi) és la component de v de E en F; (resp. E»).

Exemple 1.40. Proveu que els espais vectorials segiients R @ R i R? s6n isomorfs.

Solucié.  Si prenem E; = FE, = R. Segons la observacié anterior, podem
afirmar que els espais vectorials reals R @ R i R? sén isomorfs. Si representem
els elements de E; com els vectors de l'eix real Oz, els de Ey com els vectors
de l'eix real Oy, diferent de Ox, i els de E; x E5 com els vectors d’origen O del
pla ordinari, aleshores identificar R & R i R? equival a confondre (z1,y;) de R? i
x1 +vy; de R@® R. La figura segiient il - lustra aquest fet.

O

Teorema 1.37. Si E, i Ey son dos subespais suplementaris de un espai vectorial
E, aleshores 'espai quocient E/Ey és isomorfo a Es.

Demostracio. Si E; i FEs son dos subespais suplementaris de un espai vectorial
E, aleshores E = E1 @ E,. Donats v=v; + vy i w =w; +wy de E, la relaci6
vy + vy = wy + wy (mod Ej) pot escriure’s com segueix

(vi+ve) — (W +Wa) =v] — W + Vo — Wy € F)

equivalent a vo = wy. Per tant, tots els vectors d’una mateixa classe tenen la
mateixa component en Esy. Considerem l'aplicacié f : E/E; — Fs denida per

f([vi+v2]) = vy

Es clar que f és exhaustiva, ja que qualsevol que sigui v, de F existeix [0 + vy
tal que f ([0 + va]) = vo. A més, si

f(vi+ va]) = f([w1 + w2])
aleshores vo = wy. Per tant,
(Vl + VQ) = (Wl + WQ) ek

és a dir,
[Vi + Vo] = [w1 4wy
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Per tant, f és inyectiva. Se compleix

F(VI+ W) = f(v+w]) =va+wa = f([v]) + [ ([w])

FOAW]) =7 (W) = Ava = Af ([V])

Per tant, f és un isomorfisme.
[

Corol - lari 1.38. En un espai vectorial E, tots els subespais suplementaris
d’un subespai vectorial Fy de E son isomorfs.

Demostracio. Es una conseqiiencia immediata del teorema anterior.

Teorema 1.39. Dos espais vectorials E i E' de dimensié finita sobre el mateizx
cos K son isomorfs si i només si tenen la mateiza dimensio.

Demostracié. Suposem que E i E’ son de la mateixa dimensi6é n. Elegim una
base (vi,...,v,) de E i una altra (wy,...,w,) de E'. Pel teorema 15 (5), tot
vector u € F admet una expressié tinica com segueix

U= vy + -+ lpvy
Considerem l'aplicacié f de E en E’ definida per

fu) = ppawy + -+ pupwy,

Es clar que f és bijectiva. D’altra banda, si f(v) =rywy + -+ + vyw,, aleshores
es compleix:

fu+v) = (u +v)wr + -+ (o + V) W =
= (wr + -+ ppwy) + (Nwr + - F vw,) =
= f(a) + f(v)

f) = Mpwy + -+ + Appw, =
= Apwr + -+ + pawn) =
= Af(u)

Per tant, aquesta aplicacié és un isomorfisme de E en E'.

Reciprocament, suposem que FE i E’ sén isomorfs, i sigui f el isomorfisme de F
en E'. Suposem també que dim £ = n i dim £’ = n/. Elegim una base (vy,...,v,)
de E. Denotem per w; = f(v;) per a cada 1 < i < n. Qualsevol vector u € E
admet una expressio inica com segueix

u:H1V1+"'+/~ann
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. .
D’aqui, es té

f(u) :f(M1V1+"'+NnVn) =
= pf(vi) + -+ pnf(va) =
=MW1t Wy

Com que [ és exhaustiva, qualsevol vector w € E’ té una antiimagen en FE.
Suposem que f(u) = w, aleshores

W = [([1W1 + -+ [y, Wy

Per tant, (wq, ..., w,,) és un sistema generador de E’. Veurem ara que (W, ..., W)
és lliure. Per fer-ho, considerem

)\1w1+—|—)\nwn:0

és a dir
)\lf(vl) ++)‘nf(vn) =0

D’aqui, segons la definicié de isomorfisme, es dedueix
favi+---+Av,) = f(0)

ja que

£(0) = £(0+0) = f(0) + £(0) implica f(0) =0

Ara bé, f és inyectiva. Per tant,
)\1V1+"'+>\nvn:0

Com que (vy, ..., v,;) és una base de E, es dedueix que \; = 0 per a tot 1 <i < mn.
Per consegiient, (wy, ..., w,,) és una base de E’. En conseqiéncia, els dos espais
vectorials tenen la mateixa dimensié.

Observacio 1.31. En la demostracié d’aquest teorema es prova també que si dos
espais vectorials de dimensié finita sén isomorfs, la aplicacié transforma una base
d’'un en una base de l'altre. A més, el isomorfisme queda perfectament definit un
cop elegida una base de cada espai vectorial. En concreto, el isomorfisme asocials
vectors de les mateixes coordenades.

Corol - lari 1.40. Tot espai vectorial E de dimensio n sobre K és isomorfo a
K™.

Demostracio.  El isomorfisme s’estableix una vez elegidas les bases: en E
escollim una base arbitraria (vyq,...,v,) i en K" podem tomar la base natural
(e1,...,e,). Aleshores, el vector v.= A\jvy + -+ + \,v,, de E de coordenades
(A1, ..., \n) respecte de la base considerada es correspon amb el vector w = \je; +
-+ + \,e, de K" de les mateixes coordenades en la base natural.
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Observacié 1.32. Després d’aquest darrer resultat, el estudi de E, des de el punt
de vista de la seva estructura vectorial, s’identifica aixi amb ’estudi de K" referit a
la seva base natural. Aquesta és la raé per la que s’anomena també base canonica
a la base natural de K". Observeu que amb aquest resultat hem resolt el problema
de determinar (llevat d’isomorfisme) tots els espais vectorials de dimensi6 finita.

Corol - lari 1.41. Donats dos espais vectorials Fy i Fy de dimensions finites,
aleshores es compleix

dim (El X EQ) = dim (El D EQ) = dim E1 -+ dim Eg

Demostracié. Segons la observacié 30 es té
Eix E;=2FE 6 F,
Per tant, pel teorema 30, tenim
dim (Ey X Ey) = dim (E; & Es)

Per provar la darrera igualtat, suposem que (vy,...,v,) i (Wy,...,w,,) sén bases
de F; i F5 respectivament. Aleshores és immediat provar que

((v1,0), ..., (Vn,0), (0, wy), ..., (0, w,,))
és una base de l'espai producte E; x E,. Per tanto

dim (Ey x Es) =n+m

1.18 Canvi de coordenades

Definicié 1.23. S’anomenan coordenades d’un vector v d’un espai vectorial
E respecte de la base (v, ..., v,) a la tnica familia finita d’escalars (A, ..., A,)

tals que
V=MVi+- -+ AV,

€2

€1
v = 3e; + 2ey: coordenades (3,2) v = lu; + lug: coordenades (1,1)

Un mateiz vector té coordenades diferents segons la base: (3,2) en la base canonica i
(1,1) en la base (u1,uz), ambu; = (2,1) i uy = (1, 1).
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Definicié 1.24. Donat un espai vectorial E, en passar d’una base B; a una
base By, diem que els vectors de E canvien els seus coordenades. Es diu
que el vector v té coordenades (A, ..., \,) en By = (vy,...,vy) i (p1, .., ftn) €0
By = (uy,...,u,). La base B; s’anomena base antiga i a B, la base nova.

En el teorema 31 s’indicara com es calculen les coordenades noves a partir de
les antigues i reciprocament, i, en 1’ teorema 32 es donaran les equacions que
caracteritzen la relacié que hi ha entre les dues bases.

Observaci6é 1.33. Suposant ¥ = E’ en I'teorema 30 i elegint dues bases diferents
(V1,.ry Vi) 1 (ay, ..., u,) de E, I'aplicacio bijectiva que assigna a v.= A\jvi+-- -+, v,
el vector w = A\juy + - - - + A\, u,, és un automorfisme de £ (un isomorfisme de E en
si mateix). Aixo fa que l'estudi de E, realitzat utilitzant la base antiga, es conservi
identicament quan canviem de base i reemplacem els vectors estudiats pels seus
transformats en 'automorfisme associat, és a dir, els vectors expressats en la base
nova.

Teorema 1.42. Donades dues bases diferents By = (vi,..,v,) @ By =
(uy,...,u,) d’un espai vectorial E. Sigui v un vector arbitrari de E de coor-
denades (A1, ..., \,) en la base By i de coordenades (pi1, ..., it,) en la base Bs.
Aleshores existeizen n® coeficients oy i B tals que

Ai = oG+ o, (E=1,..,n)

pi=MpBia+ -+ Mbin (t=1,..,n)

Demostracio. Sigui v un vector arbitrari de E' de coordenades (A, ..., A,) en
la base antiga B;. Volem trobar les seves noves coordenades en la base nova Bs.
Els vectors de la nova base estan definits per mitja de les seves coordenades en
la base antiga per les equacions

u; :aljv1+--~—|—anjvn (] = 1,...,77,) (1181)

la qual cosa introdueix n?

maneres

coeficients «;;. El vector v es descompon de dues
V=AMVt AV = a4 g
essent (f1, ..., itn) les coordenades noves de v. Reemplagant els u; de (1), s’obté
Mvi+ AV = (e v+ @ vy) o A (@ Vi Qi)
identificant en tots dos membres els coeficients de v; es té
XN = oy + - F ppoy,  (i=1,..n)

Aquestes sén les expressions de les coordenades antigues en funcié de les noves.
Si es volen obtenir les formules inverses, n’hi ha prou d’escriure els vectors de la
base antiga per mitja de les seves coordenades en la nova base

v =fyu 4+ Byu, (j=1,...,n) (1.18.2)
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i procedint de la mateixa manera s’obté
pi=MBa+ -+ B (i=1,..,n)
[ |

Observacio 1.34. Podem escriure aquestes equacions d’una manera més comoda
utilitzant matrius. Considerem les matrius segiients

(0 S I @ 5 7% il 909G A1 K1
P = : : Q = : : A= : B = :
Qp1 0 Opp 5711 Tt 5nn >\n Hn

Les equacions que relacionen les coordenades noves en By en funcié de les antigues
en By es poden escriure aixi

B=QA
i les equacions que relacionen les coordenades antigues en funcié de les noves com
A=PB

Es important observar que les columnes de la matriu P sén els vectors de la base
nova B, expressats en la base antiga B;. De la mateixa manera, les columnes de la
matriu () son els vectors de la base antiga B; expressats en la base nova B,. Les
matrius columna A i B sén les coordenades d’un mateix vector expressades en B; i
Bs, respectivament

Les matrius P i () s’anomenen matrius de canvi de base. També es diu que
P és la matriu de pas de la base nova B, a la base antiga B;. De forma analoga,
() s’anomena matriu de pas de B; a Bs.

Definicié 1.25. Es defineix I'aplicaci6 § : N, x N,, — {0, 1} per

. [1sii=j
5(2’3)_{05;117&]‘

essent N, = {1,2,...,n}. El valor 6(4, j) es es representa per d;; i rep el nom de
simbol de Kronecker.

Teorema 1.43. Donades dues bases diferents (v1,...,v,) i (uy, ..., u,) d’un espai
vectorial E/. Les coordenades ou; @ B dels vectors d’una base l'una respecte de
l'altra, estan lligades per les equacions caracteristiques segiients

n
Z i Bik = 0ij
k=1

essent 0;; el simbol de Kronecker.

Demostracio. FEn les equacions (1), introduint les equacions (2), s’obté

u; = (0011 + -+ oiBin)W + -+ (01 Bn1 + -+ Anifrn)Un
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u; = (Z akjﬁlk;) u; + -+ (Z akjﬁnk) u, =
k=1 k=1

n
= Z Z i Bkl
=1 k=1

=1

Donat que (uy,...,u,) és un sistema lliure, es dedueixen les segiients relacions:

1. Si j = 1, el coeficient de u; en el segon membre ha de ser igual a 1. Per
tant,

Z Oékiﬁik = 1 (Z = 1, ,n)
k=1

2. Sij =r #1, el coeficient de u, en el segon membre ha de ser igual a 0. Per
tant,

afr=0 (i=1,..,r—1r+1,..,n)
k=1

Introduint el simbol de Kronecker, les dues relacions anteriors s’escriuen en una
sola com segueix

n
> Bk = 0
k=1
[ |
Observacio 1.35. El teorema pot escriure’s més comodament utilitzant matrius.
En efecte, observeu que la matriu associada a 'aplicacié que defineix el simbol de

Kronecker per
aij = Oij

és la matriu que anomenem matriu identitat d’ordre n que la denotem per I,

10 --- 0
01 --- 0
[n = .
00 1
Les equacions anteriors s’escriuen aixi
QP = ]n

Observeu que les matrius dels canvis de base son sempre invertibles. De la darrera
igualtat es dedueix

P=Q"' i Q=prP"!

Exemple 1.41. En R? es consideren les bases By = (e, €3, e3) i By = (v, vy, v3)
essent vi = 2eq,vy = —ey + 2e3 i v3 = —3e3. Trobeu les coordenades respecte de
By del vector u = 4e; + ey — 5es.

Solucio. Segons la observacié 34, sabem que la matriu de canvi de base o
de pas de By a B té per vectors columna als v; referits a la base antiga B;. En
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aquest cas tenim

2 0 0
P=]10 -1 0
0 2 =3

Aleshores, segons la observacié 35, la matriu () de pas de By a By compleix

QP =13
Per tant,
1 3 0 0
i
Q=P =3 0 -6 0
0 —4 -2

Si (x1,y1,21) s6n les coordenades d’'un vector referides a la base By i (x2,y2, 22)
son les coordenades del mateix vector referides a la base By. Aleshores es compleix

3 0 0 T To
6 0 -6 0 n = Y2
0 —4 =2 21 z2

Substituint les coordenades del vector u es té

1 3 0 0 4 2
G 0 -6 0 1 = | =l
0 -4 -2 =3 1

Per tant
u=2vy — Vg + V3



2 Resum

2.1 Conceptes clau

Espai vectorial Conjunt E amb una suma i un producte per escalars
d’un cos K que satisfan els vuit axiomes.

Subespai S C FE no buit tal que Au + puv € S per a tots
u,veSi\puek

Clausura lineal (V1 ..., Vip): conjunt de totes les combinacions line-
als; és el subespai més petit que conté els vectors.

Sistema lligat (Linealment dependent.) Existeix una combinacié
lineal nul - la amb algun coeficient diferent de zero;
equival al fet que algun vector sigui combinacio line-
al dels altres.

Sistema lliure (Linealment independent.) L’tinica combinacié line-
al nul - la és la trivial.

Base Sistema alhora lliure i generador; cada vector hi té
coordenades uniques.

Dimensi6 Nombre de vectors de qualsevol base (totes en tenen
el mateix).

Rang Dimensi6 de la clausura lineal del sistema; no canvia

amb les transformacions elementals T1, T2 i T3.

Suma directa S@®T quan SNT = {0}; cada vector de la suma és
descompon de manera tnica.
Espai quocient E/F: classes v + F (varietats lineals paral - leles a

2.2 Foérmules per recordar

o Foérmula de Grassmann: dim(S +7) = dim S +dim 7 — dim(S N 7T).
« Dimensié del quocient: dim(E£/F) = dim F — dim F.

o En un espai de dimensié n: tot sistema lliure té com a maxim n vectors; tot
sistema generador en té com a minim n; i n vectors lliures (o generadors)
formen automaticament una base.
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2.3

Canvi de base: si P té per columnes els vectors de la base nova expressats
en l'antiga, aleshores A = PB, on A i B son les coordenades antigues i noves
d’un mateix vector, i Q = P~! fa el pas invers.

Dos espais vectorials de dimensi6 finita son isomorfs si i només si tenen la
mateixa dimensio; en particular, tot espai de dimensié n sobre K és isomorf a
K™,

Errors freqiients

La uni6é de subespais no és, en general, un subespai. La interseccio si
9 9
que ho és sempre. La unié només ho és quan un dels subespais conté l'altre.

D’una relacié de dependéncia només se’n pot eliminar un vector. Si
AMVi+ -+ AV, = 0 amb \; # 0, es pot suprimir v; i el sistema resultant
és equivalent; pero no es poden suprimir alhora tots els vectors amb coeficient
no nul.

Contenir el vector zero no fa subespai. Es condici6 necessaria, pero no
suficient: cal comprovar el tancament respecte de la suma i del producte per
escalars.

Coordenades no és el mateix que components. Les components d’un
vector de K™ sén les seves coordenades en la base canonica; en una altra base,
les coordenades canvien encara que el vector sigui el mateix.

Un sistema que conté el vector zero sempre és lligat, encara que la
resta de vectors siguin independents entre si.



3 Practica

3.1 Concepte d’espai vectorial

Exercici 3.1. Si K és el cos dels enters modul 3, considereu el espai vectorial dels
vectors d’ordre n sobre K. Quants vectors hi ha en aquest espai? Essent v un vector,
que es pot dir de v + v 4+ v? Pot ser un vector la suma de tres vectors iguals?

Solucié. Es clar que K = Zs = {0, 1,2}, ja que
m={neZ:n—me3)}
on (3) denota el conjunt de multiples de 3. Aleshores,
0={neZ:nec(3)}=(3)

I={n€Z:n—1=miltiple de 3} = (3) +1
2={n €Z:n— 2= miultiple de 3} = (3) + 2

L’espai vectorial és K", els vectors del qual son n-tuples ordenades d’elements de
K. En aquest espai hi ha, doncs, 3" vectors.
Per calcular v 4+ v + v, fes clic en cada pas:

v+v+v = (1+1+1)w
= Ov ja que 3 =0 mod3
= 0

Per tant, la suma de tres vectors iguals sempre és el vector zero. En conseqiiéncia,
només el vector zero és la suma de tres vectors iguals.

O

Exercici 3.2. Construiu un espai vectorial amb quatre vectors, utilitzant el cos
dels enters modul 2.

Solucié. Si K = Zy = {0,1}, aleshores K? és un espai vectorial de 2? = 4
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elements sobre K. La suma de vectors es defineix per la taula segiient:

+ 1(0,0) | (0,1)] (1,0) | (1,1)
0,0 [ (0,0) [ (0,1) | (1L0) | (LD)
0,1 (0,1) [ (0,0) [ (LD | (L0)
(L0) [ (L) [ (LD ] (0,0) ][ (0,1)
LD | (LD ] (LY) ] (0,1 ] (0,0

(0,0) | (0,1) | (1,0) | (1,1)
0] (0,0) | (0,0) | (0,0) | (0,0)
11(0,0) | (0,1) | (1,0) | (1,1)

En ambdues taules hem escrit 0 i 1 en lloc de 0 i 1, respectivament.

Exercici 3.3. Demostreu que el conjunt E de les aplicacions f : R — R pot dotarse
de manera natural de estructura d’espai vectorial real.

Solucio. Per a cada parell (f,g) € E x E definim 'aplicacié f + g per

(f +9)(x) = f(z) + 9()

i per a cada parell (A, f) € R x E definim 'aplicacié A\f per

(Af)(x) = Af()

Es compleixen els 10 axiomes per ser espai vectorial real:

(1) Per a tot f,g € E, f+ g € E ja que 'addicié de dos nombres reals és un
nombre real.

(2) Per atot f,g,he E, (f+9)+h=f+(g+h),jaque

(f+9)+h)(z) =
per definicié
(f +9)(x) + h(z) =
per definicid
(f(x) + g(x)) + h(z) =

per la propietat associativa de 'addicié en R

f(@) + (g(x) + h(z)) =

per definicié
f(@)+ (g + h)(z) =

per definicié

(f+(g+h)(z)
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(3) Peratot f,ge E, f+g9g=g+ f, ja que

(f +9)(z) =
per definici
f(z) +g(z) =
per la propietat commutativa de I'addicié en R
9(z) + f(z) =
per definicié
(9+ f)(z)

(4) Existeix Paplicacié 0 constant igual 0 € R, definida per 0(z) = 0, tal que
f+0=fperatot f e FE, jaque

(f +0)(z) =
per definicié
f(z) +0(z) =
per definicié de I'aplicacié constant igual 0
fla)+0 =
per ser 0 el zero de R
f(@)

(5) Per a cada f € FE existeix 'aplicacié —f € E, definida per (—f)(z) = — f(x),
tal que f+ (—f) =0, ja que

(f + (=N))(=z) =
per definici

fla) + (=)(z) =
per definicié de — f

f@)+ (=f(2) =
per ser f(z) i —f(z) dos nombres reals oposats

0=

per definicié de I’aplicacié constant igual 0

0(x)

(6) Peratot f € EiX€ R, \f € E, ja que la multiplicacié de dos nombres reals
és un nombre real.
(7) Peratot f,ge Ei A€ R, A(f +9g) = Af + Ag, ja que

(A(f +9)) (z) =
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per definici
Af+9)(x) =
per definicié

A(f(z) +g(z)) =
per la propietat distributiva de la multiplicacié respecte de I'addicié en R

Af(x) + Ag(z) =
per definicié

(Af) (z) + (Ag) (z) =
per definicié
(Af +Ag) (z)

(8) Peratot fe EiApeR, (A+pu)f =N+ puf, jaque

(A +p) f) (@) =
per definicid
(A+u) flz) =
per la propietat distributiva en R
A (@) + puf (x) =
per definicié
(Af) (2) + (uf) (x) =
per definicié
(Af + nf) (2)
(9) Peratot fe EiApueR, (Au)f=X(uf),jaque
((Ap) f) (z) =
per definici
(M) f(z) =
per la propietat associativa de la multiplicacié en R
Apf(x)) =
per definicio
A(f) (z)) =
per definicié
(A (nf)) ()
(10) Per a tot f € E, 1f = f, ja que
(1) (=) =
per definicié
1f(z) =
per ser 1 la unitat en R
f(z)

o8
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Exercici 3.4. Estudieu si els conjunts segiients de nombres reals i les operacions
que s’indiquen formen o no un espai vectorial sobre el cos dels nombres racionals:
(a) A= {x +iv5 2,4 € Z} i les operacions

(@1 + 91V5) + (2 + 12V5) = (21 + 22) + (51 + 12)V5
Az + iV5) = (Az) + (M) V5
(b) B = {:U +ivb:x,i € Q} i les mateixes operacions anteriors.

Solucio. (a) A no té estructura d’espai vectorial sobre Q, ja que 1/2 € Q i
1+2v5 € Ai, en canvi

;(1+2\/5)=;+\/5¢A

perque 1/2 ¢ Z.

(b) Per a B i les mateixes operacions es compleixen els 10 axiomes:

(1) Per a tot x1 + 415, T2 + ¥2V5 € B, (z1 + 23) + (y1 + ¥2)V5 € B, ja que
T+ T2, Y1 12 €Q

(2) Per a tot 1 + 415, 2 + y2V/5, 25 + y3v/5 € B,

(21 +31V5) + [(22 +92V5) + (23 + 13v5) | =

per definicié

($1 + yl\/g) alx [(I’Q + 273) + (yQ + y3)\/5} =

per definicié
(21 + (x2 + 23)) + (11 + (y2 + y3))\/3 =

per la propietat associativa de + en Q

((131 + LUZ) + JIg) + ((yl + y2> + y3)\/5 _

per definicié

(@1 + 22) + (1 +12) V5] + (73 + y5V5) =

per definicié

(1 +51v5) + (22 +12V5)] + (25 + y5V/5)

(3) Per a tot z1 + y1v/5, 22 + 425 € B,
(21 +51V5) + (22 + 12V/5) =

per definicié
(21 + T2) + (1 + y2) V5 =

per la propietat commutativa de + en Q
(@2 + z1) + (2 + y1)V5 =

per definicio

(xz + y2\/5) + (ﬂUl + y1\/§)
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(4) Existe 0+ 04/5 € B tal que, per a tot 1 +y;v/5 € B

(O + 0\/5) + (:El + y1\/g> =

per definicié
O+21)+ (0 +y)Vs=

per ser 0 ’element neutre de + en Q

1 +?/1\/3

(5) Per a cada z; + y1v/5 € B, existeix (—z1) + (—y1)v/5 € B tal que

((=21) + (~y)v5) + (1 + 11 V5) =

per definicié

((—21) + 21) + ((=y1) + 11)V5 =

per ser —x l'oposat de x per + en Q

0+ 0v5

(6) Per a tot z1 +y1v/5 € Bi A€ Q, (\z1) + (Ay1) V5 € B, ja que Az1, \y; € Q
(7) Per a tot +31V5, 22 +1Vb € Bi A€ Q,

A [(ml -+ ylx/g) + (xg + yg\/g)} =

per definicié
A {(901 + x2) + (y1 + yz)\/g] =

per definicié
(Azy + 22) + (A1 + 12)) VB =

per la propietat distributiva de la multiplicacié respecte de I'addicié en Q
()\;Cl il )\56'2) il ()\yl iy )\yg) \/_ =

per definicid
(Az1+ M1 vB) + (Az2 + A V/B) =

per definici

A ($1 oty y1\/5) + A <£E2 s yz\/g>
(8) Per a tot z1 + y1vVB € Bi A p€Q,
A+ p) (901 = yn/g) =

per definicié

(A4 ) z1) + (A +p)y) V5 =

per la propietat distributiva de la multiplicacié respecte de I'addicié en Q

(Azy + pxr) + (Ayn + pyr) VB =
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per definici

()\$1 e )\yl\/5> + (Mﬂﬁ oy uyn/g) =

per definicié

A (1’1 + yl\/g) + u (%1 9 y1\/3)

(9) Per a tot z1 +y1vV/5 € Bi\pu€Q,

e v -

per definicié
A (pxy + pnV5) =

per definicié

A(pzr) + A () V5 =

per la propietat associativa de la multiplicacié en Q

(M) @1 + (M) 1V/5 =

per definicié

(M) (21 +91V5)
(10) Per a tot z; + y1V/5 € B,
1 (I1 + yl\/g) =
per definicié
(1z1) + (1y1) VB =

per ser 1 la unitat de la multiplicacié en Q
z1+y1Vh

Per tant, B és un espai vectorial sobre Q.

3.2 Subespais vectorials

61

Exercici 3.5. Considerem l'espai vectorial real F(R,R) de les funcions reals de
variable real. Esbrineu quins dels segiients subconjunts sén subespais vectorials: (a)

S1 = {f € F(R,R): f(*) = (f(x))’}; (b) S2 = {f € F(R,R): £(0)

S3={f e FR,R): f(2) =3+ f(-=1)}.

Solucié. (a) Si f,g € Sy, aleshores

Per tant,

@)} ()
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per definici6,

per hipotesi,

(f(@))* + (g(x))*
D’altra banda,

((f +9)(2))* =
per definici6,

(f(z) + g(2))* =
desenvolupant,

(f(@))* + 2f(2)g(x) + (9(2))*

En general,

(f(2))* + (9(2))* # (f(2))* + 2f (2)g(2) + (9(x))*

Per consegtient, f + g ¢ S; i, en consequiéncia, S no és subespai vectorial.
(b) Si f,g € Ss, aleshores

f0)=f(2
9(0) = 9(2)
Per tant,
(f +9)(0) =
per definici6,
f(0) +9(0) =
per hipotesi,
f(2)+9(2) =
per definicié,
(f +9)(2)
Per tant, f + g € S;. A més,
(Af)(0) =
per definicio,
Af(0) =
per hipotesi,
Af(2) =
per definici6,
(Af)(2)

Per tant, \f € S;. Observeu que 0 € 95, essent 0 la funcié constant igual 0. En
conseqiiéncia, Sy és subespai vectorial.
(c) Si f,g € Ss, aleshores

f2)=3+f(-1)
9(2) =3+g(-1)
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Per tant,
(f+9)(2) =

per definicio,
f(2)+9(2) =
per hipotesi i efectuant operacions,

6+ f(=1)+9(=1) =

D’altra banda,
3+(f+9)(-1) =

per definici6,
3+ f(=1) + (1)

Es clar que
6+ f(=1) +g(=1) #3+ f(-1) + g(-1)

Per consegtient, f + g ¢ Ss i, en consequiéncia, S3 no és subespai vectorial.
O

Exercici 3.6. En l'espai vectorial R* considerem el conjunt S = {(z,y, z,t) € R* :
2z + 3y + z — 2t = 0}. Proveu que S és un subespai vectorial de R?.

Solucié. Siu = (x1,y1,21,t1),v = (T2, Y2, 22,t2) € S, aleshores

201 +3y1 +21 — 2t =0
2x2+3y2+22—2t2:0

Per definicio,
U+ v=(21+22,y1 + Y2, 21 + 22, t1 + o)

A més es compleix,
2(w1 + 22) + 3(y1 +y2) + (21 + 22) — 2(t1 +12) =
efectuant operacions,
21 + 3y1 + 21 — 2t + 229 + 3y2 + 20 — 2ty =

per hipotesis,
0+0=0

Per tant, u+v € S.
Siu= (1,1, 21,t), A € R, aleshores per definici6 es té

A =u = (Azq, A\y1, Az1, Aty)
A més es compleix,

2()\1’1) Bl 3()\3/1) + ()\21) — 2()\151) =
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efectuant operacions,
A2z +3y1 + 21 — 2t1) =

per hipotesi,
A0 =0

Per tant, Au € S. Observeu que 0 = (0,0,0,0) € S.
Per consegiient, S és un subespai vectorial de R*.

Exercici 3.7. Estudieu si els conjunts segiients sén subespais de R*. (a) S; =
{(z.y,2t) € R* : 2y = 0}; (b) S2 = {(z,9,2,t) € R* : z = 1}; (c) S3 =
{(z,y,2,t) € R*: 22 + 4% + 22 + t* = 0}.

Solucié. (a) Es clar que u = (1,0,0,0),v = (0,1,0,0) € Sy perdo u +v =
(1,1,0,0) ¢ S;. Per tant, S; no és subespai vectorial.
(b) Es clar que 0 = (0,0,0,0) ¢ S,. Per tant, S, no és subespai vectorial.
(¢) La equaci6

4P+ +P=0
només és validaen Rsiz =y =z =t = 0. Per tant, S3 = {0} i, en conseqiiéncia,
és subespai vectorial de R*.

O

3.3 Intersecci6é de subespais vectorials

Exercici 3.8. Donats els subespais S = {(z,y,2) E R® 1z +y+2=0}i T =
{0+, A — ) : A\ € R} de R®. Determineu el subespai interseccié S NT i
expresseu-lo parametricament.

Solucio. En primer lloc hem d’ observar que el subespai T' viene donat en
forma parametrica. Qualsevol vector v = (z,y, z) de T ha de complir

T =A
=AM+ U
Zz=A—pu

on A\, u € R. D’aquestes equacions es dedueix

i+ 2z =2\
i, d’aqui, s’obté
1+ 2z=2x
és a dir
20 —1—2=20

Per tant, podem escriure

T={(z,y,2) eR®:22 —i—z =0}
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D’aquesta manera, és evidente que
SNT ={(z,y,2) ER®: 2 +y+2=012z—i—2z=0}

Per expressar-lo en forma parametrica hem de resoldre el sistema lineal format
per les dues equacions definitres del subespai:

r+y+z=0
20 —1—2=20

Sumant les dues equacions s’obté

i, per tant,

z=0
i=—X
z2=A

i, en conseqiiencia

SAT ={(0,~\\): A€ R}

3.4 Subespai generat per un conjunt

Exercici 3.9. Donat el conjunt A = {(1,1,1),(1,0,—1)} de vectors de R®. Trobeu
el subespai generat per A.

Solucié. Es clar que per construccié
(A) ={\1,1,1) + p(1,0,—-1) : A\, p € R}
Per tant, si (z,y, z) € (A), aleshores han de existir A, u € R tals que
(x,y,2) = A(1,1,1) + u(1,0,—1)
Per tant, efectuant operacions
(@,9,2) = (A4 p, A A — p)
Tenint present que dos vectors son iguals si tenen les mateixes components, es té
rT=A+p

t=A
z2=A—pu
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Sumant la primera i la tercera equacio, s’obté
T+ 2z =2\

I de la segona, s’obté
T+ 2z=2y

Per consegiient
(A) = {(z,y,2) ER*:z — 2y + 2 = 0}

3.5 Suma de subespais vectorials

Exercici 3.10. En I'espai vectorial R* es considera el subespai S generat pels vec-
tors u; = (1,-2,0,3),uy = (2,1,—2,4),u; = (0,2,—1,1), i el subespai T" generat
per vi = (1,0,—1,4),vy = (1,1, —1,0). Calculeu S + T' i determineu si la suma és
o no directa.

Solucié. Un vector (z,y, 2,t) de S+ T ha de complir

(x,y,2,t) = a(l,-2,0,3)+6(2,1,-2,4)+7(0,2, —1,1)+ (1,0, —1,4)+u(1,1,-1,0)
Efectuant operacions, es té

(x,y,2,t) = (@+ 28+ A+ p, 2a+L+2y+p, =28 —v—A—p,3a+48+v+4X)

és a dir,
Ei: z=a+28+A+pu
Ey: i=-2a+F+2y+pu
Es: 2=-28—~v—A—pu
Ey: t=3a+48+~+4)

D’aqui, per successives reduccions, s’obté
S5E1+4FE;+9Fs+ FEy :bx+4y+92+t =0
Per consegiient,
S+T = {(x,y,2,t) € R*: 5z + 4y + 92 + t = 0}

Observeu que es compleix
Vi =1u; + ug

Per tant,
V] € SNT

i, en conseqiiencia,

SNT # {0}

i la suma no és directa.
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3.6 Combinacions lineals

Exercici 3.11. Escriviu el vector w = (1,1,1) com una combinacié lineal de els
vectors del sistema S = (vy, vy, v3) de R? essent vi = (1,2,3), vy = (0,1,2), vz =
(—1,0,1).

Solucio. Cal trobar escalars Ai, Ag, A3 tals que
W = )\1V1 9 )\2V2 il )\3V3

o bé,
(1,1,1) = \i(1,2,3) + A2(0,1,2) + A3(—1,0,1)

o bé,
(1,1,1) = (A1 — A3, 2A1 4+ A2, 3A1 + 20 + A3)

Igualant components, s’obté el segiient sistema lineal

M= =1
A1 4+ dp =1
3A 42X+ A3 =1

les solucions del qual sén, A3 = A\; — 1, Ay = —2X; + 1, A\ = A;. Per exemple, per
a obtenir una solucion particular, es pot prendre \; = 1. Aleshores Ay = —1 i
A3 =0,1ies té

w=1v; + (=1)ve + 0vy = vi — vy

Otras elecciones per a Ay producen otras maneras de escriure w com una combi-
nacio lineal de S.

0

Exercici 3.12. Escriviu el polinomi p(z) = 2+ 6x? com una combinaci6 lineal dels
polinomis pi(z) = 2 + z + 422, ps(z) = 1 — x + 322, p3(z) = 3 + 27 + 52 de Ry [z].

Solucié. Es necessari trobeu escalars \j, A2, A3 tals que
p(x) = Mip1(z) + Aopa(2) + Asps(z)
és a dir,
2+ 622 = M\ (2 + = + 42%) + Ao(1 — = + 322) + A3(3 + 2z + 52?)
efectuant operacions s’obté
2 4+ 622 = (2A1 + A2 + 3X3) + (A1 — Ay + 2X3)z + (4X; + 3Xg + 5A3)x?
Pel principi d’identitat de polinomis, s’obté el segiient sistema lineal

20 + A2+ 33 =2
)\1—)\2+2)\3:O
4N\ + 33X +5X3 =6
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la soluci6 del qual és: Ay =4, \3 = —2, Ay = 0. Per tanto,

p(x) = 4p1(2) + Opa(2) + (=2)ps(2) = 4p1(z) — 2ps(2)

O
Exercici 3.13. Esbrineu si la matriu
1=(53)
és 0 no una combinaci6 lineal de les matrius
e (4 2= (3 ) oe (4 )
de My (R).
Solucio. Es tracta de trobar Ai, Ag, A3 € R tals que
A= MM+ MMy + A3 M3
és a dir
(o 8) =2 (4 5)en(a0) (s 2)
Efectuant operacions s’obté
(6 3 ) _ < M+4Xs 20+ X — 2 )
0 8 —A1+2 2 3A +4) — 23
D’aquesta igualtat de matrius s’obté el seglient sistema
A +4N3 =6
2M + X2 —2X3=3
- +2X=0
3N +4X —2X3 =38
la soluci6 del qual és: \; =2, A3 =1, A\, = 1. Per tanto,
A=2M; + My + Mj
O

3.7 Clausura lineal

Exercici 3.14. Donats els vectors vi = (3,1,—1),vo = (—1,2,0),vs = (0,7,—1)
de R3, trobar a perque el vector w = (1,5, a) pertanyi a la clausura lineal de aquests
vectors.
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Solucié. Hem de trobar a de manera que es compleixi
W <V17 Vo, V3>

és a dir
W = )\1V1 9 )\2V2 i /\3V3

per a certs Aj, A2, A3 € R. Per tanto tenim
(1, 5, CL) = /\1(3, 1, —1) + /\2(—1, 2, 0) e )\3(0, 7, —1)

és a dir
(]_, 57 (l) = (3)\1 — )\2, )\1 + 2)\2 + 7/\3, —/\1 — /\3)

Per tant, es té el sistema

3\ — XA =1
AM+2 e+ T7A3=5
—)\1—)\3:Cl

De la primera equacio es té Ay = 3A; — 1. Substituint aquest resultat en la segona
s'obté A3 = 1 — \;. Substituint aquest darrer resultat en la tercera equacié s’obté
a=—1.

O

Exercici 3.15. Trobeu un sistema homogeni d’equacions lineals que tingui com
subespai soluci6 F' = ((1,1,1,1),(2,1,0,3)).

Solucié.  Considerem una soluci6 arbitraria d’aquest sistema (z,y, z,t). Ales-
hores han de existir ay, as € R tals que

(z,y,2,t) =aq(1,1,1,1) + a2(2,1,0, 3)

és a dir,
(,y,2,t) = (0q + 200, a1 + a2, 01, a1 + 3a2)

Per tant, el segiient sistema

ap + 209 =2

Oél—FOéQ:i
A = Z
a1+3a2:t

ha de ser compatible. Substituint el valor de a; = z en les equacions del sistema
es té
200 =1 — 2
g =1— 2%
3 =t — 2

Per tant, ha de complirse
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o bien
r—2y+2=0
3y—2z—1t=0

Observeu a més que hem demostrat que
F:{(x,y,z,t) €R4:m—2y+z:Oi3y—22—t:0}
O

Exercici 3.16. Trobeu un sistema generador S de ’espai vectorial de les solucions
del segiient sistema lineal homogeni:

z—1=0
2r+y+2=0
z+1—2=0
Suposeu que els coeficients del sistema sén elements de: (a) R; (b) Zy; (c) Zs.
Solucio. En qualsevol dels tres cass és necessari resoldre el sistema.

(a) En aquest cas, la solucié és: © =y = z = 0. Per tant, S = ((0,0,0)).
(b) En aquest cas, el sistema s’escriu de la manera segiient

|+ [yl = [0]
[yl +[2] = [0] p (mod 2)
2]+ [y + [2] =

la solucié del qual és [x] = [y] = [z] = [0]. Per tant, S = (([0], [0], [0])).
(c) En aquest cas, el sistema s’escriu de la manera segiient

[z] + [4y] = [0]
[22] + [y] +[2] = [0] ¢ (mod 5)

De la suma de les dues primeres equacions, multiplicant la primera per [3], s’obté

Byl + [2] = [0]

és a dir,
[2] = [2y]

De la suma de la segona i tercera, multiplicant la tercera per [3], s’obté

[4y] + [32] = [0]
és a dir, multiplicant per [2],

3yl + [2] = [0]
és a dir, obtenim que [z] = [2y]. Per tant, les solucions del sistema son:[z] =
[vl, [2] = [2y], [y] = [y]. Qualsevol soluci6 del sistema és de la forma ([y], [v] , [2y])

amb [y] € Zs, és a dir,

(vl ], [29]) = [yl (1], (1], [2])
Per consegtient, S = (([1], [1], [2]))-
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Exercici 3.17. En I'espai vectorial R? es consideren els subespais vectorials

S ={(z,y,2) ER®*: 2+ y+2=0}
So = {(N,2\,3)) : A € R}

Demostreu que R? = S; @& Ss.

Solucié.  Primero hem d’ comprovar que S; N Sy = {(0,0,0)} i, segon, que
S; + Sy = R3. En efecte, si u = (z,y,2) € S; NSy, aleshores es compleix
r+y+2z=0,jaqueue S, t=2rz2=3r jaqueuc S, Pertant,

r+2xr+3xr=>5xr=0

osigui x = 0; d’on, y = z = 0. En conseqiiéncia, S;NSy = {(0,0,0)}. Considerem
u = (z,y,z) € R? hem de trobar v € S; i w € S, tals que

u=v-+w
Es clar, per d’altra banda, que si (r,y,2) € Sy, aleshores z = —x — i. Per tant,
(x,i,—x — 1) = x(1,0,—1) + (0,1, —1)

i, en conseqiiencia,

Sl - <(17 07 _1)7 (07 17 _1>>
Per tant, si v € 57, aleshores v = «(1,0,—1) + 3(0,1, —1) i, si w € Sy, aleshores
w = (A, 2),3)). Aleshores

(x,y,2) = a(1,0,—1) + 5(0,1,—1) + A(1,2, 3)

o bien
at+A=zx
B+2\=1
—a—f+3A=2z

Coneguts z, 1, z, i resolent el sistema, s’obté

)\_$+y+z

6

per tant

oOr —t— 2
Q= —"-"

6
—T+2y—=z

b= 3

Per consegiient, S; + Sy = R3. En conseqii¢ncia, R? = S; @ S,. Observeu a més
que els dos subespais son suplementaris.
O
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3.8 Sistemes equivalents

Exercici 3.18. Considerem els sistemes &1 = (p1, P2, P3, P4) 1 So = (q1,92,q3) de
'espai vectorial Ry [z], essent p; = 2+ 2%, py = 1 + 22 + 2%, p3 = 2 + 2%, ps =
1+z,q =1,q, =2,q3 = 22. Demostreu que sén equivalents.

Solucio. Per demostrar-ho veurem que els vectors de cada sistema séon combi-
nacié lineal dels de 'altre. En efecte, és facil trobar les segiients relacions

q1 = P2 — P3
d2 = —P2 + P3 + P4
q3 = P1 — 2p2 + 2p3

P1 =2q1 + Q3
P2 =dq1 + 292 +q3
Ps = 2q2 + Q3
P4 =d1 + Q2

Per tant, S; ~ Ss.

3.9 Dependeéncia i independéncia lineal

Exercici 3.19. Quines de les seglients families finites d’elements de F(R,R) sén
liures? (a) (f1, f2, f3), definides de la manera segiient: fi(z) = sinz, fo(x) =
cosz, f3(x) = 1; (b) (g1, g2), definides per gi(z) = €%, go(x) = €*2; (c) (hy, ha, h3),
definides com hy(x) = 2, ho(z) = v+ 2, ha(z) = x2; (d) (J1, J2, J3), j1(x) = 0, jo(x) =
1,j3(z) =z + 1.

Solucié. (a) Considerem
arfi +asfot+asfs =0
Aleshores, per a tot z € R es compleix
aisinx + ascosx + asl =0

En particular, per a x = 0,2 = 7/2,x = 7, es té

Q9 + 3 = 0

(651 -+ 3 = 0

—Qg + Q3 — 0

la soluci6 del qual és ag = 0, ay = 0,1 = 0. Per tant, la familia és lliure.
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(b) Considerem
aigr + azg2 =0

Aleshores, per a tot x € R es compleix

a1€” + a2 =0
és a dir,
(061 9 05262)ex =
De on
o = —62042
Prenent ay = 11 aq = —€?, es té
2 =0
—€'g1+ g2 =

Per tant, la familia és lligada.
(c¢) Considerem
Oélhl aly OéQhQ 9 Ckghg =0

Aleshores, per a tot x € R, es compleix
12 + ag(z +2) +azz? =0

és a dir,
2(a1 + ap) + oz + azz? =0

De on s’obté

2(&1—1—042):0
042:()
a3:O

la soluci6 del qual és a; = as = a3 = 0. Per tant, la familia és lliure.
(d) La familia és lligada ja que conté el vector zero.
O

Exercici 3.20. Trobeu els valors de a i b perque els vectors (3,2, a, 5), (2, —3,5,a), (0,13,b,7)
de R* siguin linealment dependents.

Solucié. Considerem
M(3,2,a,5) + A2(2,-3,5,a) + A3(0,13,b,7) = (0,0,0,0)
és a dir,
(BA1 4+ 2X9,2X1 — 3Xa + 13X3,a\; + 5y + bA3, 51 + aXy + TA3) = (0,0,0,0)

Per tant,
3AM+2X=0
20 =3+ 13XA3=0
(I)\1 + 5)\2 + b)\g =0
5)\1 il Cl)\z aly 7)\3 =0



CAPITOL 3. PRACTICA 74

De les dues primeres equacions s’obté
3 1
Adp=—=A1 1 A3=—=A
2 9 1 1 Ag 9 1

Substituint aquests resultats en les dues segiients i suposant que \; # 0 (ja que
en cas contrari serien linealment independents) s’obté

20 —b=15
—3a = —3

d’on resulta

O

Exercici 3.21. En l'espai vectorial dels nombres reals R sobre el cos dels nombres
racionals Q, proveu que els vectors 1,v/2,v/5 sén linealment independents.

Solucio. Considerem

a1l +aevV2 + azv/5 =0
amb oy, as, a3 € Q. Aillant asv/2 i elevant al quadrat, s’obté

042\/5 = -y — 063\/3 — 2043 = a% + 5a§ + 2041043\/5
Si fos ajag # 0, aleshores

N 203 — a? — ba3
20[1063

seria un nombre racional, cosa que no és possible. Per tant, a; = 0 0 a3 = 0.
Considerem els dos casos:

Si a3 = 0, la relacié és redueix a ag + asv/2 = 0. Si fos as # 0, aleshores
V2 = —ay/ay seria racional, cosa que no és possible. Per tant, ay = 0 i, en
conseqiiéncia, a; = 0.

Si a; = 0, la relacié és redueix a asv/2 + azv/b = 0. Si fos as # 0, elevant al
quadrat s’obtindria 202 = 5a2, és a dir, (az/a3)® = 5/2, cosa que no és possible
per a cap nombre racional, perqué I'equacié 2p* = 5¢% no té solucions enteres no
nul - les (unicitat de la factoritzacié en nombres primers). Per tant, ag = 0 i, pel
cas anterior, as = a3 = 0.

En conseqiiéncia, els vectors sén linealment independents.

0
3.10 Bases d’un espai vectorial de dimensié finita

Exercici 3.22. Demostreu que els vectors u; = (1,1,1),uy = (1,1,2) iug = (1,2, 3)
formen una base de R?, i trobeu les coordenades del vector v = (6,9, 14) en aquesta
base.
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Solucio. Sabem que la dimensio de I’espai vectorial és tres. Per tant, els vectors
formaran una basi sén linealment independents. Per veure-ho, considerem

)\1<17 17 1) + )‘2<17 17 2) + )‘3<17 27 3) = (07 07 O)

és a dir,
(A1 + A2+ A3, A1+ Ao+ 223, A1 + 22X + 3A3) = (0,0,0)

Per tant, s’obté el sistema segiient

/\1+)\2+>\3:0
A+ A +223=0
A +2X + 33 =0

la solucié del qual és Ay = Ay = A3 = 0. Per tant, els vectors sén linealment
independents i, en conseqiiencia, formen base. Las coordenades (z,y, z) de v en
aquesta base compleixen

z(1,1,1) +i(1,1,2) + 2(1,2,3) = (6,9, 14)

és a dir,
rT+y+z2==6
r+i+2z=9
T+2y+32=14
la solucié del qual és x = 1,7 = 21 z = 3. Per consegiient, les coordenades de v

sén (1,2, 3) en la base en cuestion.
U

Exercici 3.23. En l'espai vectorial F(R, R), es consideren les funcions fi, fo, f3, fa, f5
definides de la manera segiient: fi(z) = 1, fo(x) = sin’z, f3(x) = cos’z, fo(z) =
sin2x, fs(x) = cos2z. Es demana: (a) estudiar-ne la dependéncia o independéncia
lineal; (b) determineu la dimensi6 i una base del subespai F' = (f1, fa, f3, f1, f5); (¢)
calculeu les coordenades de f i g amb respecte de la base trobada en (b), essent
f(z) = cos2x + sin2z i g(x) = cosx.

Solucio. (a) Els vectors sén linealment dependents, ja que es té

1 1
J3= §f1 + §f5
1 1
fa= §f1 - §f5
ja que cos’t = 1(1+ cos2z) i sin®xr = (1 — cos2x).
(b) Per les relacions anteriors i, aplicant transformacions elementals, es té
(f1s fos f35 fas f5) ~ (f1, fa, f5)
Per tant,
F = (f1, f2, f3, f4, f5) = (f1, [, 5)

Provarem que fi, fi, f5 son linealment independents. Considerem

Mfi+Xafat+A3fs =0
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és a dir, per a tot x € R es compleix
Al + Agsin2x 4+ Azcos2xz = 0

Prenent x = 0,2 = 7/4,x = 7/2 es té el sistema segiient

)\1+)\3:O
AL+ A2 =0
)\1—)\3:0

la soluci6 del qual és \; = Ay = A\3 = 0. En conseqiiéncia, dim F = 3 i (f1, f1, f5)
és una base de F'.
(¢) Bs clar que

J=01+1fi+1fs
Per tant, les coordenades de f en la base considerada son (0,1,1). D’altra banda,
es compleix g ¢ F' ja que, en cas contrari, tindriem per a tot x € R

cosx = a + fBsin2x + ycos2x
Prenent z = 0 i x = 7, s’obtindria

l=a+7y
—l=a+v

la qual cosa és una contradiccié. Per consegiient, no té sentit parlar de coordena-
des en F.
O

3.11 Dimensié d’un subespai vectorial

Exercici 3.24. Considerem l'espai vectorial R, [z] dels polinomis amb coeficients
reals de grau menor o igual que n. Se pide: (a) demostreu que el polinomi z" i
les seves n primeres derivades formen una base de R, [z]; (b) estudiar si els vectors
p1(z) = 1+ 3z + 522, pa(x) = —1 + 222, p3(x) = 3 + 3z + z? sén o no linealment
independents; (c) siguin ry(z) = 1+ 22, ro(z) = 1 — 221 S) = (r1(x), ro(x)), estudiar
si p(x) i r(z) pertanyen a Sy, essent p(z) = 1+ 522, r(z) = 1 + z; (d) sigui Sy =
(p1(z), p2(z), p3(x)), calculeu S; N Sy 1 Sy + Ss.

Solucio. (a) Se compleix:
fo(x) = 2"
fi(z) = nz™ !

fo(z) = n(n — 1)z"2

foci(z)=nn—-1)(n—2)---2z
fa(z) =n!
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Hay que proveu que (fo(z), fi(z), ..., fu(z)) és una base de R, [z]. Qualsevol
polinomi p(z) de R, [z] és de la forma

p(z) =ag+ a1+ -+ ap_1z" + apa”

expressant-se també de la manera segiient:

Qo

p(a) = 22 fu(z) +

Ap—1

- fi(z) + anfo(x)

aq
=1 gt @ Tt

és a dir, p(z) és combinaci6 lineal de fo(x), f1(x), ..., fn(x). D’altra banda, sabem
que dimR,, [z] = n + 1. Per tant, (fo(z), fi(x),..., fu(x)) és una base.

(b) Observeu que ps(x) = p1(z) — p2(x). Per tant, son linealment dependents.
(c) Perque p(z) € (ri(z),r2(x)) han de existir A, Ay € R tals que

p(z) = A (x) + Aoara(x)

és a dir,
14+ 52% = A (1 + 22) + A (1 — 27)

D’aqui s’obté el sistema

A1'+'A2 =1
Al‘_’AQZZ 5
la solucié del qual és Ay = —2, A; = 3. Per tant, p(x) € S;. De la mateixa manera,

r(z) € (ri(z),r2(x)) ha de complirse
r(z) = pri(z) + pora(z)
és a dir,
142 = (L + %) + (1 — 22)

o bé,
L+z =+ po+ 0z + (g — po)a?

el que no és possible, ja que r(x) té coeficient 1 en x i, en canvi, p71(x) 4 pora(x)
té coeficient 0 en x. Per tant, r(z) ¢ S;.

(d) Per (b) es té Sy = (p1(z), p2(x)) i dim Sy = 2. D’altra banda, (r(z),r2(x)) és
una base de S i dim S} = 2. Per determinar p(x) de manera que p(x) € S; NSy
ha de complirse

p(x) = api(x) + Ppa(x) 1 p(x) = Ari(z) + pre(2)
és a dir,
a(l + 3z + 52%) + B(—1+ 22?) = A1 + %) + u(l — z°)

o bé,
a—B+3az+ (5a+28)r* = A+ pu+ (A — p)r?
Per tant, tenim el segiient sistema
a—B=A+pu
3a =0
Sa+28=\—pu
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la solucié del qual és o« = 0, \ = %ﬁ,u = —%B. Prenent 5 = 1, un vector de la
intersecci6 és —1+ 2x2. Per consegiient, S; NSy = (=1 + 222) i dim (S1NSy) = 1.
Aleshores

Es clar que Sy + Sy = (pi(x), po(), 71 (2), 72(x)). Ara bé, només tres d’aquests
vectors son linealment independents. Per trobar-los, considerem

a(l+3z+52%) + B(-14+22*) +y(1+2*) +6(1 —2%) =0
d’on s’obté
(a—B+7+6)+3az+ (Ba+28+7—38)z°>=0
Per tant, ha de complirse
a—pF+v+d=0
3a =10
S5a+28+v—0=0

D’aqui s’obté, a = 0, § = —2v i d = —3~. Prenent, per exemple, v = 1, aleshores

f =—21d = —31i, en conseqiiencia, tenim —2py(x) + 71 (z) — 3ra(x) = 0, és a dir,
1 2
ra(z) = grl(x) - §P2(f€)

és a dir, ro(z) depen linealment dels altres. Per tant, (p;(z),p2(z),r1(2)) és una
base de S; + 55.
U

3.12 Espai vectorial quocient

Exercici 3.25. Sigui £ un espai vectorial de dimensi6 3 i (eg, ez, e3) una base de
E. Sigui F el subespai generat per (vi, v9) essent v; = e; — e 1 v9 = €1 + €5. Trobeu
una base de Iespai vectorial quocient E/F'.

Solucié. Es clar que el sistema (vy,v;) és lliure. Per tant, dim F = 2. En
conseqiiencia,
dimE/F =dimE —dimF=3-2=1

Per trobeu una base de E//F n’hi ha prou de trobar un vector no nul de E/F,
és a dir, una classe no nul - la. Si [v] # [0], aleshores v ¢ F. Per tant, v pot
ser qualsevol vector que sigui linealment independent amb vy i v9; per exemple,
podem tomar es. Per conseglient, (e3 4+ F') és una base de E/F.

O



CAPITOL 3. PRACTICA 79

Exercici 3.26. Obtener una base de 1’espai vectorial quocient R* modul el subespai

F={((1,0,1,1),(1,2,1,1),(2,2,2,2))
Solucié. Observem que
(2,2,2,2) =(1,0,1,1) + (1,2,1,1)
Per tant, dim F' = 2. D’aqui,
dimR*/F=4—-2=2

Per obtenir una base de R*/F n’hi ha prou de trobar una base del subes-
pai suplementari de F' respecte de R* Obtindrem aquesta base completant
la base de F' a una base de R%. Sigui (e, es,e3,¢e4) la base canonica de R* i
v1 = (1,0,1,1),v5 = (1,2,1,1). Observem que

€1 =V — €3 — €4

Per tant, (vy, €9, e3,e4) és una base de R*. Observem també que

1 1
€9 = —§U1 + 51)2
Per tant, (v1, vy, €3, e4) és una base de RY. En conseqiiéncia, (es3,e,) és una base
del subespai suplementari de F'. Per consegtient, (e3 + F,e4 + F') és una base de
RY/F.
O

3.13 Rang d’un sistema de vectors

Exercici 3.27. Determineu, segons els valors de «, el rang del sistema S = (v, v, v3)
de vectors de R3, essent v; = (o, —1,—1), vy = (=1, —a, —1),v3 = (=1, -1, ).

Solucié. Prenent la base canonica de R3, escrivim les coordenades d’aquests
vectors per files (de la mateixa manera es faria per columnes) com sigue:

vi: a -1 -1
vo: —1 —a -1
vy: —1 —1 «
Aplicant T1 s’obté
vy: —1 -1 «
vo: —1 —a -1
vi: o —1 -1
aplicant 2 veces T3 s’obté
V3 . -1 -1 (07
voa—v3: 0 —a+1 —-1-a«

vi+tavs: 0 —1—a —-1+4+a?
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o de manera equivalent

vy : —1 —1 o
vo—vy: 0 l-a —(1+ )
vitavs: 0 —(a+1) (a+1)(a—1)

Aplicant T2, suposant que o + 1 # 0, s’obté

vy : —1 —1 o
vo—vs: 0 1l—a —(1+a)
et 0 -1 chl
Aplicant T1, es té
V3 . -1 -1 (0%
vitavs . () -1 a—1

a+1
vo—vz: 0 1l—a —(1+a)

aplicant T3, es té

vy: —1 —1 o
vitavs .
weere B =l a—1
w—v;ﬁ—%: 0 0 —(1+a)—(a—1)>
o de manera equivalent
vy: —1 -1 o
vitavsy .
S a—1
V2—V3+w3 0 0 —a®+a—2

De on obtenim que si o # —1, aleshores

i+ avg (1—a)(vi+ av3)>

Vi, Vo, V3) ~ [V Vo —V
(v1, v, Vs) (37 a1l 2 3+ a1

i, els vectors d’aquest darrer sistema sén linealment independents, ja que —a? +
a — 2 # 0 per a tot @ € R. Per tanto, si a # —1 aleshores rangS = 3. Si fuese
« = —1, aleshores tindriem

ve: —1 —1 —1
Vo — V3 ! 0 2 0
Vi — V3. 0 0 0

Suprimint la tercera fila es té

vg: —1 —1 -1
Vo — V3! 0 2 0

Per tant, si a = —1
(V17V2,V3) ~ (V3,V2 - V3)

iestérangS = 2. A més, la relacié de dependencia en aquest cas és

V1—V3:0
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Exercici 3.28. Determineu el rang del sistema S de R* i si escau, les relacions
de dependeéncia entre els vectors del sistema, essent S = (vy, Vs, V3, vy4) amb vy =
(1,1,1,1),vo = (0,1,2,—-1),v3 = (1,0,—-2,3), vy, = (2,1,0, —1).

Solucié. Prenent la base canonica de R*, escrivim les coordenades d’aquests
vectors per columnes (de la mateixa manera es faria per files) com sigue:

Vi V2 V3 Vy
1 0 1
1 1 0 1
1 -2
1 -1 3 -1
Aplicant dues vegades T3, es té
V1 Vg V33—V V4 — 2V1
1 0 0 0
1 1 -1 -1
1 2 -3 -2
1 -1 2 =

Aplicant de nou dues vegades T3, es té

Vo V3 —Vi+ Vo V4—2V1+V2

Vi
1 0 0 0
1 1 0 0
1 2 -1 0
1 -1 1 —4

Per tant,
rang(viy, v, Vs, vy) = rang(vy, Vo, —Vi + Vo + V3, —2vy + Vo + v4) = 4

ja que els vectors del sistema (vq, vy, —vi+Va+ V3, —2vq + Vo +V,) s6n linealment
independents.

O

3.14 Producte d’espais vectorials. Isomorfismes
d’espais vectorials

Exercici 3.29. Siguin els espais vectorials E i F' amb E = F = R%. Calculeu una
base de I'espai vectorial producte E x F' asociada a la base natural de R2.

Solucio. Sabem que 'espai vectorial £ x F' és de dimensi6 4, essent una base
els vectors vi = (e1,0),ve = (e,0),vs = (0,e;1) i vy = (0,e5).
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Sabem que
RExR2R’oR’~ (ReR)® (ReR)XRoRoReR 2 R!

D’aqui, podem identificar el vector v; = (e, 0) de R? x R? amb el vector (1, 0,0, 0)
de R*. D’aquesta manera, tenim

((1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1))

és una base de l’espai producte.

3.15 Canvi de coordenades

Exercici 3.30. Calculeu la matriu de canvi de la base B; = ((1,1,0), (—1,0,2),(0,2,5))
a la base By = ((0,1,1),(1,1,1),(3,1,0)) de R3.

Solucié. Sigui By la base natural de R?. Sabem que la matriu de pas de B; a
Bo és

1 -1 0
P=11 0 2
0 2 5
i la matriu de pas de By a By és
0 1 3
O=|111
110

Si (21, 41, 21) sén les coordenades d'un vector en By i (22, Y9, 22) sén les coordena-
des del mateix vector en By. Aleshores, es compleix

1 -1 0 T 01 3 i)
0 2 5 21 1 10 z9

com que les matrius de canvi son sempre invertibles, podem escriure
-1

01 3 1 -1 0 I i)
111 1 0 2 vy =| v
1 10 0 2 5 21 29

és a dir
X2
-2 5 9 vy | = v
1 -2 -3 21 22

Per tant, la matriu de pas de By a By és
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Observeu el segiient diagrama per a recordar com es pot deduir directamente la
matriu en cuestion

B, & B, <2~ B,

No hi ha que olvidar que el diagrama per a qualsevol base B que no sigui la
natural és sempre el segiient

B, <& B

on la matriu P té per columnes les coordenades dels vectors de la base B.



4 Exercicis proposats

1. Demostreu que el conjunt C dels nombres complexos, amb les operacions

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i
Ma + bi) = Aa + Abi

té estructura d’espai vectorial real.

2. Considereu el conjunt de les funcions definides sobre 'interval [0, 1] i tals que
2f(0) = f(1). Formen un espai vectorial real?

3. Considereu el conjunt dels polinomis de grau menor o igual a 4, sobre un cos
K (inclos el polinomi nul). Formen un espai vectorial sobre K?

4. Considerem l’espai vectorial real F(R,R) de les funcions reals de variable
real. Determineu quins dels segiients subconjunts sén subespais vectorials: (a)
S =A{f € FRR) : f(—z) = f(z),Vx € R}; (b) So = {f € FR,R) :
f(—=z) = —f(z),Vx € R}; (c) S5 = {f € F(R,R) : f és continua}; (d)
Sy ={fe€ FR,R): f(z) >0,Vz € R}; (e) S5 = {f € F(R,R) : f és dues
vegades derivable i f” — f'+ f = 0}; (f) Se = {f € F(R,R) : f(1) = f(2)+3}.

5. Considerem l'espai vectorial real M., ., (R) de les matrius d’ordre n x m amb
coeficients reals. Determineu quins dels segiients subconjunts séon subespais
vectorials: (a) S} = {A € Muxm(R) : a1; = 0}; (b) So = {4 € Mpun(R) :
Yiiai; =0,n=m}; (c) S3 ={A4A € Mpun(R) : a;; = aj;, Vi, j,n =m}.

6. Considérese les inclusiones Q C Q(+/5) C R C C, essent Q(v/5) = {a + bv/5 :
a,b € Q}. Demostreu que cadascun d’aquests cos és un espai vectorial sobre
I’anterior.

7. Escriviu el vector w = (2,2,3) com una combinacié lineal dels vectors del

sistema S = (v, Vs, v3) de R3 essent v = (2,1,4),vy = (1,—1,3),vs =
(3,2,5).
8. Escriviu el polinomi p(x) = 2 + 2z + 32? com una combinacié lineal dels

polinomis p;(x) = 2 + z + 422, po(x) = 1 — x + 322, p3(x) = 3+ 2x + 522 de

R, [z].
1= (5 1)

és 0 no una combinacié lineal de les matrius

12 0 1 4 -2
= (4 5) = (54) 0= (5 3)

84

9. Esbrineu si la matriu
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de MQ(R)

10. (a) Expresseu (4a,a—b, a+2b) com una combinacié lineal de (4,1,1) 1 (0, —1, 2).
(b) Expresseu (3a+ b+ 3¢, —a+4b— ¢,2a+ b+ 2¢) com una combinaci lineal
de (3,—-1,2) i (1,4,1). (c) Expresseu (2a — b + 4¢,3a — ¢,4b + ¢) com una
combinacio lineal de tres vectors diferents de zero.

11. Expresseuv = (1,1) com una combinacié lineal de vi = (1, —1), vy = (3,0),v3 =
(2,1), de dues maneres diferents.

12. Expresseu (si és possible) els segiients elements de F(R, R) com una combina-
ci6 lineal de les families corresponents: (a) sinz i (1,z,22,...); (b) 2 +z — 1
i(l,z—1,(z—1)2); @) 1i(z+1,22—-1,23+1);0i ((z —1)?,z,2% + 2,V3).

13. En I'espai vectorial R* es considera el subespai generat pels vectors (2,3, 1, —5)
i (0,2,—1,3). Trobeu a i b perque el vector (2,a,3,—b) pertanyi a aquest
subespai.

14. Trobeu un sistema generador S de l'espai vectorial de les solucions dels se-
glients sistemes lineals homogenis:

r+4y+8z=0 20 =3y+2=0
(a) 2x+4+5y+62=0 (b) 6x — 9y +32=0
3r+i—42=0 —4dx+6y—22=0

15. Dels sistemes segiients, determineu quins engendran R3. En cas negatiu, doneu
una descripcié geometrica del subespai que engendran. (a) S; = ((4,7,3),(—1,2,6),(2,—3,5));
(b) S = ((—2,5,0),(4,6,3)); S = ((1,0,3),(2,0,—1),(4,0,5),(2,0,6)).

16. Trobeu un sistema d’equacions lineals homogenies el qual espai de solucions
és cadascun dels segiients subespais vectorials:

((1,-2,0,3),(1,—1,-1,4),(1,0,—2,5))
((1,2,0,1))
<8 + 3z,2x + 3x2> (considerat com a subespai de Ry [z])

a={(31).(23).(35))

17. Es consideren els subespais S i T' de R* definits de la manera segiient:

S
S
S3

S={(z,y,2,t) ER* 1z =y =2}
T={(a+B+7+30a+p+25,a+d,a+7):ap,70€R}

(a) Esta T C S? (b) Calculeu SNT.
18. Trobeu SNT i S+ T, essent

S =1{((1,0,1),(1,1,0))
T =((1,2,3),(0,0,1))

Esbrineu si la suma és o no directa. Esbrineu també si S'i T sén o no subespais
suplementaris respecto R3.
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19. Demostreu que els sistemes Sy = ((1,2,—-1),(2,-1,0)) i Sy = ((—4,7,—-2),(—1,—7,3))
de R? sén equivalents.

20. Enl'espai vectorial R* es consideren els vectors (1,2,0, a), (3,2,b,—1),(2,7,a, —3).
Determineu a i b perque aquests vectors siguin linealment dependents.

21. En R* estudiar la independeéncia lineal dels vectors

(1,7,-1,0),(2,13,0,1),(3,17,4,2), (0,5, -2, 1)

22. Proveu que si uq, us, uz son vectors linealment independents d’un espai vecto-
rial E, també ho sén uq + us, uy + usz, uy + us.

23. Calculeu l'espai vectorial quocient de 1’espai vectorial R* modul el subespai F,
essent: (a) = {(z,y,2,t) ;e +y=2—t=0};(b) F=((1,1,1,1),(1,2,3,4),(1,3,5,6));
(c) F={(z,y,2,t):c+y=c—y=z+t=x—1t =0}

24. Siguin

, _f a—=b 2a '
M—{( b a+2b).a,b€R}
Trobeu una base de Mayo(R)/M i Mayo(R)/M'.

25. Determineu els rangs dels sistemes de vectors de R* i, si escau, les rela-
cions entre els vectors de §; (i = 1,2). (a) & : vi = (1,0,1,0),vy =
(2,1,0,1),vs = (0,2, —1,1),v4 = (3,—1,2,0); (b) So : vi = (1,0,2,3), vy =
(7,4,-2,—1),v3 =(5,2,4,7),vy = (3,2,0,1).

26. Determineu, segons els valors de a (o de «v, 5, y) els rangs dels sistemes Sy, Sy, S3
de vectors de R3. (a) & : vi = (a,1,1),vo = (1,a,1),vs = (1,1,a);
(b) & @ vy = (o, 1,1), vy = (=1, —a,—1),vy = (=1,—1L,a); S3 : v; =
<0777 _ﬁ)v"? = (_’Ya 07 CY),Vg = (ﬁ7 —qQ, 0)

27. Determineu una base del subespai F' de R* descrit per (z,v, 2,t) del qual sap

que r =y — 3z i z =t. Completeu la base obtinguda per a obtenir una base
de R*.

28. En R? verificar que els vectors a, b, ¢ sén independents i calculeu les coorde-
nades de x respecte de la base (a,b,c). Els vectors sén a = (—1,1,1),b =
(1,-1,1),c = (1,1, —1) i x = (2, -3, —1).

29. Determineu el rang del sistema de vectors v; (i = 1,...,n) de R™ que tenen
coordenades a;; = 1 + (a — 1)d;;, on «v és un escalar conegut i d;; és el simbol
de Kronecker.

30. Siguin F, G, H subespais de l'espai vectorial £. Demostreu o doneu contrae-
xemples de les afirmacions segiients:

a) FN(G+H)=(FNG)+ (FNH)
b) F+ (GNH)=(F+G)N(F+H)
c) dim(FN(G+ H))=dim(FNG)+dm(FNH)+dm(FNGNH)
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31. Considerem l'espai vectorial Rs[t] de els polinomis amb coeficients reals de
grau com a maxim tres. Siguin F' i GG els subespais

F = {p(t) € Ry [t] : p(0) = p(1) = p'(1/2) = p"(0) = 0}
G=(t+1,tt—1)
a) Calculeu les seves dimensions i trobeu una base de cadascun d’ells

b) Considerem els polinomis ¢* — 5¢ + 2 i 3t — 4. Es demana: (i) Sén de G?
(ii) En cas afirmatiu, trobeu «, 5,7 € R tals que

pt)=alt+1)+ Bt +y(t—1)

essent p(t) cadascun dels dos polinomis anteriors. (iii) Sén aquests a, 3,7
unics? En cas afirmatiu, justificar la resposta. En cas contrari, trobar-los.

¢) Calculeu les dimensions i trobeu una base de F + G i F N G. Es la suma
F + G directa?

d) Trobeu una base d’un complementari de F'+ G en Rg [t].

32. Considerem en C? el sistema S = ((2 —14,1,1),(1,2+14,3), (1,2 + 3i,2)). Es-
brineu: (a) Si S és un sistema generador d'un subespai de C* de dimensi6 1;
(b) Si S és un sistema generador d'un subespai de C* de dimensié 2; (c) Es
una base de C3? (d) Es un sistema lliure?

4.1 Practica amb ordinador

Els calculs d’aquesta unitat (rangs, independéncia, bases, interseccions) es poden
comprovar amb SageMath, un sistema de calcul simbolic lliure que treballa amb
aritmetica exacta sobre QQ i sobre cossos finits. No cal instal - lar res: els fragments
segiients es poden executar al navegador a https://sagecell.sagemath.org. Us
proposem de resoldre primer cada exercici a ma i fer servir 'ordinador només per
verificar el resultat.

1. Comproveu el rang del sistema de vectors de 1’exercici corresponent del capitol
de practica:

A = matrix(QQ, [[1,1,2,0], [%1,1,0,6], [-1,2,0,1], [1,1,1,3]])
print (A.rank()) # rang del sistema
print (A.kernel()) # relacions de dependéncia entre files

2. Calculeu una base de la interseccié de dos subespais de R* i compareu-la amb
el calcul manual:

aQ~4

V.span([[1,2,1,0], [-1,1,1,111)
V.span([[2,-1,0,1], [1,-1,3,7]11)
S.intersection(T)
print(I.dimension()); print(I.basis())

H A <
I
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3. Sobre el cos finit Zs, estudieu la dependencia lineal del sistema de ’exercici
de sistemes homogenis:

V = GF(5)"3
S = V.span([[1,4,0], [2,1,1], [1,1,4]11)
print (S.dimension()) # dimensi6é del subespai generat

Observeu que un mateix sistema de coeficients pot tenir rang diferent segons
el cos sobre el qual es treballa.



5 Tests interactius

Test 1. Espais i subespais

Instruccions. Marca una sola resposta per pregunta. En acabar, prem el
boté Corregir. El camp Nota mostrara el resultat.

Corregir Netejar Nota:

1. Quin ingredient és imprescindible en la definicié d'un espai vectorial?

(a) Una distancia entre vectors
(b) Un conjunt, un cos d’escalars i dues operacions compatibles
(c) Una base ordenada fixada
(d) Un producte escalar
Correccio:

2. Quin és el vector neutre de la suma en un espai vectorial?

(a) Qualsevol vector de norma 1

(b) El vector més petit

(c) El vector zero

(d) El vector unitari
Correcci6:

3. Si W és un subespai de V', quina condicié ha de complir sempre?

a 0 € W i W és tancat per suma i producte per escalars

(a)

(b) W ha de ser finit
) W ha de tenir exactament una base
)

(c
(d

W no pot contenir el vector zero

39
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Correcci6:

4. Quin conjunt és un subespai de R??

(a) {(z,y) : z+y=1}
(b) {(z,y) 2y =0}

(c) {(z,y) 2 +y* =1}
(d) {(z,y) 1 y = 2z}
Correccio:

5. El conjunt de polinomis reals de grau menor o igual que 4 és:

(a) Un conjunt sense estructura vectorial
(b) Un espai vectorial real
(c) Un espai vectorial només si s’exclou el polinomi nul
(d) Un cos
Correcci6:

6. Siu,ve Wil pu€ K una manera compacta de provar que W és subespai és
comprovar que:

(a) ut+v=20

(b) AU = pv

(c) Au+pv € W

(d) u i v sén independents
Correccio6:

7. La interseccié de dos subespais d’un mateix espai vectorial és:

Sempre un subespai
Mai un subespai
Un subespai només si la interseccio és buida

Un subespai només en dimensié dos
Correccio:

8. Quin conjunt de matrius 2 x 2 reals és un subespai?

(a) Les matrius amb determinant 1

(b) Les matrius de traca 0
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(c) Les matrius invertibles
(d) Les matrius amb una entrada positiva
Correcci6:

9. El conjunt solucié d'un sistema lineal homogeni és:
Sempre buit

Una recta que no passa per 1’origen

Un conjunt que no conté el zero

Un subespai vectorial
Correccio:

10. Quina afirmaci6 és falsa en general?
(a
(b
(c
(d

V' és subespai de si mateix
{0} és subespai de V'

La uni6 de dos subespais és sempre un subespai

)
)
)
) Tot subespai és tancat per producte per escalars

Correccio:

Test 2. Generadors, independéncia i bases

Instruccions. Marca una sola resposta per pregunta. En acabar, prem el
boté Corregir. El camp Nota mostrara el resultat.

Corregir Netejar Nota:

1. Una combinacié lineal de vy, ..., v, és una expressio de la forma:
(a) V1Vg + - Uy
(b) v+t Ut
(c) Avr 4+ A
(d) AL+ Ay
Correccio:

2. El subespai generat per una familia de vectors és:

(a) El conjunt de totes les seves combinacions lineals
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(b) El conjunt dels vectors de la familia només
(c) Sempre tot l'espai
(d) Sempre el subespai nul

Correccio6:

3. Una familia és linealment independent si:

(a) Tots els vectors tenen norma 1

(b) Cap vector és zero i prou

(c) Genera tot l'espai

(d) L inica combinaci6 lineal nul - la és la trivial
Correccio6:

4. Si una familia conté el vector zero, aleshores és:

(a) Sempre generadora

(b) Linealment dependent
(c) Linealment independent
(d) Una base
Correcci6:

5. Una base d’un espai vectorial és una familia:

(a) Només independent
(b) Només generadora
(c) Generadora i linealment independent
(d) Amb vectors ortogonals
Correccié:

6. La dimensié d’'un espai vectorial finit és:

(a) El nombre de vectors de qualsevol base

(b) El nombre de tots els vectors de 1’espai

(c) Sempre el nombre d’equacions d'un sistema

(d) La suma de les coordenades d'una base
Correccié:

7. A R3, tres vectors linealment independents:
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(a) No poden generar R?
(b) Formen una base de R?
(c) Son necessariament iguals
(d) Tenen suma nul - la
Correcci6:
8. Que indica que v pertanyi a (vq,...,v,)?

(a

) v és perpendicular a tots els v;
(b) v és un dels v;

)

)

(c v=0

(d v és combinaci6 lineal dels v;
Correccié:

9. En un espai de dimensié n, una familia de més de n vectors és sempre:

(a) Una base
(b) Independent
(c) Dependent
(d) Ortonormal
Correcci6:

10. Les coordenades d’un vector respecte d’una base séon:

(a) Sempre uniques només si el vector és zero
(b) Uniques per a cada vector
(c) No existeixen si la dimensi6 és finita
(d) Sempre totes iguals
Correcci6:

Test 3. Revisio global

Instruccions. Marca una sola resposta per pregunta. En acabar, prem el
bot6é Corregir. El camp Nota mostrara el resultat.

Corregir Netejar Nota:
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1. Sigui E I'espai de matrius reals 2 x 2 i F el conjunt de matrius simetriques de

traca 0. Aleshores [F és:

(a) Un subespai de dimensi6 1
(b) Un subespai de dimensio 2
(c) Un subespai de dimensi6 3
(d) No és subespai
Correccié:

2. Quin és el subespai generat per (1,0) 1 (0,1) a R??
(a) {0}
(b) R
(c) La recta y =z
)

(d Només els dos vectors donats

Correcci6:

3. Si U+ W és suma directa, que es compleix?

(a) U=W

(b) U+ W ={0}
(c) unw ={0}
(d) UNnwW =U
Correccio:

4. La féormula de Grassmann afirma que:
(a)

(b) dim(U + W) =dim U - dim W
(c) dim(UNW) =dimU + dim W
(d) dimV =0

Correccio:

5. Quin conjunt és base de R??

(a) {(1,0),(2,0)}
(b) {(0,0), (1, 1)}

dim(U + W) =dim U + dim W — dim(U N W)
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10.

(d) {(1,0),(1,1)}
Correcci6:

Una recta vectorial de R? té dimensio:

(a) 0
(b) 2
(c) 1
(d) 3
Correccio:

Un pla vectorial de R? té dimensi6:
(a) 1
(b) 2
(c) 3
(d) 4

Correccio:

Si dim V' = n, qualsevol base de V té:

(a) n vectors

(b) n + 1 vectors

(c) 2n vectors

(d) Un nombre arbitrari de vectors
Correcci6:

En general, U + W és:
(a) La uni6 de U i W

(b)

(c) El producte cartesia de U i W
(d)

La interseccié de U i W

El conjunt de sumes v +w, ambu e Uiw e W
Correcci6:

Quin criteri detecta dependeéncia lineal?

(a) Que tots els vectors siguin no nuls

(b) Que la familia tingui un sol vector no nul

95
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(c) Que algun vector sigui combinacio lineal dels altres

(d) Que els vectors pertanyin a un mateix cos

Correccio:
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