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Prefaci

Aquest llibre és una introducci6 a la teoria de categories pensada per a
un primer contacte, sense pressuposar cap coneixement previ de la materia. El
llenguatge de les categories unifica construccions que apareixen una vegada i una
altra en arees molt diverses de les matematiques, de la informatica i de moltes
altres ciéncies, i ensenya a estudiar les estructures no només per la seva constituciod
interna, siné també per la manera com es relacionen entre elles.

El llibre segueix l'estructura habitual dels materials d’aprendes. Després
d’una introduccié general, el contingut es distribueix en quatre parts complementa-
ries. La Teoria presenta les definicions, els resultats i els exemples representatius;
la Practica repren els mateixos capitols mitjancant exercicis resolts amb detall;
els Exercicis proposats permeten treballar autonomament cada tema i inclouen
indicacions breus; finalment, els Tests interactius serveixen per comprovar la
comprensié dels conceptes essencials.

La intencié és que aquestes quatre parts es puguin utilitzar de manera suc-
cessiva: primer entendre els conceptes, després observar com s’usen en problemes
concrets, posar-los en practica sense una solucié completa i, finalment, comprovar-
ne l'assimilacié. Els exemples de la part teorica no substitueixen la practica: tenen
la funcié de donar significat a les definicions i mostrar-ne les primeres manifesta-
cions.

El recorregut va de les nocions basiques —categories, functors i transformaci-
ons naturals— fins als classificadors de subobjectes i una primera mirada als topos,
passant per Yoneda, limits, adjuncions i categories cartesianes tancades. La lo-
gica categorica propiament dita —sistemes deductius, doctrines i semantica— es
reserva per a un volum posterior, del qual aquest text vol ser el fonament.

Al llarg del llibre donarem un paper especial als diagrames: quan una propietat
categorica tingui una expressio natural mitjancant fletxes, procurarem mostrar-la
juntament amb la seva formulacié algebraica. També tornarem sistematicament,
sempre que sigui pertinent, a alguns exemples de referencia —conjunts, preordres,
logica i grafs— per aprendre a reconéixer una mateixa estructura sota formes
matematiques diferents.
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Per que aprendre categories

Aquest capitol presenta l’objectiu i el métode de la teoria de categories
abans d’introduir-ne les definicions formals. Els exemples només fan
servir conjunts, preordres, formules i deduccions, grafs i monoides; tots
reapareixeran al llarg del llibre.

1 Un llenguatge comu per a estructures diferents

Moltes arees de les matematiques estudien objectes equipats amb morfismes
que en preserven l’estructura. Entre conjunts hi ha aplicacions; entre grups, ho-
momorfismes; entre preordres, aplicacions monotones; entre grafs, morfismes que
preserven origen i desti. En un sistema deductiu, la relacié de deduibilitat també
permet passar d’una féormula a una altra.

En tots aquests casos hi ha identitats i una composicié associativa. La teoria
de categories ailla aquestes dades i les estudia independentment de la naturalesa
interna dels objectes. Aix0 permet formular una construccié una sola vegada i
aplicar-la després en contextos diferents.

El producte n’és un primer exemple. En conjunts és el producte cartesia; en
un preordre és 'infim, quan existeix; en logica correspon a la conjuncié. Les cons-
truccions concretes son diferents, pero satisfan una mateixa propietat universal.
La teoria de categories estudia aquesta propietat comuna.

2 Descripcions externes dels objectes

Un objecte matematic es pot descriure pels seus elements i operacions internes,
pero també pels morfismes que hi arriben i els que en surten. Per exemple, un
conjunt d’un sol element es caracteritza perque des de qualsevol conjunt hi ha
una unica aplicacié cap a ell. Aquesta caracteritzacié no esmenta els elements del
conjunt i té sentit en qualsevol categoria; defineix un objecte terminal.

Aquest tipus de descripcié és estable sota isomorfismes i es trasllada entre
ambits. En un preordre, un objecte terminal és un element maxim. En la categoria
prima d’una logica, correspon a una férmula deduible des de qualsevol altra. En
la categoria dels monoides, el monoide trivial és terminal.

La descripcié mitjangant morfismes no substitueix 1’estudi intern dels objectes.
Proporciona un nivell d’abstraccié diferent, especialment adequat per comparar
construccions i formular propietats universals.



Introduccio 2

3 Els morfismes formen part de ’estructura

La teoria no considera una col - leccié d’objectes sense especificar quines trans-
formacions entre ells son admissibles. La mateixa classe d’objectes pot donar lloc
a categories diferents si es canvien els morfismes. Els conjunts amb totes les apli-
cacions, els conjunts amb només les injeccions i els conjunts amb relacions binaries
tenen propietats categoriques diferents.

Els monoides mostren que els morfismes no han de ser aplicacions entre objectes
diferents. Un monoide es pot veure com una categoria amb un tnic objecte, en
que els elements del monoide sé6n endomorfismes i el producte és la composicio.
Els grafs, en canvi, proporcionen l’estructura combinatoria inicial dels diagrames,
pero encara no tenen composicions ni identitats especificades.

4 Diagrames i equacions

Els diagrames sén una notacié per organitzar objectes, morfismes i igualtats
de composicions. Si f: A — Big: B— C, la composici6 es representa amb

A / B
\lg

gof
C

La commutativitat afirma que els dos camins d’A a C' determinen el mateix morfis-
me. Per tant, el diagrama expressa I’equacié que defineix la composicié indicada.

Al llarg del llibre, cada diagrama s’ha de llegir juntament amb les equacions
que representa. En propietats universals cal distingir, a més, la commutativitat
de V'existencia i la unicitat del morfisme que completa el diagrama.

5 Dualitat

Invertir totes les fletxes d’una categoria produeix la categoria oposada. Qual-
sevol definicié formulada només amb objectes, morfismes, identitats i composicid
té una definicié dual. Aixi, els objectes inicials sén duals dels terminals, els co-
productes dels productes, els epimorfismes dels monomorfismes i els colimits dels
limits.

La dualitat permet obtenir resultats nous a partir de resultats ja demostrats,
sempre que també s’inverteixin correctament les hipotesis i les construccions. No
afirma que les interpretacions concretes dels dos resultats siguin idéntiques; afirma
que comparteixen una mateixa estructura categorica amb les fletxes invertides.
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6 Relacié amb la logica i altres arees

La teoria de categories proporciona llenguatge per a la semantica de tipus,
termes i formules. Les categories cartesianes tancades interpreten el calcul lamb-
da simplement tipat; els subobjectes interpreten predicats; els pullbacks, subs-
titucions; i determinades adjuncions, quantificadors. Aquestes correspondencies
exigeixen hipotesis precises, que el llibre introdueix gradualment.

En informatica teorica, els mateixos conceptes apareixen en semantica denota-
cional, teoria de tipus, programacié funcional i composicio de sistemes. En algebra,
topologia i geometria, les categories permeten comparar construccions que tenen
propietats universals comunes. Aquestes aplicacions no substitueixen els contin-
guts especifics de cada disciplina; n’organitzen les relacions estructurals.

7 Organitzacié del recorregut

El llibre comenca amb categories, functors i transformacions naturals. Des-
prés introdueix representabilitat, Yoneda, limits i adjuncions. Els tres capitols
segiients estudien categories cartesianes tancades, subobjectes i topos, que formen
la preparacié immediata per a la logica categorica.

Els exemples de conjunts, preordres, logica, grafs i monoides es mantindran
com a referéncies recurrents. La seva funcié és mostrar queé conserva una definicié
abstracta i quines propietats depenen de la categoria concreta.
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