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Aquests apunts reuneixen en un tnic volum els materials d’aprendes dedicats als
nombres reals: teoria, exercicis resolts, exercicis proposats i tests d’autoavaluacio.
L’objectiu és oferir una presentacié ordenada i progressiva dels conceptes basics que
permeten treballar amb els diferents conjunts numerics i, en particular, amb la recta
real.

El text conserva el contingut original dels documents independents, pero 1'or-
ganitza en format de llibre per facilitar-ne la lectura continuada, la consulta i la
impressié. La part teorica introdueix les nocions fonamentals; la practica mostra
procediments i problemes resolts; els exercicis proposats permeten consolidar 1’a-
prenentatge, i els tests finals serveixen com a comprovacié rapida de la comprensio
assolida.
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L’estudi dels nombres reals ocupa un lloc central en les matematiques del batxi-
llerat. Els nombres naturals, enters, racionals i irracionals s’integren finalment en el
conjunt dels nombres reals, que permet representar magnituds, mesurar longituds,
ordenar quantitats i descriure processos continus.

Els objectius principals d’aquesta unitat son:

reconeixer els diferents conjunts numerics i les seves relacions d’inclusio;
comprendre la diferéncia entre nombres racionals i irracionals;
interpretar la recta real com a model geometric dels nombres reals;
treballar amb intervals, aproximacions, potencies i radicals;

aplicar aquests conceptes en exercicis i problemes.
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En aquesta seccié veurem que no tots els nombres decimals que necessitem per
resoldre problemes elementals de mesura de longituds sén exactes o periodics, és a
dir, nombres racionals. Aquesta insuficiencia del conjunt dels nombres racionals con-
duira a la necessitat d’ampliar-lo amb nous nombres, que anomenarem irracionals i
que es caracteritzaran per tenir una expressié decimal amb infinites xifres decimals
no periodiques. D’aquesta manera, afegint els nombres irracionals als nombres racio-
nals, formarem un nou conjunt de nombres, que anomenarem conjunt dels nombres
reals i que designarem per R. Veurem també que aquest conjunt de nombres es
pot representar mitjancant els punts d’una recta; per aquest motiu, la recta que
representa graficament el conjunt dels nombres reals s’anomena recta real.

En la figura 1 hem dibuixat una linia recta i damunt seu, prenent com a unitat
el segment que s’indica, hem representat alguns nombres naturals!.

El conjunto de los nameros naturales:

M o= {1,2,3,.}
+ + ¢
1 2 3

1
P
5 2000 - 2002 CRESLIME
'Recorda que el conjunt dels nombres naturals es simbolitza per N i que N = {1,2,3,...},

indicant amb aquesta notacié que N és un conjunt els elements del qual sén 1,2, 3, ....
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Figura 1

Ara, sobre la mateixa recta, en la figura 2 hem representat alguns nombres enters?.

El conjunto de los ndmeros enteros:

Z={.,-2,-1,012,.}

4 ¢ ¢ ¢ ‘

-2 -1 ] 1 2
1

—

© 2000 - 2002 CRESLIME

Figura 2

Com hauras observat tot d’'una, en representar aquests nombres hem hagut d’asse-
nyalar el punt que correspon a 0 i els punts que corresponen als nombres negatius;
els punts que corresponen als nombres positius ja estaven assenyalats en representar
els nombres naturals. Per aquesta ra6, tenim que N C Z3 i Z = Z~ U {0} U Z+%.
Ara, de nou sobre la mateixa recta, en la figura 3 hem representat alguns nombres
racionals®.

2Recorda que el conjunt dels nombres enters es simbolitza per Z i que Z = {..., -2, —1,0,1,2,...},
indicant amb aquesta notacié que Z és un conjunt els elements del qual sé6n ..., —2,—-1,0,1,2, ....

3Amb aquesta notacié indiquem que el conjunt N és un subconjunt del conjunt Z, és a dir, que
tot nombre natural és un nombre enter.

4Amb aquesta notacié indiquem que qualsevol nombre enter és un nombre enter positiu, és a dir,
un nombre natural, o bé és un nombre enter negatiu o bé és zero. En efecte, ZT = N = {1,2.,3,...}
i Z= ={-1,-2,-3,..} i, per tant, Z = Z~ U {0} UZ™, on U és loperaci6 entre conjunts que
anomenem unio.

5Recorda que el conjunt dels nombres racionals es simbolitza per Q i que

Q:{%:n,mGZim#O}

indicant amb aquesta notacié que QQ és un conjunt els elements del qual sén, per exemple, —2,
3

0 2.
2

_1
3
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El conjunta de los nUmeros racion ales:

fr

@={i:mmezym;&ﬂ}

S 2000-2002 CRESLIME

Figura 3

Com hauras observat tot d’una, en representar aquests nombres hem hagut d’asse-
nyalar els punts de la recta que corresponen a les fraccions; els punts que corresponen
als nombres enters® ja estaven assenyalats. Per aquesta rad, tenim que

NCZcQ

Es clar que també tenim en aquest cas que
Q=Q u{ojuQ*

és a dir, qualsevol nombre racional és un nombre racional positiu o bé negatiu o bé
és zero.

Arribats a aquest punt, és natural fer-se ara la seglient pregunta: una vegada
representats tots els nombres racionals sobre la recta, queden buits damunt seu? Es
a dir,hi ha punts de la recta que no corresponen amb cap nombre considerat fins
ara? Per respondre aquesta quiestio, farem la segiient construccié amb regla, escaire
i compas. En la figura 4 hem construit un quadrat de costat 1 mitjancant regla i
escaire.

SFraccions equivalents de la forma Tambne€Z
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-J'E Mo es uUn ndmero racional
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Figura 4

Pel teorema de Pitagores”, la diagonal d’aquest quadrat mesura v/2. Ara, mitjancant
el compas, hem assenyalat v/2 sobre la recta. Es /2 un nombre racional? Si ho fos,
s’hauria de poder escriure com una fraccié

va=2" (1.1.1)

m

on n,m € Z. Suposem que és aixi i veurem que aixo condueix a una contradiccio®.

Podem suposar també que la fraccié és irreductible, ja que, en cas contrari, la
podriem simplificar fins a obtenir-ne una d’equivalent i irreductible. Aleshores, els
nombres enters n i m sén primers entre si i, a més, m no pot ser 1, ja que, si ho fos,
v/2 seria un nombre enter; perd la construccié anterior mostra que v/2 és major que
1 i menor que 2. Per tant, es complira (1.1.1) si el quadrat del nombre * és 2, és a

dir,
2 2
BRER
m m

Ara bé, aix0 no és possible, ja que els nombres enters n° i m*, com que sén quadrats,
tenen descomposicions en factors primers en que tots els exponents sén parells. A
més, com que hem suposat que n i m sén primers entre si, no tenen cap factor en

comu. Per tant, la fraccié 5 també és irreductible i no pot ser igual a2.

2 2

En definitiva, obtenim una conclusi6 clara: /2 no és cap nombre racional. Aixi,
en representar tots els nombres racionals sobre la recta, encara hi queden punts que

"Recorda que el teorema de Pitagores afirma que un triangle és rectangle si i només si es
compleix que
h? = c% + cg

on h indica el costat de major longitud i ¢, co els altres dos costats.

$Volem demostrar que v/2 no és un nombre racional i, per fer-ho, utilitzarem el metode de
demostracié anomenat reduccié a ’absurd: si a partir de la hipotesi contraria i de raonaments
correctes s’arriba a una contradiccid, necessariament la conclusié inicial és vertadera.
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no corresponen a cap nombre racional; un d’aquests punts és v/2. El teorema de
Pitagores permet situar sobre la recta longituds expressades amb arrels quadrades;
per exemple, en la figura 5 hem situat /3 a partir de /2,

J3 no es un ndmero racional

& 2000 - 2002 CRESLIME

Figura 5

i de la mateixa manera es poden situar v/5,v/6, ... El fet que sigui possible dibuixar
sobre una recta longituds que no estan representades per nombres racionals sug-
gereix 'existencia de nous nombres. A aquests nombres que no sén racionals els
anomenarem nombres irracionals.

Tot seguit se’ns planteja una nova pregunta: quina mena de nombres séon els
nombres irracionals? La resposta a aquesta qiiesti6 la trobarem en I'apartat segiient.

El nombre irracional v/2 que hem descobert a 'apartat anterior pot situar-se
sobre la recta fent 1s del regle i el compas, com hem vist en la figura 4, pero que
classe de nombre és? Sera un nombre que, elevat al quadrat, sigui 2. Per construccio,
sabem que v/2 esta entre 1 i 2. Continuem provant valors de v/2, per tempteig, usant
una calculadora per trobar 1.12,1.2% etc. (de moment, no val fer servir la tecla V)
Després de diverses proves, obtindrem els segiients resultats:

1. /2 esta compres entre 1.4 1 1.5 ja que 1.42 =1.96 i 1.5 = 2.25
2. V/2 esta compres entre 1.41 1 1.42 ja que 1.41% = 1.9881 i 1.422 = 2.0164

3. V2 estd compres entre 1.414 i 1.415 ja que 1.414% = 1.999396 i 1.415% =
2.002225

Encara no hem trobat un nombre decimal el quadrat del qual sigui 2, pero hem
millorat el resultat que haviem obtingut per construccié. Aquest metode permetra



CAPITOL 1. TEORIA 6

assolir la precisié que es vulgui amb només repetir aquest procés tantes vegades com
sigui necessari. Naturalment, la calculadora té la tecla \/ per calcular arrels. Fent-la
servir, obtindras un resultat com el segiient (depén de quantes xifres sigui capag de

manejar la calculadora)
V2 = 1.414213562

pero, com pots imaginar en seguida, aquest resultat no és exacte, perque si ho fos,
aleshores v/2 seria un nombre racional i aixd no és possible com s’ha vist a Papartat
anterior. A més, per la mateixa rad, v/2 tampoc és un nombre decimal periodic?.
Per tant, només podem escriure

V2 = 1.41421356...
i, de la mateixa manera, passa que

V3 = 1.732050808...

i, en general, tots els nombres que hem anomenat irracionals tenen una expressio
decimal que té un nombre infinit de xifres decimals no periodiques. Aquesta caracte-
ritzacié dels nombres irracionals condueix a la definicié de nombre real com veurem
en el segiient apartat.

Dels dos apartats anteriors podem concloure afirmant que no tots els nombres
decimals que necessitem per resoldre problemes elementals de mesura de longituds
son finits o periodics, és a dir, no sén nombres racionals. Aquesta insuficiencia del
conjunt Q condueix a la necessitat d’ampliar-lo amb els nombres decimals infinits
no periodics, és a dir, amb els nombres irracionals. D’aquesta manera, formem
un nou conjunt de nombres que anomenarem conjunt dels nombres reals i que
simbolitzarem per R. Per tant, un nombre real sera un nombre decimal exacte,
periddic o no. Es clar que si simbolitzem el conjunt dels nombres irracionals per I,

aleshores
R=QUI

i, per tant, és evident que per construccié es compleix
NCZcQcR

El conjunt dels nombres reals R conté, a més de 0, els nombres decimals positius
(situats a la seva dreta en la recta) i els negatius (situats a la seva esquerra en la
recta). Si simbolitzem per RT el conjunt dels nombres decimals positius i per R,

el dels negatius, obtenim
R=R U{0}UR"

i els tres conjunts sén disjunts entre si'®. Com a resum, en la figura 6 mostrem la
classificaci6é dels nombres reals.

9Recorda que tot nombre decimal exacte o periddic admet una fraccié generatriu que el repre-
senta i, per tant, és un nombre racional.

0Recorda que dos conjunts A i B s’anomenen disjunts si el seu interseccié és el conjunt buit
ANB=0o.
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Maturales (B
Enteros (£} 40
Enteros negativos

Raconales (@) §Decrmales exados

Decirnales periddicos

Reales (R) 4 -

Irraconales: Dedmales infinitos no periddicos

Figura 6

Finalment, ens queda per resoldre una ultima qtiestié molt important. Situats
tots els nombres reals sobre la recta considerada a 'apartat 1, queda aquesta recta
sense cap forat? La resposta a aquesta pregunta és afirmativa com veurem en el
seglient apartat.

El problema que ens plantegem ara és el segiient: donat un nombre real, podem
identificar-lo com un tnic punt de la recta considerada a ’apartat 17 i, reciproca-
ment, donat un punt de la recta, podem identificar-lo com un tnic nombre real?
Com veurem a continuacio, la resposta és si a ambdues preguntes. D’aquesta mane-
ra, s’estableix una correspondencia bijectiva entre els nombres reals i els punts de la
recta i, com a conseqiiencia, els nombres reals omplen totalment la recta. D’aqui ve
el nom de recta real a la recta com representacié grafica del conjunt dels nombres
reals.

Si el nombre real és un nombre racional ja sabem que podem situar-lo com un
unic punt de la recta; hem representat alguns nombres racionals en la figura 3. Si el
nombre és irracional, també hem vist com es situa sobre la recta en els casos més sen-
zills com /2 o v/3; hem situat aquests punts en les figures 4 i 5, respectivament. Ara
bé, hi ha altres nombres irracionals que no admeten construccions geometriques tan
simples (fent servir regle i compas). Per exemple, la longitud d’una circumferéncia'!
de diametre 1 és el nombre pi

m = 3.141592654...

HRecorda que la longitud L d'una circumferéncia de radi r ve donada per la férmula L = 27r.
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que també és un nombre irracional. Podem aproximar 7 de la segiilent manera: en la
circumferencia de diametre 1 s’inscriu i es circumscriu un hexagon regular. La longi-
tud d’aquesta circumferéncia sera menor que el perimetre!? del hexagon circumscrit
i major que el perimetre del hexagon inscrit. En la mateixa circumferencia es van
inscrivint i circumscrivint successivament poligons regulares amb doble nombre de
costats que el poligon anterior i es van calculant els perimetres respectius. D’aquesta
manera, es pot aproximar 7 tant com es vulgui. En la figura 7 hem anotat algunes
aproximacions successives de 7.

Aproximacion de «
= 1
o
[
L
o
[
[}
[}
[}
[t}
o
=
=
-
marnero de lados | Perimetro del Perimetro del
poligono insorito | poligono circunsorito
G 3 J464101
1z 3.105528 3.215390
24 3132628 3.159659
48 3139350 3146086
96 3141032 d2.142714
192 3141452 3.1415873
384 3.141557 3.141662
Too 3.141583 2.141610
1536 3.141590 3141597
Figura 7

En general, ja que, el problema es redueix a situar sobre la recta un nombre decimal
infinit no peridodic. Per veure com es fa aix0, utilitzarem el nombre irracional /2
que hem construit mitjancant regla i compas a 'apartat 1. Mitjancant calculadora,
obtenim la seva expressié decimal

V2 = 1.41421356...

A partir del nombre decimal podem construir la segiient successié de nombres raci-

onals
1,1.4,1.41,1.414,1.4142,1.41421, ... (1.1.2)

obtinguts prenent les primeres xifres decimals del nombre. Cada nombre d’aquesta
llista és menor que v/2 i es diu que sén les aproximacions successives per defecte

12Recorda que s’anomena perimetre d’un poligon a la suma de tots els seus costats.
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de v/2. Sumant ara una unitat a I'Gltima xifra decimal dels nombres que apareixen
en (1.1.2), obtenim
2,1.5,1.42,1.415,1.4143,1.41422, ... (1.1.3)

Tots aquests nombres racionals sén majors que v/2 i es diu que sén les aproximaci-
ons successives per excés de /2. Per tant, el punt de la recta que hem d’assignar
av/2 s’ha de situar una mica més a la dreta que els punts corresponents als nombres
racionals en (1.1.2) i una mica més a l’esquerra que els corresponents a (1.1.3). En
la figura 8, hem situat sobre la recta els nombres racionals de (1.1.2) i (1.1.3).

Aproximacidon por ndmeros racionales a un namero real

1.4
1.41

Ampliando el segmento de extremos 1.41 v 1,42

1.4143
1415

1.42

1.41 1.414
1.4142

Y oas sUcesivaments

@ 2000 -Z2002 CRESLIME

Figura 8

Si ara considerem els segments sobre la recta d’extrems 112, 1.411.5,1.4111.42, ...
tenim que les seves longituds son respectivament 1, 0.1, 0.01, ... Els segments sobre
la recta s’anomenen intervals i es denoten col - locant els extrems entre parentesis
quadrats, és a dir, els segments de recta considerats anteriorment s’escriuen aixi

[1,2],[1.4,1.5],[1.41,1.42], ... (1.1.4)

Hem dibuixat aquests segments en la figura 9, i ens adonem en seguida que cada
interval esta contingut en l’anterior. Diem aleshores que son intervals encaixats.
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Intervalos encajados de un ndmero real

[ } ]

1 14 1.5 2

Aumentando la longitud de los segmentos v
colocdndolos uno debajo de otro tendriamos

- . . o
1 2

T g

1 1 1
1 1 1
1 1 1
. : :
1.4 - -

: :
L] L]
4 4

141 . 1.42

2

2000 -2002 CRESLIMNE

Figura 9

Ara hem d’assumir'®

encaixats'.

un resultat teoric conegut com propietat dels intervals
Segons aquesta propietat, tots aquests intervals tenen un Unic punt
en comu; de fet hi ha infinits, ja que, hi ha infinites xifres decimals en 'expressio
decimal de v/2, i la longitud de cada un d’ells és la desena part de anterior. Com que,
per construccid, tots els intervals (1.1.4) contenen v/2, aquest punt comi correspon
av/2. Es diu aleshores que la successié d’intervals encaixats (1.1.4) define v/2;
encara que és impossible trobar el punt corresponent a \/5, tanmateix, la propietat
dels intervals encaixats n’assegura l’existencia sobre la recta. A partir d’aquesta
definicid, es comprén per que els nombres racionals i els irracionals estan tan proxims
uns dels altres fins al punt que entre dos nombres reals qualssevol existeixen infinits
racionals i infinits irracionals.

Si en una recta s’han fixat un origen i una unitat, tot punt P d’aquesta recta
correspon a un unic nombre real. El procés que cal seguir per identificar P com un
nombre real és invers al seguit a l'apartat anterior. En la figura 10 hem situat un
punt qualsevol P de la recta.

13 Aquest resultat encara que és intuitiu, és una de les propietats fonamentals que es dedueixen
de la construccié axiomatica dels nombres reals que es veura en estudis superiors de matematiques.

14Segons aquesta propietat, en tota successié d’intervals encaixats tals que la seva longitud es fa
tan petita com es vulgui existeix un tnic punt pertanyent a tots els intervals de la successié.
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Dividiendo el segmenta [1,2] en diez partes iguales,
VEMOs que P se corresponderd con un ndmero que
sera menar que 1'2 y mayor que 1'2, Por tantao,
este nUmero admitird una expresion decim al de la
farma 1'2...

fal

e A A B B e B N A

1 1'21'3 2
sumentando el segmenta [1'2,1'3 v dividiéndolo
de nuevao en diez partes iguales, vemos que # se
correspondera con un nUmero gue serd menor que

1'24 v mayor que 1'23. Por tanto, este ndmero
admitira una expresion decimal de la farma 1'23...

f
L S A e B B e B
1'z 1'231'24 1'3
¥ asi sucesivamente,
2000-2002 CRESLIME

Figura 10

11

En teoria, el procés indicat en la figura anterior es pot repetir indefinidament. A
més, com tots els intervals que anem construint sén encaixats i la longitud de cada
un d’ells és la desena part de l'anterior, per la propietat dels intervals encaixats,
existira un nombre real i només un comi a tots ells i aquest nombre real correspondra
per construccié al punt P. Tanmateix, hem de fer una important observacié. La
possible expressio decimal del nombre real corresponent a P sera tinica excepte quan
P coincida amb alguna de les subdivisions successives. En efecte, si en un pas del
procés de subdivisié, P s’identifica amb un nombre de la subdivisio realitzada en
aquest pas, en el pas segiient tenim dos possibles eleccions: una consisteix a triar el
subinterval a ’esquerra de P, i ’altra, consisteix a triar el subinterval a la dreta de

P. En la figura 11 es mostra amb més de detall en tractar un exemple.
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£ seidentifica como un punto de subdivision en 1'237

1'237
C o | ]
1'23 1'236 o 1'238 1'24
Subintervalos por Subintervalos por
la izquierda de # la derecha de #
C ] 5 ]
1'2369 1'237  1'2370 1'2371

C ] C ]
1'23699 1'237 1'23700 1'23701

1'237001

C 3 C ]
1'236999 1'237 1'237000
£000-2002 CRESLIME

Figura 11

Ens adonem en seguida que I’expressié decimal del nombre real corresponent a P
per 'esquerra sera de la forma 1.236999..., mentre que la seva expressio decimal per
la dreta sera 1.237000.... Sabem que cadascuna d’aquestes col - leccions d’intervals
encaixats ha de tenir un tnic nombre real comu i podem observar que en cada
col - leccié el nombre decimal exacte 1.237, corresponent al punt P, pertany a tots
els intervals. Per tant, les dues successions d’intervals encaixats defineixen el mateix
nombre 1.237 i aquest és el que correspon al punt P. Com a conseqiiéncia, 1.236999...
i 1.237000... representen el mateix nombre real (racional) 1.237.

En resum, tot punt de la recta esta representat per un nombre amb, possiblement,
infinites xifres decimals, pero identificant els decimals exactes amb els decimals de
periode 9 i amb els de periode 0.

En aquesta recta, entre dos racionals existeix sempre un altre racional, entre dos
irracionals existeix sempre un racional tan proper com es vulgui. Aquesta idea prové
de la forma com s’han definit els nombres irracionals a partir dels intervals encaixats
d’extrems racionals.

En aquesta seccié veurem que tot el treball operatiu amb nombres reals s’ha
de fer amb aproximacions; per sumar i multiplicar dos nombres reals caldra sumar
i multiplicar les seves aproximacions. També es poden fer les operacions geome-
tricament, utilitzant les operacions amb segments. Admetrem que les operacions
anteriors en R compleixen les mateixes propietats que en Q. D’aquesta manera, el
conjunt dels nombres reals té estructura de cos. Com a conseqiiencia, podrem apli-
car totes les propietats que es dedueixen d’aquesta estructura algebraica a R; per
exemple, podrem resoldre equacions com

20 +3=4
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de la seglient manera
2c =4+ (-3)

ja que 'equacié = + a = b té la soluci6 tnica x = b + (—a); efectuant operacions,
tenim

20 =1

Aleshores,
1
=3

ja que lequacié a - x = b, amb a # 0, té la solucié tnica z = L - b.
a

En la practica, en treballar amb els nombres reals que sén irracionals ens trobem
amb el problema de saber com cal escriure’ls i operar amb ells. En no poder-los
escriure de forma exacta, ja que son nombres amb infinites xifres decimals, ens veiem
obligats a treballar amb aproximacions. Les aproximacions decimals per defecte i
per excés de cada grau, utilitzades per identificar un nombre irracional sobre la recta
real, ens donen un bon metode d’aproximacié.

Cuadro de gproximaciones de =

Grado

de aproximacion Por defecto | Por exceso
unidades 3 4

decim as 3.1 3.z
centésim as 3.14 2.1%
rmilésimas 3141 3.142
diezmilesimas 3.1415 3.1416
cienmilésimas 3.14159 2.14160
mil milésimas 3.141592 3.141593

Z000-z002 CRESLINE

Es clar que treballar amb una aproximaci6, en lloc de treballar amb el valor
exacte, comporta una certa carrega d’error. Tot i que aqui no tractarem el problema
dels errors en els calculs amb nombres aproximats, en els resultats de les operacions
amb nombres reals sempre precisarem les xifres significatives que podem considerar
correctes; a l'apartat segiient ho veurem amb alguns exemples.

Com ja sabem com se sumen i es multipliquen dos nombres racionals (encara
que dependra de com estiguin representats els dos nombres, podrem fer-ho sempre
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de forma exacta utilitzant fraccions), només caldra tractar els dos casos seglients:
suma i producte de dos nombres irracionals, i suma i producte de dos nombres, un
racional i I'altre irracional.

Per sumar dos nombres irracionals, en no poder-los escriure de forma exacta, ens
veiem obligats a treballar amb les seves aproximacions. Per exemple, per sumar /2
i 7, primer considerem les seves aproximacions decimals per defecte i per excés:

1 1.4 1.41 1414 1.4142
V2 {2 1.5 1.42 1415 1.4143

3 3.1 3.14 3.141 3.1415
4 3.2 315 3.142 3.1416

Després, sumem cada aproximaci6 per defecte (resp. per excés) de v/2 amb la cor-
responent aproximaci6 per defecte (resp. per excés) del mateix grau de 7, obtenint
les segiients aproximacions de /2 + 7

R 4 4.5 455 4.555 4.5557
6 4.7 4.57 4.557 4.5559

Finalment, a partir d’aquestes aproximacions, determinem quantes xifres podem
considerar com correctes. En aquest cas, podem assegurar quatre xifres correctes en
el resultat

V2 + 7 = 4.555...

Es clar que, procedint d’aquesta manera, podem trobar tantes xifres decimals exactes
com vulguem, n’hi haura prou amb augmentar la precisi6é dels sumands (ampliar el
nombre d’aproximacions decimals).

En general, si volem obtenir la suma (o la resta) amb un cert grau n d’aproxima-
cio, les aproximacions dels sumands s’hauran de prendre amb aproximacié de grau
n+1; per exemple, si volem calcular v/2 47 amb aproximacié fins a les mil - lesimes,
s’han de prendre v/2 i 7 amb aproximacié fins a les deu mil - lesimes, és a dir,
V2 =1.4142... i 7 = 3.1415... i, d’aquesta manera, obtenim

?
V2 41 =4.5557... = 4.555...

assegurant la precisiéo buscada.

Per sumar dos nombres, un racional i ’altre irracional, es procedeix de la mateixa
manera. Per exemple, per sumar 7/6 i y/2, primer donarem I’expressié decimal del
nombre racional -

— = 1.1666...
6

i després considerarem les seves aproximacions decimals per defecte i per excés

7 1 1.1 1.16 1.166 1.1666
6 2 1.2 1.17 1.167 1.1667
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De la mateixa manera, tenim

1 1.4 141 1414 1.4142
V2 {2 1.5 1.42 1415 1.4143

Per tant,

(SN

9 2.5 257 2.580 2.5808
+ V2 {4 97 259 2.582 2.5810

i, en conseqiiéncia,
7
5t V2 =258...

és a dir, només podem assegurar dues xifres decimals exactes en el resultat.

De la mateixa manera a com hem fet la suma, es fa producte. Per exemple,
per multiplicar v/2 i 7 considerem les seves respectives aproximacions decimals per
defecte i per excés

1 14 141 1414 1.4142
V2 {2 1.5 1.42 1.415 1.4143

3 3.1 3.14 3.141 3.1415
4 3.2 3.15 3.142 3.1416

Després, multipliquem cada aproximacié per defecte (resp. per excés) de /2 per
la corresponent aproximaci6 per defecte (resp. per excés) del mateix grau de T,
obtenint

V3 3 4.34 4.4274 4.441374 4.44270930
T 8 4.80 4.4730 4.445930 4.44316488

Finalment, a partir d’aquestes aproximacions, determinem quantes xifres podem
considerar com correctes. En aquest cas, podem assegurar tres xifres correctes en el
resultat

V2.1 =4.44..

Es clar que, procedint d’aquesta manera, podem trobar tantes xifres decimals exactes
com vulguem; n’hi haura prou amb augmentar la precisié dels factors (ampliar el
nombre d’aproximacions decimals).

En general, si volem obtenir el producte (o el quocient) amb n xifres significa-
tives'®, haurem de prendre una xifra significativa més per als factors; per exemple,
en trobar-se v2 - w entre 3 i 8, per obtenir un resultat amb aproximacié fins a les
centesimes, necessitem garantir que tres de les seves xifres siguin significatives, i,
per tant, haurem de prendre cada factor amb quatre xifres significatives, és a dir,
V2 =1.4142... i 7 = 3.1415... i, d’aquesta manera, obtenim

?
—
V2.1 = 4.4427093... = 4.44...

5Recorda que si b és una aproximacié d’un nombre real a, les xifres significatives de b sén
aquelles que coincideixen amb les de a, excepte els zeros que tenen com a tUnica finalitat sigui
situar la coma decimal
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Per sumar (o restar) dos nombres reals a i b, el punt que correspon al nombre
a + b s’obté traslladant el punt corresponent al nombre a una distancia igual a la
longitud del segment corresponent al nombre b cap a la dreta, si b es positiu, i cap a
I'esquerra, si b és negatiu; en la figura 12, suposant que a i b son positius, es mostra
la suma a + b ilaresta a — b= a+ (—b).

Suma Festa
=) b =]
I } =] l —l
]
Figura 12

Per exemple, a la figura segiient, utilitzant procediments geometrics, representem

sobre la recta real v/13 — /2.

0 1 42 2 3 A3

Per obtenir graficament el producte de dos nombres reals a i b, aplicarem el
teorema de Thales': suposem que hem situat sobre la recta real els nombres a i b,
tracemos una recta auxiliar pel punt O corresponent al nombre 0 i, mitjancant el
compas, construim damunt seu i a partir de O un segment de longitud b, obtindrem
de aquest manera un punt P. Unimos ara amb una recta el punt P amb el punt U
corresponent al nombre 1. Mitjancant regla i escaire, tracem pel punt corresponent
a b una recta paral - lela a la recta anterior que tallara a la recta auxiliar en un punt
(. Mitjancant compas, construimos sobre la recta real un segment de longitud OQ),
la longitud de aquest segment sera el producte a-b; en la figura 13 es mostral metode
seguit per obtenir graficamente a - b.

Froducto
f=l

Figura 13

16Recorda que el teorema de Thales diu que els segments determinats sobre dues rectes concur-
rents tallades per diverses rectes paral - leles sén proporcionals.
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Observa que, pel teorema de Thales,

opP _0Q

oUu b
perdo OP = a i OU = 1, per tant

OQ=a-b

Per exemple, a la figura segiient, utilitzant procediments geometrics, representem
sobre la recta real v/13 - v/2.

Per obtenir graficament el invers d'un nombre real a, amb a # 0, podem aplicar
la mateixa construccié anterior pero prenent arab = 1; en la figura 14 podras veure
els passos que cal fer per obtenir 1/a.

Figura 14

Observa que, pel teorema de Thales,

or o
a 1
pero OP = 1, per tant
— 1
00— -
a

Finalment, per obtenir graficamente el quocient § de dos nombres reals a i b, amb
b # 0, primer es representara el invers de b i, després, s’obtindra el producte a - %
Per exemple, a la figura segiient, utilitzant procediments geometrics, representem

V13
sobre la recta real T
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Es demostra (en aquest nivell encara no disposem de les eines suficients per
provar aquests resultats) que les operacions de suma i producte de nombres reals
compleixen les mateixes propietats que la suma i el producte de nombres racionals.

L’operacié suma de nombres reals compleix les segiients propietats:

1. Llei de composicié interna: a + b € R, per tot a,b € R

2. Associativa: a + (b+¢) = (a +b) + ¢, per tot a,b,c € R

3. Element neutre: existeix 0 € R tal que a +0 =0+ a = a, per tot a € R.
4. Commutativa: a +b =0b+ a, per tot a,b € R
5

. Element simetric: per cada a € R existeix —a € R, anomenat oposat de a,
tal que a + (—a) = (—a) +a =0

L’operacié producte de nombres reals compleix les segilients propietats:
Llei de composici6 interna: a - b € R, per tot a,b € R
Associativa: a- (b-c) = (a-b) - ¢, per tot a,b,c € R

Element neutre: existeix 1 € R tal quea-1=1-a = a, per tot a € R

© 0 N o

Commutativa: a-b=b-a, per tot a,b € R

10. Element simetric: per cada a € R amb a # 0 existeix 1/a € R, anomenat
invers de a, tal que a- (1/a) = (1/a)-a =1

Finalment, les dues operacions compleixen la propietat
11. Distributiva del producte respecte de la suma:

a-(b+c)=a-b+a-c
(b+c¢)-a=b-a+c-a

per a tot a,b,c € R

Pel fet de satisfar aquestes 11 propietats es diu que el conjunt R dels nombres
reals és un cos o que té la estructura de cos. Per aquesta rad, es diu que R és el
cos dels nombres reals.
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Es clar que per restar i dividir dos nombres reals procedirem en la forma habitual,
és a dir,
a—b=a+ (-b)
! 1
a:b=a- -
b

sempre que b # 0. Les regles de calcul en R, que es dedueixen per tenir estructura
de cos, son les mateixes que les del conjunt dels nombres racionals QQ, que també
té estructura de cos. A continuacio, considerem algunes d’elles pel seu interes en la
practica: si a,b,c € R, aleshores es compleixen les segiients propietats

1. Sia+b=0, aleshores a = 0
En efecte,

a+b=1"b
(a+0b)+ (=b) =b+ (-b)
a+ (b+(=b)) =b+ (=b)

a+0=0

a=20

2. Sia-b=>bib+#0, aleshores a =1

En efecte,
a-b=">
1 1
(a-b)-lb:b-llj
JCHELE
a-1=1
a=1
3. Sia+b=0, aleshores a = —b
En efecte,
a+b=0

(a+0b)+ (=b) =0+ (=b)
a+ (b+(=b)) =—b
a+0=-b

a=—b

4. Sia-bzlib;«éo,aleshoresa:%
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20
En efecte,
a-b=1
1 1
B =1.2
(a-b)- 3 2
1 1
h-—) ==
a( b) b
1 1
a - — —
b
1
a= -
b
5. Sia+c=b+c, aleshores a = b
En efecte,
a+c=b+c

(a+c)+ (—=c)=(b+c)+ (—c)
a+ (c+ (=c) =b+ (c+ (—c))
a+0=5b+0
a=1>
6. Sia-c=0b-cic#0, aleshores a =10

En efecte,

7.a-0=0
En efecte,
a+ (—a

a-(1+(-1)

a .

~—

0
0
0

O ~—
I

8. Sia-b=0, aleshoresa=00b=0

En efecte, si a # 0 aleshores
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d’on b = 0 pel apartat anterior. Analogament, si b # 0 aleshores

a-b=0
a-b=0-b
d’on a = 0 pel apartat anterior.
9. a-(-b)=(—a)-b=—(a-b)
En efecte,
a-b+a-(=b)=a-(b+(=b))
=a-0
=0

d’on a - (—b) = —(a - b). Analogament,

a-b+(—a)-b=(a

10. (=1)-a=—a

En efecte,
a+(-1)-a=(1+(-1))-a
_— . a
=a-0
=0
Per tant, (—1) - a = —a, ja que 1'oposat d’un nombre és tnic.
11. —(—a) =a
En efecte,
(—a)+a=0

per tant, —(—a) = a ja que 'oposat d’un nombre és tnic.

12. (—a)- (=b)=a-b

En efecte,

(—a)- (=b) =[(-1) - a] - [(=1) - ]
=la-(=1)]-[(=1) -]
=a-[(-1)-(-1)]-0b
=a-[—(-1)]-b
=a-1-b
=a-b
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13. (—a)™ = a", si n és un nombre natural par major que 2
En efecte,
n vegades
] (=1) - q
o PR (__1>} . <(L.’1V?%%d65.(1>

Il
—
|
—_

dones, n éspari(—1)-(—=1)=1-1=1.

14. (—a)™ = —a", si n és un nombre natural senar major que 1
En efecte,
()" =(=a)""" - (—a)
=a"" (—a)
— _(an—l _a>

pues n — 1 és par i pel apartat anterior (—a)" ™' = a
15. L’equaci6é +a=Dbé la solucié tnica © = b+ (—a)
En efecte,

(b+(—a))+a=b+((—a)+a)
— b+ 0
=b

0o

per tant, = b+ (—a) és una soluci6 de l’equacié. Suposem ara que y fos una altra

soluci6 de 'equacié. Aleshores

y+a=>
(y+a) +(~a) = b+ (—a)
y+(a+(-a) =2
y+0==x
Yy==zx
cosa que indica que la solucié x = b+ (—a) és unica.

16. L’equaci6 a - x = b, amb a # 0, té la soluci6 tnica z = é -b

En efecte,

b
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per tant, x = % - b és una solucié de 'equacié. Suposem ara que y fos una altra

soluci6 de 'equacié. Aleshores

a-y==
1 1
Z(a-u)=="-b
—o(ay) =~
(o)
—-a y:aj
a

l-y=2

y=z

cosa que indica que la solucié x = é - b és tnica.
17. (a £b)? = a® & 2ab + b? per tot a,b € R

En efecte, per exemple,

(a+b)*=(a+b)(a+Db)

((@+b)-a)+ ((a+0b)-b)
=(a-a+b-a)+(a-b+b-b)
=a*+b-ata-b+b
=a’+a-b+ta b+b
=a"+2-a-b+ b

De forma analoga es prova l'altra igualtat.

18. (a+0b)-(a—b)=a*—1?

En efecte,
(a+0)-(a=b)=(a-(a=0))+ (b-(a—0))
=(a-a+a-(=b)+(b-a+b-(-b))
=a*—a-b+b-a— b
=a?—a-b+a-b—0
— 22
19. (a4 0)3 = a® £ 3ab + 3ab® £ b3
En efecte, per exemple, sabem que
(a+0b)*> = a® + 2ab + b
y aleshores
(a+b)°* = (a+b)*-(a+Db)
(a® +2ab+ %) - (a+b)

(a®- (a+b)) + (2ab- (a+b)) + (b*- (a+b))
= a® + a®b+ 2ab - a + 2ab - b+ b%a + b
=a®+a*h+2a-a-b+2ab* + b%a + b

= a® + a®b + 2a%b + 2ab* + ab® + b

= a® + 3a’b + 3ab® + b°

De forma analoga es prova l'altra igualtat.
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Veurem en aquesta seccié quin significat té el que donats dos nombres reals
a i b, a sigui major que b, que simbolitzem per a > b o també per b < a, i es
llegeix en aquest cas b és menor que a; escribiremos també a > b per indicar que
a és major o igual que b, o també b < a, i es llegeix aleshores com b es menor o
igual que a. Per introduir la nocié d’ordre en R, a més dels enfocaments numeric
i geometric, donarem un altre basat en l'existéncia del conjunt dels nombres reals
positius R i lestabilitat de les operacions en R sobre aquest conjunt. Encara que
aquest enfocament no és tan intuitiu com els dos primers, tanmateix té la avantatge
que ens permetra demostrar les propietats de I'ordre en R d’'una forma més clara i
senzilla. A partir de 'ordre en R definirem el valor absolut de un nombre real i, a
partir del valor absolut definirem la distancia entre dos nombres reals. Finalment,
distingirem alguns subconjunts de la recta real com sén els intervals i les semirectes.

Des d’un punt de vista numeric, direm que a > b si i només si es pot trobar una
aproximacié decimal (per defecte o per excés) de a que sigui major que 'aproximacio
del mateix grau de b. Per exemple, a = 1.234578... i b = 1.234586..., aleshores b > a,
ja que

Aprox. de a per defecte | Aprox. de b per defecte | Resultat de la comparacié
1 1 Iguals

1.2 1.2 Iguals

1.23 1.23 [guals

1.234 1.234 Iguals

1.2345 1.2345 [guals

1.23457 1.23458 La de b és major

El zero el considerarem més petit que qualsevol nombre real positiu i major que
qualsevol nombre real negatiu, i els nombres reals negatius els ordenarem pels seus
oposats respectius (que seran positius). Aixi, si a i b s6n negatius, —a i —bseran
positius, i si —a < —b, aleshores a > b.

negativos { < 0) ———— positivos { = 0)

|
Lo
M
1
]
.
1
—
,
O +-----
S
—
M
M
M
L

L’ordre en R pot també derivar-se a partir de la seva representaci6 grafica com la
recta real. D’aquesta manera, a > b significa que el punt corresponent a a es troba
a la dreta del punt corresponent a b, i a < b, significa que el punt corresponent a a
es troba a l’esquerra del punt corresponent a b.

Els ordres ja existents en els conjunts Q,7Z i N sén coherents amb 1'ordre que
acabem de definir en R. Aixo vol dir, per exemple, que en considerar Q com sub-
conjunt de R, si a,b sén dos nombres racionals tals que a > b en R, aleshores a > b
en QQ, és a dir, 'ordre en R indueix sobre QQ el mateix ordre que ja coneixem en Q.
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Els dos enfocaments donats a I’apartat anterior sén suficients per tenir una idea
clara de 'ordre en R. Tanmateix, hi ha una forma de expressar les relacions de
desigualtat > i > que és especialment 1til per fer les demostracions de les propietats
de l'ordre en R. Aquest nou enfocament no suposa cap intuicié prévia (numeérica o
geometrica) sobre R, només l'existéncia del subconjunt dels nombres reals positius
R* i les segiients propietats:

1. Sia,be R", aleshores a +b € R
2. Sia,be RT, aleshores a-b € RT

3. Si a € R, aleshores es compleix exactament una de les segiients relacions:

a€RT a=0 —a €eRT

Les dues primeres propietats asseguren 'estabilitat sobre Rt de les operacions
de suma i producte en R. La tercera propietat divideix R en tres tipus d’elements
diferents; estableix que el conjunt

R™={-a:aeR"}
dels nombres reals negatius no té elements en comt amb R i, a més, que
R=R U{0}UR"

A partir d’aquests suposits (per altra banda, molt naturals), fem les definicions
seglients:

1. Diem que a és positiu i escrivim a > 0, si a € RT
. Diem que a és no negatiu i escrivim a > 0, si a € RT U {0}
. Diem que a és negatiu i escrivim a < 0, si —a € R*

2

3

4. Diem que a és no positiu i escrivim a < 0, si —a € RT U {0}

5. Diem que a és major que b i escrivima >bob<a,sia—beR"
6

. Diem que a és major o igual que b iescrivima >bob < a,sia—be RTU{0}

Una de les utilitats practiques de les segiients propietats és la seva aplicacio a la
resolucié d’inequacions. Per exemple, farem servir aquestes propietats per resoldre
una inequaci6é com

xXr xr
——4+2< =45
3Jr 2Jr

En efecte, primer traiem els denominadors multiplicant cada membre per 6.

—2z 412 < 3z + 30
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observa que en multiplicar per un nombre real positiu el signe no se invierte. Segon,

—2r+12—-3x < 3z + 30 — 3z
—ox+ 12 < 30

observa que podem sumar qualsevol nombre real a ambdés membres resultant una
inequaci6 equivalent. De la mateixa manera, tenim

—bhr+12—-12< 30 —12
—Hr < 8

Tercer, multipliquem per —1/5 que, com que és negatiu, obligara a invertir el signe

de la desigualtat. Aixi, obtenim

- 8
l’ —_—
)

que ens diu que tots els nombres reals majors que —8/5 sén soluci6 de la inequacié
dada. Veurem en un altre apartat que les solucions d’una inequacié poden expressar-
se mitjancant determinats subconjunts de la recta real. En aquest cas, el conjunt
de solucions se expressaria com la seglient semirecta abierta

()
5
1. Propiedad transitiva: per tot a,b,c € R, sia > bib > ¢, aleshores a > ¢

En efecte, a >bib>csia—beR"ib—ce R". Per tant,
(a—b)+(b—c)=a—ceR"
és a dir, a > c.

2. Tricotomia: donats dos nombres reals qualssevol a i b, es compleix una, i
només una, d’aquestes tres relacions

a>b a=1»b a<b

En efecte, com a — b € R aleshores es compleix exactament una de les segiients
relacions:
a—beR" a—b=0 —(a—b)=b—aeR"
és a dir,
a>b a="> b>a
3. Propiedad reflexiva: per tot a € R, a < a.
En efecte, a —a =0 € RT U {0} i, per tant, a < a.

4. Propiedad antisimétrica: per tot a,b € R, sia > bib < a, aleshores a = b

En efecte, suposem que fos a # b. Aleshores, per la propietat anterior, es deduiria
que a > b o bé que a < b. Ara bé, no pot passar a > b perque es contradiu amb la
hipotesi que a < b, ni tampoc pot passar a < b perque es contradiu amb la hipotesi
que a > b. Per tant, no és possible que a # b i, per tant, ha de ser a = b.
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5. Propiedad de traslacion: si a > b, aleshores a + ¢ > b + ¢, qualssevol que
siguin a,b,c € R

En efecte, a > b si a — b € RT. Podem escriure
a—b=(a+c)—(b+c)
i, per tant,
(a+c)— (b+c) eRT
és a dir,
a+c>b+c

t17

Aquesta propietat s’expressa dient que el sentit d’'una desigualtat'’ no canvia si es

suma un mateix nombre real a ambdds costats de la desigualtat.

6. Propiedad del producte per nombres positius: sia > by c > 0, aleshores
a-c>b-c, qualssevol que siguin a,b,c € R

En efecte, a > b si a — b € RT. Aleshores, com ¢ € RT, deduim que
(a—b)-c=a-c—b-ceR"

és a dir,
a-c>b-c

Aquesta propietat es coneix dient que en multiplicar per un nombre positiu ambdés
costats d’una desigualtat, el sentit de la desigualtat no canvia.

7. Propiedad del producte per nombrés negatius: sia > by c < 0, alesho-
res a - ¢ < b- ¢, qualssevol que siguin a,b,c € R

En efecte, a > bsia—be RT. Com ¢ < 0, aleshores —c € R" i, per tant,
(@a—b)-(=c)=b-c—a-ceR"

és a dir,
b-c>a-c

Aquesta propietat es coneix dient que en multiplicar els dos membres de una desi-
gualtat per un nombre negatiu, el sentit de la desigualtat se invierte.

8. Propiedad de la suma: si a > b i ¢ > d, aleshores a + ¢ > b + d, qualssevol
que siguin a,b,c,d € R

En efecte,a >bic>dsia—beR"ic—deR". Aleshores
(a=b)+(c—d)=(a+c)—(b+d) e RT

és a dir,
at+c>b+d

17De la mateixa manera que amb el simbol = expressem la relacié de igualtat, amb els stmboels
> i > expressaremos la relacié de desigualtat, que pot ser estricta en el primer cas, i no estricta,
en el segon.
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Donat un nombre real qualsevol a, dels nombres a i —a el major d’ells s’anomena
valor absolut de a, i el designem per |a|. El valor absolut d’'un nombre real pot
també definirse de la segiient manera

laf = a sia>0
] —a sia<0

és a dir, el valor absolut d’un nombre real no negatiu és el mateix nombre, mentre
que si el nombre real és negatiu, el seu valor absolut és 1'oposat d’aquest nombre.
En qualsevol cas, és evident que el valor absolut d'un nombre real és sempre un
nombre no negatiu.

1. la] =0siinoméssia=0

En efecte, si a = 0, aleshores |0 = 0. Reciprocamente, si fos a # 0, aleshores
—a # 0 1, per tant, |a| # 0. Com a conseqiiencia, si |a| = 0, aleshores a = 0.

Per exemple, si |x — 3| = 0, aleshores z = 3.
2. |—a| = |al, per tot a € R

En efecte, si a = 0, aleshores |[—0| = |0 = 0. Si a > 0, aleshores —a < 0 i, per

tant, |—a| = —(—a) = a = |a|. Finalment, si a < 0, aleshores —a > 0 i, per tant,
|—al = —a = al.

Per exemple, si |z —5| = 2, aleshores tenim dos posibilidades: z —5 = 2 o
r—b=-2ésadir,r=T0x=3.

3. |a-b| =|al - |b], per tot a,b € R

En efecte, si a = 0 0o b = 0, aleshores |a-b| = |a| -0 = 0. Sia>0ib > 0,
aleshores a - b > 0 i, per tant, |a-b] =a-b = |a|-|b|. Sia > 0y b < 0, aleshores
a-b <01, per tant,

ot =—(a-b) =a-(=b) = lal - o

De la mateixa manera es tracten els altres dos casos restants.

Per exemple, si |(z —2)(z +5)| = 0, aleshores |z —2| |z + 5| = 0. Per tant,
|t —2|=00]z+5|=0,donz—2=00z+5=0,és adir, z=20x = —5.

4. Si b >0, aleshores |a| < bsiinoméssi —b<a<b

En efecte, si |a] < b, aleshores per la definicién de valor absolut es té a < b i
—a < b, pero —a < b equival a—b < a. Reciprocamente, si —b < a < b, aleshores se
té a < bcom —a < b, ja que b > 0. Per tant, |a| < b.

Per exemple, si |z — 2| < 3, aleshores —3 <z —2 <3, ésadir, -3<x—21
r—2<3. Pertant, -1 <zxix <5.

5. la+b| < |a| + |b], per tot a,b € R
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En efecte, puaixo que per definici6 |a] > 01 |b| > 0, pel apartat anterior es té
—lal <a<la|i—|b] <b<|b|. D’aqui, obtenim

a+b< |al+ b
i
—(la[ + [b]) = = |a] = [b| < a+b
Per tant,
—(la[ +[b]) < a+b < a| 4 [b]
i, en conseqiiéncia,
|a+b] < af 4 [0]

Per exemple, 2 = |2| =[(—3) + 5| < |-3|+ 5| =3+5=8.

Dos nombres reals qualssevol a i b corresponen amb dos punts A i B de la
recta real. Aleshores, la longitud del segment AB ve donada per |a — b|. En efecte,

suposem que a < b. Aleshores poden donar-se els tres casos segiients:

a) Que 0 < a < b, cas en que

AB=0B—-0A=b—a

o4 o
W4

D’altra banda, com que és a — b < 0, aleshores
la—bl=—(a—b)=b—a

i, per tant L
AB = |a — b

Que a < 0 < b, cas en que
AB=A0+0B=—-a+b

L

R N

D’altra banda, com que és b > 0, tenim que —b < 0. De a < 01 —b < 0,
obtenim a + (—b) = a — b < 0. Aleshores,

la—bl=—(a—b)=—-a+b

i, per tant, L
AB = |a — b
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c) Que a <b <0, cas en que

AB=A0-BO = —a— (-b)=—a+b

o s

]
I
o

Per altra banda, com que és a < b < 0, tenim que a — b < 0. Aleshores,
la—bl=—-(a—b)=—-a+b

Definim la distancia entre dos nombres reals a i b com la longitud del segment

AB. Segons el que acabem de demostrar, si designem aquesta distancia per d(a,b),
aleshores podem escriure

d(a,b) = |a — 0|

Per exemple,
d(7,9)=|7—-9|=|-2|=2

d(=7,9) = |-7—9| = |-16| = 16
d(=7,-9) = |-7-(-9)| = 2] =2

Les propietats de la distancia son conseqiiencies immediates de les propietats del
valor absolut.

1. d(a,b) > 0, qualssevol que siguin a,b € R, i d(a,b) =0 si i només si a = b

En efecte, com que és d(a,b) = |a —b| és evident que d(a,b) > 0. A més,
d(a,b) =|a— b =0siinoméssia—b=0,ésadir, a =0

2. d(a,b) = d(b,a), qualssevol que siguin a,b € R

En efecte,
d(b,a) = |b— a|
= |—(a = b)|
= |1l Ja b
— Ja—b]
= d(a,b)
3. d(a,b) < d(a,c)+ d(c,b), qualssevol que siguin a,b,c € R
En efecte,
d(a,b) = |a — |

=la—c+c—V

IN

la — c| + |c — b
=d(a,c)+d(c,b)
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Si a és un punt de la recta real (és a dir, qualsevol nombre real), i r > 0,
s’anomena entorn de centre a i radi r al conjunt de punts la distancia del qual
aa és menor que r. Si designem aquest conjunt per F,(a), aleshores

E.(a)={zx eR:d(z,a) <r}
={zeR:|z—a|<r}

Es immediat comprovar que es compleix
E.(a)=(a—ra+7)

D’aixo darrer es dedueix que la representacié grafica de I’ entorn E,.(a) és com
segueix:

a-—-r 4 a+r
- — —
E (3
@

Si de l'entorn E,.(a) es treu el punt a, el conjunt que resulta s’anomena entorn
reduit de centre a i radi r i es denota per E¥(a). Aixi, tenim

E}(a) = Er(a) - {a}

Per exemple, 'entorn de centre 2 i radi 1/2 sera el conjunt

1
E1/2(2):{SL’€R2 I—§

1. 1
=(2-2,24=
( 2’ +2>

-(3)

’<2}

Recorda que hem utilitzat la paraula interval com a sinonim de segment sobre la
recta en definir un nombre real com a interseccié d’una successié d’intervals encaixats.
Amb la noci6 d’ordre ja introduida en R, podem precisar encara més aquest concepte.

Si aib sén dos nombres reals amb a < b, aleshores el interval obert d’extrems
a i b és el subconjunt de nombres reals que designem per (a,b) o bé per |a,b| i que

es defineix per
(a,b) ={x €eR:a <z <b}

——C O
E] a]

Si afegim els extrems al interval obert, s’obté el interval tancat, designat per [a, b],

i que es defineix per
[a,b] ={z €eR:a <z <b}
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_..- '_
b

Si només afegim un dels extrems a l'interval obert, s’obtenen els intervals semio-
berts:
la,b) ={z €R:a<x<b}

H- O_
b

(a,b) ={z €eR:a <z <b}

En tots els casos, a és I'extrem inferior de 'interval, b és el extrem superior i b — a
és la longitud de I'interval.

De la mateixa manera, si a € R, aleshores els subconjunts segiients:
(a,40)={r €R:z > a}

(—o0,a) ={r€eR:z<a}

s’anomenen semirectes obertes d’extrem a. Si hi afegim ’extrem, obtenim
[a,+00) ={r €R:z > a}

(—o0,a] ={zeR:z<a}

les semirectes tancades. El simbol oo se anomena infinit i no correspon amb
cap nombre real; en aquest context, en escriure 400 volem indicar una quantitat
indeterminada positiva tan gran com es vulgui, mentre que —oo indica una quantitat
indeterminada negativa tan petita com es vulgui.

Sigui A un subconjunt de R. Diem que k£ € R és una cota superior de A si es
compleix
<k

per a tot z € A; diem que k£ € R és una cota inferior de A si es compleix
kE<zx

per a tot x € A. Per exemple, en RT, qualsevol nombre negatiu és cota inferior, i
en R, qualsevol nombre positiu és cota superior. Diem que un subconjunt A de R
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esta fitat superiorment (resp. inferiorment) si A té alguna cota superior (resp.
inferior); diem que A esta fitat quan ho esta superior i inferiorment. Per exemple,
qualsevol interval tancat [a,b] és un conjunt fitat, ja que, b es cota superior i a és
cota inferior; la semirecta(—o00, a) és un conjunt que esta fitat superiorment pero no
ho esta inferiorment.

Si A és un subconjunt de R que esta fitat superiorment (resp. inferiorment),
s’anomena suprem (resp. infim) de A, denotat per sup A (resp. inf A), a la menor
(resp. major) de totes les cotes superiors (resp. inferiors); si el suprem (resp. infim)
de A és un element de A, aleshores el suprem (resp. infim) s’anomena maxim (resp.
minim) de A i se designa per max A (resp. min A).

Una propietat fonamental de R és la segiient: Tot subconjunt no buit fitat supe-
riorment (resp. inferiorment) té suprem (resp. infim).

En aquesta seccié donarem les propietats de les poténcies de nombres reals amb
exponent natural i veurem també com s’estén el concepte formal de potencia d’expo-
nent natural al d’exponent enter. Encara que no ho demostrarem, cal saber que les
propietats donades per les poténcies d’exponent natural s’estenen sense dificultat a
les de poténcies amb exponent enter.

Si a és un nombre real i n és un nombre natural, s’anomena poténcia n-esima
de a, i la designem per a”, al resultat de multiplicar a per si mateix n vegades, és a
dir,

n vegades

n /_/%
a ' =a--*--Qa

En I'expressio a™, el nombre a s’anomena base, i n, exponent.

(- (DD

Per exemple,

1. Producte de poténcies: el producte de potencies de la mateixa base és una
altra poténcia de la mateixa base i d’exponent la suma dels exponents, és a

dir,
a®-a™m = an-{—m
En efecte,
n vegades m vegades
an.am:(a.....a).(a.....a)
n+m vegades
——
= aq-----Q

n+m

=a
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Per exemple,
23 X 22 — 23+2 — 25

2. Quocient de poteéncies: el quocient de potencies de la mateixa base és una

altra potencia de la mateixa base i d’exponent la diferéncia dels exponents, és
a dir,

sempre que a # 01in > m.

En efecte, suposant que a # 0 i n > m, tenim

n vegades
—
a a e e e . a
a™ m vegades

a e e e . a
n—1 vegades

——
— a ----- a
— anfm
Per exemple,
37 X 32 37+2
35 35
39
_ 34
En particular, si m = n, aleshores
T

Per tant, ha de ser

sempre que a # 0.

3. Potéencia d’una poténcia: la potencia d’'una potencia és una altra potencia
de la mateixa base i d’exponent el producte dels exponents, és a dir,

(an)m — an~m
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En efecte,

m vegades

m vegades

—_——
_nto+n

Per exemple,

4. Potencia d’un producte: la potencia n-ésima d’un producte és el producte
de les potencies n-esimes dels factors, és a dir,

(a-b)"=a"-b"
En efecte,
n vegades
(a b)” = (CL . b) ..... (a b)
n vegades n vegades
— (lgpoooos a)-(b- b)
—a" - b

En particular, tenim

si n és par
si n és senar

Per exemple,

5. Potéencia d’un quocient: la poténcia n-esima d’un quocient és el quocient
de les potencies n-esimes del numerador i del denominador, és a dir,

(a>"_a"
b) b

sempre que b # 0.
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En efecte,

n vegades

Per exemple,

Per estendre el concepte formal de potencia d’exponent natural al de exponent
enter i negatiu, hem d’observar el fet segiient:

on n és un nombre natural i a és un nombre real diferent de zero. Aquest fet justifica
la segiient definicio: si n és un nombre natural i @ és un nombre real diferent de zero,
s’anomena poténcia d’exponent —n al nombre designat per a™" que es defineix
per

Com a conseqiiéncia d’aquesta definicié tenim que, si n i m sén nombres naturals,
aleshores

fins i tot quan m sigui major que n.

No és dificil demostrar que les propietats de les potencies de exponent natural
son també valides per les potencies de exponent enter.
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Per exemple,

/

wirNo

~— o [N—
| who

—
|
N

win

Wl N
N——
L
\
!
&

I
Wl /N —

Veurem en un altre apartat que, una vegada introduit el concepte d’arrel n-esima,
podrem estendre encara més el concepte de potencia, ampliant el camp de validesa
de les propietats ja estudiades al de les potencies d’exponent racional.

Si la calculadora té la tecla z¥ podras calcular poténcies directament. Per exem-
ple, per calcular 3° has de teclejar

3 i 5 = 1 obtindras 243

Tanmateix, quan els resultats de les potencies son nombres en valor absolut molt
grans o molt petits les calculadores mostren els resultats en notacié cientifica. Per
exemple, en calcular la poténcia 100

100 Y 10 = obtindras . 20

que significa
1 x 10%

Un nombre en notacié cientifica es representa com un nombre compres entre 1
i 9 multiplicat per una potencia de 10 amb exponent enter. En el camp de les
ciéncies experimentals és molt habitual expressar quantitats en notacié cientifica.
Per exemple, el nombre de Avogadro

6.02 x 10

o la massa del proto en grams
1.9 x 107
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son dos nombres en notacié cientifica que representen valors aproximats dels valors
reals de les magnituds mesurades en cada cas. Observa que la poténcia de 10 ens
dona rapidament una idea de I'ordre de magnitud del nombre i el nombre de xifres
amb que s’escriu el nombre correspon amb el grau de precisié que es vulgui donar a
la mesura. En general, utilitzarem aquesta notacio per facilitar la lectura i el maneig
de nombres molt grans o molt petits en valor absolut.

Si es vol introduir un nombre en notacié cientifica en una calculadora, farem
servir la tecla EXP per introduir I'exponent de la poténcia. Per exemple, 1.9 x 10724
s'introdueix teclejant

1.9 EXP 24 +/—  iapareixera 1.9 ~*

En la seccié anterior hem apres a calcular poténcies n-esimes de nombres reals
i ara ens plantegem el problema invers: donat un nombre real a volem trobar un
altre, x, tal que la seva potencia n-ésima sigui igual a a, és a dir, volem resoldre
I’equaci6

" =aq

En aquesta secci6é veurem que aquesta equacié té sempre solucié si a és no negatiu; les
seves solucions s’obtenen a partir del calcul de ’arrel n-esima de a que es designa pel
radical {/a. Veurem també que el problema invers queda resolt si limitem 1’atencié
a les potencies amb base un nombre real positiu z, verificant-se aleshores

Va=1x < a=2a"
En aquest cas, el calcul invers de la potenciacié s’anomena radicacié.
Potencjacié
Va=2z =" a=2a"

{l/a — Ragigcié a— z°

La diagonal d’'un quadrat el costat del qual mesura una unitat de longitud és un
nombre real positiu que satisfa I'equacié

Sabem que aquest nombre és irracional i, per tant, només podrem escriure’l de
forma aproximada perque la seva expressié decimal té infinites xifres decimals no
periodiques. Tot i que sigui impossible coneixer-lo de forma exacta, sabem que
hi ha metodes per trobar el seu valor amb el grau d’aproximacié que es vulgui
(mitjangant calculadora o per aproximacions successives de nombres racionals o bé
per 'algorisme classic d’extraccié d’arrels quadrades). Tanmateix, podem expressar-
lo en forma exacta mitjangant el simbol del radical J/ per V2. L’expressié /2
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s’anomena arrel quadrada de 2. En escriure v/2 ens referim al nombre en la seva
forma exacta, és a dir, al nombre que elevat al quadrat dona 2, és a dir,

(\/5)2 — 9

Ara bé, I'equacié 2% = 2 té dues solucions: I'arrel quadrada positiva, v/2, i I'arrel
quadrada negativa, —v/2, ja que, es compleix

(-v2) = (-v9) - (-v2)

(va)

Observem que les equacions com, per exemple, 22 = —1 no tenen solucié perque el
quadrat d’un nombre real mai és negatiu. Per tant, les expressions v—1 i —v/—1
no tenen sentit ja que no representen cap nombre real.

En general, les equacions de la forma
" =a
on a és un nombre real positiu, tenen dues solucions: y/a i —+/a. Escrivim

*=a = z==a

Exemples

1. V16 = 4i —/16 = —4, ja que 4> = 16. Per tant, les solucions de I’equacié
2?2 =16 s6n r = +4

2. Si /a = 13, aleshores a = 13% = 169
3. Si —y/a = —1.1, aleshores a = (1.1)*> = 1.21
4. Si 2z = 4, aleshores 2o = 4% = 16 i, per tant, x = 8

5. (v8)! =31 (V8 = () V=55
6. (3v7) =3 (v7) =9-7=63

7. Si /2r —1 = 5, aleshores 20 — 1 = 52 = 25 i, per tant, 2x = 26 i, en
conseqiiencia, x = 13

L’aresta d’un cub el volum del qual és de tres unitats cibiques és un nombre real
positiu z que satisfa I’equacié
=3

Es pot demostrar que també és un nombre irracional i, per tant, el seu valor numeric
només podra calcular-se de forma aproximada. Tanmateix, igual que abans, podem
expressar-lo de forma exacta mitjancant el simbol del radical Y per /3. Aquesta
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expressié s’anomena arrel ctbica de 3, i amb ella ens referim al nombre que elevat

al cub dona 3, és a dir,
3
(V3) =3

Ara, les equacions com, per exemple,
2= -8
si que tenen soluci6 i, en aquest cas s’escriu com
T=+v—-8=-2

ja que
En general, I'equacio

on a és qualsevol nombre real, té una tnica solucié que expressem com
z=+a
Exemples:

1. /=64 = —4, ja que (—4)3 = —64
2. Si v/2x = 4, aleshores 2o = 4% = 64 i, per tant, v = 32

s (05) =5 (49)' = (49) ¥ =95
A (26/5)3:23 (3/5)3:8-5:40

En general, podem trobar-nos amb equacions de la forma
5" = @

on n és un nombre natural major que 1 i a € R. Si n és par i a és positiu, I'equacid
admet dues solucions que s’ expressen en forma exacta mitjancant els radicals {/a
i —{/a. Al radical {/a s’anomena arrel n-ésima positiva de a, i a —{/a, arrel
n-eésima negativa de a; n s’anomena index de l'arrel i a s’anomena radicand.
Amb aquestes expressions ens referim als nombres reals la potencia n-esima dels

quals és igual a a
n

(Va)" = (-Va)" =a
Com hauras observat tot d’una, els nombres reals negatius no tenen arrels d’index
par. Sin és senar i a és qualsevol nombre real, 'equacié admet una sola solucié que
s’expressa per {/a; /a sera un nombre real negatiu si a és negatiu, ja que com que
és m senar i es verifica que
(Va)" =a
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aleshores ({/a)" és negatiu i d’aqui, per les regles dels signes, deduim que {/a ha de
ser també negatiu.

De la definicié d’arrel n-esima es dedueix en seguida la segiient propietat
Ja=r = 2"=a

En efecte, si /a = z, aleshores

El reciproc d’aquesta propietat és fals, ja que, per exemple,
22 — (—2)2 =4

i, per tant, podriem escriure v4 = 2 1 /4 = —2, cosa que no és possible ja que
—2 # 2. Aquesta contradiccié es deu al fet que en efectuar potencies d’exponent
par, per les regles dels signes, els nombres reals positius i negatius es confunden.
Tanmateix, si limitem 'atencié a les potencies amb base un nombre real positiu,
aleshores es compleix el reciproc

Ja=1x < z"=a

En altres paraules, dir que a és la poteéncia n-ésima d’un nombre real positiu x
equival a dir que = és l'arrel n-esima de a. Hem definit aixi un procés de calcul
invers al de la potenciacié amb exponents naturals. Aquest procediment s’anomena
radicacio i consisteix a extreure ’arrel n-esima d’un nombre positiu. El resultat
d’efectuar aquest procés s’anomena arrel n-eésima d’aquest nombre.

Exemples:

1. V16 = 4, ja que 4% = 16, perd també —/16 = —4, ja que (—4)? = 16

2. V27 =3, ja que 3° =27

3. /=32 = —2ja que (—2)° = —32

4. /=16 no és un nombre real, ja que segons les regles dels signes en la multipli-
cacio dels nombres reals, no hi ha cap nombre real el quadrat del qual sigui
negatiu

5. v/8aSb® = 2a%b, ja que (2a2b)® = 8alb?

6. /L =5 ja que (%) = B

El calcul d’arrels és immediat si es disposa de calculadora. El calcul sense cal-
culadora sera senzill si I'arrel és exacta, ja que n’hi haura prou amb efectuar la
descomposicio factorial del nombre i, després aplicar la definicié d’arrel. Si 'arrel
no és exacta, sempre podra aproximar-se per tempteig fins a un cert grau mitjan-
cant 1'is de les operacions elementals. Tanmateix, el metode per tempteig és llarg
i pesat. En lloc seu, es fan servir algorismes de calcul, com el que es coneix per
extreure l’arrel quadrada d’un nombre, o també metodes iteratius d’aproximacio; en
realitat, les calculadores cientifiques tenen implementat un d’aquests procediments
iteratius perque de forma automatica calculi I'arrel de qualsevol index. No tractarem
de moment aquests darrers enfocaments de calcul d’arrels.
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Si es disposa d'una calculadora amb la tecla e el resultat és immediat. Sino es
disposa de calculadora, en els exemples que segueixen s’explica com s’extreu 1’arrel
quadrada d’un nombre pel algorisme ordinari.

Exemple 1.1

Arrel quadrada de 73984

Separem el nombre en blocs de dues xifres comencant per les unitats i es busca
un nombre (en aquest cas és 2) el quadrat del qual sigui menor o igual que el
primer bloc (en aquest cas és 7). Ara es fa la resta indicada, resultant 3.

\1384 2

3

D’aquesta manera hem obtingut la primera xifra de 1’arrel.

Ara es baixa el bloc seglient (en aquest cas és 39) i es duplica el nombre trobat
en el pas anterior (en aquest cas és 2 -2 = 4). Aleshores es busca la xifra (en
aquest cas és 7) que, col - locada després del doble del nombre trobat en el pas
anterior formi un nombre que multiplicat per aquesta xifra resulti un nombre
menor o igual que el nombre que resulta després d’haver baixat el segiient bloc
(en aquest cas 339). Ara es fa la resta indicada, resultant 10.

Q 7'39'84 | 27
LA 47w 7 =329

339
329

i0

D’aquesta manera hem obtingut la segiient xifra de I’arrel.

Es repeteix de nou aquest procés fins que no es puguin baixar més blocs. Si
I"iltima resta efectuada té com resultat 0, 'arrel quadrada és exacta. En cas
contrari, el valor de I’arrel sera un nombre decimal. En el nostre cas, obtenim
que 'arrel quadrada és exacta i el seu valor és 272 com s’indica a continuacié

\I T3gaq | 272
L 4 7% 7 =329
339 e
329 54 2 x 2 = 1084
10a4
1084

Podem comprovar el resultat mitjancant la calculadora, teclejant

73984 va = i obtindras 272
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Exemple 1.2

Arrel quadrada de 123,45 amb quatre xifres decimals

Separem el nombre en blocs de dues xifres comengant per les unitats (des de la
coma) i es busca un nombre (en aquest cas és 1) el quadrat del qual sigui menor
o igual que el primer bloc (en aquest cas és 1). Ara s’efectua la resta indicada,
resultant 0.

\| 1'23,45 |1
1

0

D’aquesta manera hem obtingut la primera xifra de 'arrel.

Ara es baixa el bloc segiient (en aquest cas és 23) i es duplica el nombre trobat
en el pas anterior (en aquest cas és 2-1 = 2). Aleshores es busca la xifra (en
aquest cas és 1) que, col - locada després del doble del nombre trobat en el pas
anterior formi un nombre que multiplicat per aquesta xifra resulti un nombre
menor o igual que el nombre que resulta després d’haver baixat el segiient bloc
(en aquest cas 23). Ara es fa la resta indicada, resultant 2.

\11'23,45 11
— 2ix1=21

D’aquesta manera hem obtingut la segiient xifra de 'arrel.

En aquest cas, en baixar el bloc segiient, ens trobem abans amb la coma. Aixo
vol dir que en el valor de I'arrel caldra col - locar també la coma. Aleshores, a
partir de I'altima xifra decimal del nombre caldra afegir zeros fins a aconseguir
que el nombre de blocs de dues xifres a partir de la coma sigui el nombre de
xifres decimals amb el que volem trobar I’arrel. En aquest cas hi haura que afegir
6 zeros. A partir d’aqui, repetirem de nou el procés fins que no es puguin baixar
més blocs.

\ | 1'23,4500'0000 | 11'1108
l— 21x 1 =21
023 ——
21 221x%1 =221
245 _
o 2221 x1 = 2221
2400 222208 x 8 = 1777664
2221
1790000
1777664

123336

Observem que hi ha un pas en que no hi ha cap xifra que, col - locada després
del doble del nombre trobat en el pas anterior (en aquest cas és 2222) formi un
nombre que sigui menor o igual que el nombre que resulta després d’haver baixat
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el segtient bloc (en aquest cas és 17900). Aleshores es baixara el segiient bloc i
es col - locara 0 com la segiient xifra decimal de I’arrel.
Podem comprovar el resultat mitjancant la calculadora, teclejant

12345 /- = i obtindras ~ 11.11080555

la seva aproximaci6é per defecte amb quatre xifres decimals coincideix amb el
nostre resultat.

Si la calculadora té la tecla amb la funcié z'/¥, per calcular /3796416 has de
teclejar
3796416  z'Y 3 = iobtindras 156

De la mateixa manera, per calcular v/217.4 has de teclejar

2174  2Y¥ 5 = {obtindras = 2.933944593

Si no té la tecla 2/ pero si té la tecla per la poténciaz?, també podem calcular les
arrels anteriors de la seglient manera

3796416 ¥ 3  1l/x = 156

2174 2¥ 5 1/x = 2.933944593

Per exemple, per calcular v/3796416 per descomposici6, primer descomponem el
radicand en factors primers

3796416
1898208
2949104
474552
23ATETE
118638
59319
19773
6591
2197
169

13

1

L L L) B RS R R R R

T
ok dad dad

resultant
3796416 = 2° - 33 . 133

Ara bé, per les propietats de les potencies, podem escriure també

3796416 = (2% -3 - 13)®
= 156°
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Per tant, tenim

V3796416 = V1563 = 156
De la mateixa manera, per calcular /0.0064, primer observem que

0.0064 = 64 -10"* =2°.107* = (2* - 1072)?

i, per tant,

v0.0064 = 22 - 1072 = 0.08

Per calcular per tempteig una arrel com, per exemple, v/5.23, primer observem

que
1<+v/523<2

pues
1°=1<523<8=2°

D’aquesta manera, sabem que
V523 =1.---

Ara, trobaremos la xifra de les décimes també per tempteig. Observa els calculs
seglients:

1150 = 3378 < B.28

1.6% = 4.096 < 5.23

1.7 =4.913 < 5.23

1.8% =5.832 > 5.23

A partir d’aqui, és clar que
1.7< V523 < 1.8

i, per tant, sabem que

v523=1.7 ---

De la mateixa manera es trobaran les altres xifres decimals. Aixi, per les centesimas

tenim
1.75% = 5.359375 > 5.23

1.743 = 5.268024 > 5.23
1.73% = 5177717 < 5.23

i, per tant, obtenim que

v5.23=1.73 ---

En el calcul amb arrels o amb expressions que les contenen es poden aplicar les
propietats usuals de les operacions amb nombres reals i certes propietats que veurem
en aquest apartat. Al calcul fet d’aquesta manera, sense utilitzar valors aproximats
dels nombres irracionals que apareixen (és a dir, expressant-los en forma exacta, com
a radicals), s’anomena habitualment calcul amb radicals.

Les propietats de les operacions amb radicals sén:
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1. Producte

2. Poteéncia

3. Quocient

4. Radicacid

A més, pel calcul amb radicals,sera convenient coneixer les segiients técniques:

1. Obtencié de radicals semblants
am = {/a

2. Simplificaci6 de radicals

\H/QPTH‘(].b:ap. ”aq.b

3. Suma i resta de radicals

4. Racionalitzacié de denominadors

Per provar les propietats segiients utilitzarem les propietats de les poteéncies
d’exponent natural, la definicié d’arrel n-ésima segons la qual a =bsi b =aila

propietat fonamental
(Va)" =a

sempre que ’arrel tingui sentit.

Aquesta propietat s’expressa dient que I'arrel d’un producte és igual al producte
de les arrels. En termes més formales: per tot a,b € R i per tot n € N es compleix

sempre que les tres arrels tinguin sentit.

En efecte,

(Va- ¥8)" = (va)"- (¥B)°

—a-b
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Per la propietat associativa de la multiplicacié, aquesta propietat pot estendre’s a
més de dos factors. Per exemple, per tres factors, tenim

Va-b-c={la-(b-c)

Exemples:

1.

V3204 - V242 - V4a2 = V/32a* - 242 - 4a?

(2f—\/§)2= (2\/5)2—2-2\/5-\/§+(\/§)2
= 4V52 — 415 + V32
=20—4v15+3
=23 —4V15

De la propietat del producte d’arrels s’obté de forma immediata la propietat de
la potencia d'una arrel que s’expressa dient que la poténcia d’una arrel és I'arrel de

la poteéncia, és a dir,
m

(47" - v
sempre que les dues arrels tinguin sentit.

En efecte,

m factors

I
S
S

Exemples:
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1.
(v79)" = (V&)
_ 4 (36)2
— /312
=& = 2y
2.

(Voa?h)” (V3at?)" = /(9a2b)y/ (3ab?)*
— ¢/(81a%b2) (9a2b)
— /7294508
= +/(3ab)°
= (3ab)® = 94°b”

i

Aquesta propietat s’expressa dient que I'arrel d’un quocient és igual al quocient
de les arrels. En terme més formales: per tot a,b € R amb b # 0 i per tot n € N es

compleix
n
o _ a

b b

sempre que les tres arrels tinguin sentit.

En efecte,
(W)" _ Wa)
) ()
_¢
b
Exemples:
1.
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Aquesta propietat s’expressa afirmant que 'arrel d’una arrel és una altra arrel

que té com a index el producte dels indexs de les arrels, és a dir,

sempre que les tres arrels tinguin sentit.

En efecte,

(Vva) " = [(Vve)
= (va)"
=X

Exemples:
1.
/v ab B Vab _1q
o  ab
2.

|
A/~
-
N
w
(=]
~—
w
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Observa que es compleix
3=19=v27=81

és a dir, el nombre 3 esta representat per diferents radicals. Es diu aleshores que
aquests radicals son equivalents. Dos radicals s” anomenen equivalents quan tenen
les mateixes arrels.

Per obtenir un radical equivalent a un de donat tenim la segiient propietat
"am = a

En efecte,

("am)" = "fam)

Amb aquesta propietat, veiem que
3 9 _ 6 4 9 6 12 8 __ 15 10
22 =Vv2t=v2 = V20 = V2

i, en general, aquesta propietat permetra simplificar radicals, reduir-los a index comi
i comparar-los.

Exemples:

o Simplificacié de radicals:

_ g3
— VP

= aVi?V
= abV/b

e Reduccié de radicals a index comu: tota multiplicacié i divisi6 amb
radicals de diferents indexs pot transformar-se de manera que tots els radicals
tinguin el mateix index. Una vegada feta aquesta transformacié, efectuarem
les operacions segons les propietats de les arrels.
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o
DO
~
w
=2}
[\
~
w

w
w
~
[\
o
—~
(OV]
~
[\
~—
no

©
\
>~

(=)

| *2] 3] oo

=2

w
w

N———
w

I
=)
/N
(USR]

[\

w

Vabyfavh Vb (Vay'vh)
aV/b Vay ¥
_ Vabyalb
- Vavhb

I

-

™)
= e,
| &
V| o

_ Yo
— Va ¥
o Comparacié de radicals: Ordenar de menor a major els segiients radicals

reduint-los a index com i sabent que mem(4,6,8) = 24, obtenim

és a dir,
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Per tant,

V5= V56 < V31 = V316 < V75 = V715

doncs, una vegada reduits els radicals a index comt, estem en condicions de
comparar-los i ordenar-los: és major el radical que té radicand més gran.

La formulacié d’aquesta propietat ve donada per
Var-b=aVb

sempre que les arrels tinguin sentit. Llegint d’esquerra a dreta, es fa la extraccié
d’un factor de I'arrel i, de dreta a esquerra, es realitza la introduccié d’un factor
en 'arrel. En efecte,

(a¥8)" =" (V)"
=a"-b
Podem donar una formulacié més general d’aquesta propietat escribiendo que

Vaprtda . b =aP - Va?-b

En efecte,
(ap . \"/aq o b)n = apn . ( \ aq . b)n
=a’ - (a?- D)
=aP"te.
Exemples:

o Extracci6:

1.
Va7 = Jg23+1
=a*va
2.

VoS82 — glate /pra /34
= ava2b?®
= ab’c*\/a
e Introduccio:
1.
2.93.6-v/5=2.%¥37.6. V5
_ 35/235 . 3\57? 35/—635 ' %
— ¥/935.37.6%5 . 55
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Es important assenyalar que Parrel d’una suma no és la suma de les arrels
Va+b# Ja+ Vb
Per provar aquest fet, donem ’exemple segiient

VI=V2+T4V2+VT7

ja que
(VZ+V7) = (V) +2v2v7 + (V7)°
=9+2V14#£9

En general, quan hi hagi una suma d’arrels només podrem agrupar els radicals
semblants, utilitzant la propietat distributiva de la multiplicacié respecte de la suma

bi/a+ci/a=(b+c)Va
Exemples:

1.

V45 — 23/81 — 3v/180 4 v/375 — v/80 = V5 - 32 — 2v/33+1 —3v/22 .32 . 5 4+ V/53 .3 — /222 . 5
=3v5-2-3V3-3-2-3V5+ 53 - 2%/5
=(3-18-4)V5+(5-6)V3
=-19v5 - V3

5Vab — 3v'a2b + 7Va2b = (5 — 3+ 7)Va2b
= 9V a2

La fraccid

3v2+1
5vV2++/3
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en tenir denominador irracional, es considera poc adequada si volem efectuar la
divisié indicada. Amb l'objectiu d’evitar errors en els calculs ja que caldria usar
aproximacions racionals tant en el numerador com en el denominador, i intentar tre-
ballar tant com sigui possible amb valors exactes, es recomana en aquests casos fer
abans la racionalitzacié del denominador. La racionalitzaci6 de denominadors
és una tecnica que consisteix a transformar la fraccié6 dada, de denominador irra-
cional, en una altra fraccié equivalent pero amb denominador racional. La tecnica
general consistira a trobar una expressié que en multiplicar-la pel numerador i el
denominador de la fraccié s’aconsegueixi que en el denominador de la nova fraccié
equivalent no aparegui cap arrel.

Estudiarem dos casos:

Cas 1: si el denominador conté una sola arrel, la fraccié és del tipus

a

cVbm
on m és menor que n. La racionalitzacié s’aconsegueix multiplicant numerador i
denominador per

Y pn—m

En efecte,

a  a i/ pn—m B a ¥/brv—m _avbrm
@ @ g cvbn cb

Si fos m major que n, es podria extreure fora del radical una certa poténcia de b i

dins quedaria una potencia de b de exponent més petit que n i a partir d’aqui es

procediria igual que abans.

Exemples:

1.
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Cas 2: Si el denominador conté una suma o diferencia d’arrels quadrades, la fraccio
és del tipus

a
by/c £ dv/e

La racionalitzacio s’aconsegueix multiplicant numerador i denominador per 1'expres-
si6 conjugada del denominador by/c F d+/e

En efecte, tenint present que

(e +dve) (e —dve) = (we) - (ave)
=2 (ve) ~ ¢ (v8)

= b?c — d%e

2

aleshores tenim

a B a by/c — dy/e
bv/e+dye  byc+dye bye—dyfe
_albye-dve)

b%c — d%e
_ aby/c — ad/e

b2c — d2e

i de forma analoga es fa l’altre cas.

Exemples:
1.

5 5 5++5
5—v5 5—+5 5++5
5(5+/5)

5 - (V5)
5(5+V5)

20
_5+45
4

3vV2+1 _ 3vV2+1 5/2-43
5vV2+v3  5vV2+v3 5V2—3
(3v2+1) (5v2 - v3)

(5v2) - (v3)°
15(v2)” ~ 3v2V3 +5vZ — V3
52 (v2) -3

_30—3v6+5v2—+/3
- A7




CAPITOL 1. TEORIA 56

n

En prendre el conveni de definir a™" per

a7t =— (1.6.1)

amb a > 01in € N, es va poder estendre el calcul de potencies d’exponent natural
al d’exponent enter. Amb la finalitat d’ampliar encara més el concepte formal de
poténcia, ara prenem el conveni de definir a™/™ per

m/n

a™m = fam
amb n,m € Nia >0, idacord amb (1.6.1), convenim també definir a=™/™ per

1 1
a_m/n: —_—

am/n T gm
amb n,m € Nia > 0. D’aquesta manera, podem estendre el calcul de potencies
al d’exponent racional, ja que qualsevol nombre racional pot escriure’s com m/n,
onm € Zin € N. A més, aquest conveni és coherent amb la teoria ja coneguda,
és a dir, que totes les propietats que coneixem per les potencies d’exponent enter
continuen sent valides per les poténcies d’exponent racional.

Exemples:
1. 32%/5 =8, ja que V/323 = {/(2%)3 = /215 = 23 = 8.
2. 817Y4 =1/3, ja que VBI-T = {/1/81 = {/1/31 = 1/v/31 = 1/3.

Aquestes propietats son importants perque quan hagim d’operar amb expressi-
ons en les que apareguin exponents racionals, podrem usar-les directament sense
necessitat de transformar-les en radicals.

Tanmateix, el seglient exemple mostra dues maneres de calcular una expressio
amb exponents racionals: una, consisteix a utilitzar les propietats de les potencies
d’exponent racional, i ’altra, consisteix a transformar primer ’expressié en una altra
equivalent amb radicals i després utilitzar les propietats dels radicals.

31/3 . 31/2 3%+§
3¢5 33

3% _ 3
31/3 . 31/2 g/g \/§
32/5 o e
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Producte de poténcies: Per tot a > 0, m,r € Z i n,s € N, es compleix

a0,
n

w3

w3

anm -a

En efecte,

Exemples:

1.

a/?2.p.g3 b3 = <a1/2 : b) : (a3 : b’1/3)
= <a1/2 : b) : (b—l/3 : a3>
— a2 (b5
_ a2, (bl—% .a3)
—al/2. (a3 . b2/3>
— <a1/2 ) a3) . p2/3
_ q3t3 . p2/3

— 72 23

Quocient de poténcies: Per tot a >0, m,r € Zin,s € N, es compleix

313

Q

a0
n

|3

=a

w3

Q
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En efecte,

Exemples:

1.

3 B 4.5-3
4, 5% -5
5 (3)
(53 . 5—2) . 53/4
5
5_53/4

5
— 53/4

a2b~—1a3/2pt (a?b~1 (a3/2b4)

)
a—1/2p=2q1/3  q-1/2 (b—2a1/3)

)

(

(a2b_1 (b4a3/2)
a=1/2 (a'/3b~2)
a2 (b71b4) a3/2
(a—1/2a1/3) h—2
a? (b3a3/2>
T q-1/6p—2
a? (a3/2b3)
T g l/6p—2
<a2a3/2> b3
a—1/6p—2
a’/2p3
a-1/6p—2
a’l? B3
a-1/6 p-2
q22/6 P

_ CL11/3 . b5
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Potencia d’una poténcia: Per tot a > 0, m,r € Z in,s € N, es compleix

En efecte,
(a%>g = ( am)g
— ( n am)r
= o & (am)r
= /qmr
— qns
—qn’s
Exemples:
1.
(21/2>1/3 . (24)1/5 16 ot
_ 929/30
2.
(al/Q . %)1/4 (a1/2 ) a_1/15)1/4
a2’ B q-2/3
al/8 . q—1/60
=
13/120
RPE=TEY
_ 31/40

Poténcia d’un producte: Per tot a,b > 0, m € Z i n € N, es compleix

En efecte,

(a-b)™"™ = {/(a-b)m
= Vam™ - bm
_ e

Exemples:
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1.
e (- [ 2] 6
3/2 3/2
=2 )
3 3/2 2 3/2
0"
-G
=1¥2=V13=1
2.

e

— 52 p1o/3

Potencia d’un quocient: Per tot a,b > 0, m € Z i n € N, es compleix

a\™m/n &m/n
(b> ek

En efecte,
G A
G =)
n am
~Vom
J— "am
-
R
=
Exemples:
1.
(16 -9 - 25)1/3 16-9-25\1/3
(8-27.5)173 :(8~27-5>
10 1/3
-(3)
2.

a2b \° (a3 \ 2 (a2b)? (cfl/?’lf’)l/2
b2q) "\ a2b? :(b1/2a)3' (a208)'/?
B abh3 a_1/61)5/2
T 0323 abd?
435/6p11/2
a*bh?
_ g11/6 . /2




Exercici 2.1

(1) Calcula la diagonal del rectangle les dimensions del qual sén 2 cm i 1 cm, i
(2) determina si el nombre que has obtingut és racional o irracional.

Solucio

(1) Si designem per z el valor de la diagonal, com que és rectangle el triangle
ABC

podem aplicar el teorema de Pitagores. D’aquesta manera, tenim
?=22+12=5

Per tant, z = /5, és a dir, la diagonal del rectangle és un segment de longitud
V5 cm.
(2) Demostrarem per reduccié a I'absurd que el nombre /5 es irracional. En
altres paraules, suposant el contrari, és a dir, que v/5 és racional, deduirem
una contradiccié. En efecte, si v/5 és un nombre racional, aleshores podrem
expressar-lo com una fraccié

VB =2 (2.1.1)

m

on n,m € Z. No és restrictiu suposar que a més la fraccié és irreductible, ja
que, si no ho fos, la reduiriem a una fraccié irreductible equivalent. Per tant, els
nombres enters n i m sén primers entre si. A més, m no pot ser 1 ja que, si ho
fos, /5 seria un nombre enter i aixd no és possible ja que, en la figura 1 hem
situat v/5 sobre la recta mitjancant regla, escaire i compas i hem comprovat que
v/5 és major que 2 i menor que 3.

61
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0 1 2 5
Figura 1

i

Ara bé, es compleix (2.1.1) si

n\2 n?
m m
N , lle 1 b o 2 - 2 N drat
pero aixo no és possible ja que els nombres enters n° i m?, perque séon quadrats,
tenen descomposicions en factors primers en que tots els factors estan elevats
al quadrat i, a més, en haver suposat que n i m sén primers entre si, no tenen

cap factor en comu. Per tant, la fraccié 75 també és irreductible i no es pot
simplificar i ser igual a5.

Exercici 2.2

Un rectangle s’anomena auri quan té la propietat que si li traiem un quadrat, el
rectangle que queda és semblant al primer.

El quocient entre el costat major i el costat menor d’un rectangle auri s’anomena
el nombre auri i es designa per ®. (1) Calcula el nombre auri. (2) Prova que ®
és un nombre irracional.

Solucio

(1) Com que son els rectangles ABDE i CDEF semblants, els seus costats seran
proporcionals. Per tant, podem escriure
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B < o
a
A P IS 5 E
és a dir,
b
a b
De la proporcio
at+b a
a b
obtenim
14 b a
a b
o0, el que és el mateix,
o I a
4 b

b
Ara bé, sabem que ® = { i, per tant, podem escriure

1+—=&
+<I>
és a dir,
1 ®-1
o 1
d’on
d(D—1)=1
P2 —Pd=1
P2 —Pd—-1=0

Resolent aquesta equacié de segon grau, obtenim les dues solucions segiients
1+v1T+4 1446
2 2

Tenint present que ® designa un quocient entre longituds de segments, ® ha de
ser un nombre positiu. Per tant, el nombre auri ve donat per

_1+4+56
2

d

(2) Demostrarem per reduccié a I'absurd que ® és un nombre irracional. Primer,
observem que

1 o 1 1
_ L V5 — V5

> 2773

)
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d’on s’obté

3 _ V5 (2.1.2)

N |

Si fos ® racional, com que és % un nombre racional, aleshores, per (2.1.2), v/5
seria un nombre racional, pero aixo no és possible, segons hem vist en 1’exercici

1. D’aquesta manera, deduim que ® és un nombre irracional.

Exercici 2.3

(1) Amb regla, escaire i compas, representa sobre la rectals segiients nombres: a)
3(1—v2),b) 23=v2), ¢) (1 ++/5). (2) Prova que els tres nombres anteriors
son irracionals.

Solucio

(1) Per resoldre aquesta qiiesti6, primer tracem una recta horitzontal. Després
situem 1’origen i, a partir d’ell, situem la unitat.

a) Primer, construirem sobre la recta un segment de longitud v/2. Per aixo, amb
I'ajuda de l'escaire dibuixem un triangle rectangle isosceles de catets iguals a 1.
Pel teorema de Pitagores, la seva hipotenusa sera v/2. Amb l'ajuda del compas,
situem v/2 sobre la recta. Hem construit aixi un segment de longitud v/2, indicat
en vermell en la figura 2

H1-2) -1 1-,@6 1 2

Figura 2

Ara situarem 1 — /2 sobre la recta. Per aixd, amb I'ajuda de la regla, tracem
un segment de longitud /2 a partir de 1 cap a l'esquerra; per veure com s’ha
fet, mira la figura 2. Finalment, fem tres parts iguals sobre una recta qualsevol
que passa per lorigen i, unim amb una recta el punt 1 — v/2 amb lextrem
de la primera part. Ara, amb 'ajuda de la regla i l’escaire, tracem una recta
paral - lela des de 'extrem de la tercera part, pel teorema de Thales?, el punt
determinat per aquesta paral - lela sobre la recta sera 3(1 — v/2); per veure com
es fa aix0 mira de nou la figura 2.

b) Procedirem de la mateixa manera per situar sobre la recta el nombre 2(3—+/2).
Com a resum, adjuntem la figura 3, on es poden veure els passos que s’han fet
per situar 2(3 — v/2).
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Figura 3

c¢) De nou, cal aplicar el metode explicat a l'apartat a). Com resum, adjuntem
la figura 4, on es poden veure els passos que s’han fet per situar %(1 + \/5)

0 1 1|:1+1%,|'§:|I2,.‘,|r'§ 3 1+:,.|"§

Z
Figura 4

(2) Per provar que els tres nombres anteriors sén irracionals utilitzarem el metode
de demostraciéo per reduccié a ’absurd. Segons aquest metode, es suposa el
contrari i per raonaments correctes hem de deduir una contradiccié. En aquest
cas, es conclou que la hipotesi que haviem negado és vertadera.

a) Sabem que /2 és un nombre irracional. Suposem que 3(1—+/2) és un nombre
racional r, aleshores

ero 1 — I és un nombre racional, cosa que és absurda amb el fet que 2 és un
3 )

nombre irracional.
b) Procedirem de la mateixa manera, n’hi ha prou amb suposar que

=2(3-V?2)
=3—+/2

sll\ﬂﬁﬁ

r
-3 —
2

i, com 3 — L és un nombre racional, s’arriba a una contradiccié, ja que, v/2 és

2
un nombre irracional.
c) Ens adonem que (1 ++/5) és el nombre auri. En lexercici 2, hem vist que

aquest nombre és irracional.

“Recorda que el teorema de Thales diu que els segments determinats sobre dues rectes
concurrents tallades per diverses rectes paral - leles sén proporcionals.
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Exercici 2.4

Utilitzant una calculadora que no té la tecla per calcular arrels, com trobaries
una expressié decimal del nombre /2 amb quatre xifres exactes?.

Solucio

Sabem que z = v/2 si 2° = 2. D’aquesta manera, hem de trobar nombres tals
que el seu cub sigui 2. Per tempteig, mitjancant una calculadora, obtenim els
segiients resultats per v/2:

Grau d’aprox. \‘5/§ és major que \3/5 és menor que | Observacions
(1) | Unitats 1 2 13=112°=8
(2) | Décimes 1.2 1.3 1.23=1.728 1 1.33=2.197
(3) | Centesimes 1.25 1.26 1.253= 1.953125 i 1.263= 2.000376
(4) | Mil - lésimes 1.259 1.260 1.2593= 1.995616979 i 1.2603= 2.000:
(5) | Deumil - lesimes | 1.2599 1.2600 1.25993= 1.999899758 i 1.263= 2.000:
(6) | Centmil - lesimes | 1.25992 1.25993 1.259923= 1.999995000 i 1.25993%= 2

De (6) obtenim que 1.259 és el valor aproximat de /2 amb 4 xifres exactes.

Exercici 2.5

Classifica els segiients nombres en naturals, enters, racionals, irracionals, reals i

no reals. ]
V81, v/81, —5\/63.999..., 0.363636..., 7.3,
13
- V=25, —125,0.363663666..., v/ —25
Solucié

Resumim els resultats mitjancant la taula segtlient:

Nombre N | Z |@Q |I | R | Observacions
V81 Si | S |Si |No|Si |v81=9
/81 No | No | No | Si | Si | Nombre decimal no periodic
—14/63.999... | No|Si |Si |No|Si | —263.999..=—-1/64=-18=—4
0.363636... No | No | Si | No | Si | Nombre decimal perlodlc
7.3 No | No | Si | No | S | Nombre decimal exacte
g No | No | Si | No | Si | Nombre decimal periodic
—25 No | No | No | No | No | No hi ha cap nombre real el quadrat del qual sigui negatiu
—/25 No | Si | S{ |No|Si | —v25=-5
0.363663666... | No | No | No | Si | Si | Nombre decimal no periodic
v/ —25 No | No | No | Si | Si | Nombre decimal negatiu no periodic




CAPITOL 2. PRACTICA 67

Exercici 2.6

Considera la successié d’intervals encaixats definida per

(04 0D [0 d) (o)

és a dir, els intervals sén de la forma

1\" 1 n+1
(1+2) (1+2)"]
n n
onn=1,23,.... Comprova que aquesta successié defineix el nombre irracional
anomenat nombre e, prenent n = 1, 10, 50, 100, 500, 1000, 10000, 100000 i

1000000. Escriu les xifres exactes del valor aproximat del nombre e que pots
obtenir a partir dels valors indicats per n.

Solucio

Mitjancant una calculadora cientifica pots calcular de forma aproximada el nom-
bre e.
e = 2.718281828

Ara calculemos els intervals encaixats per n = 1, 10, 50, 100, 500, 1000, 10000,
100000 i 1000000.

n n+1
n RlJri) (1+1)
1 [2, 4]
10 [2.59374246, 2.853116706]
50 [2.691588029, 2.74541979]

100 [2.704813829, 2.731861968]
500 [2.715568521, 2.720999658]
1000 | [2.716923932, 2.719640856]
10000 | [2.718145927,2.718417741]

100000 | [2.718268237,2.71829542]
1000000 | [2.718280469, 2.718283188]

Per tant,
e = 2.71828...
Exercici 2.7

Escriu les aproximacions decimals per defecte i per excés fins a l'ordre 5 de v/3
i de 1 4+ /2. Amb quantes xifres exactes pots escriure els valors aproximats
d’aquests nombres?

Solucio

Amb una calculadora obtenim

V3 =1.732050808 i 14 v/2=2.25992105
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Aleshores les aproximacions decimals de /3 fins a l’ordre indicat, s6n

Ordre | Aprox. per defecte | Aprox. per excés
1 1 2
2 1.7 1.8
3 1.73 1.74
4 1.732 1.733
5 1.7320 1.7321

i a partir d’aquests resultats, podem escriure el seu valor aproximat amb 4 xifres

exactes

Per 1 + v/2 tenim

V3 =1.732...

Ordre | Aprox. per defecte | Aprox. per excés
1 2 3
2 2.2 2.3
3 2.25 2.26
4 2.259 2.260
5 2.2599 2.2600

i a partir d’aqui, podem escriure el seu valor aproximat amb 2 xifres exactes

1+vV2=22..

Exercici 2.8

Situa sobre la recta real el nombre .

Solucio

Per representar el nombre irracional 7 de forma aproximada sobre la recta real
ho farem mitjancant aproximacions decimals, ja que no és possible fer-ho amb
regla i compas. Amb l’'ajuda d’una calculadora, podem obtenir el segiient valor
aproximat

m = 3.141592654

Aleshores, prenent aproximacions decimals per defecte i per excés de 7, tenim

Ordre | Aprox. per defecte | Aprox. per excés
1 3 4
2 3.1 3.2
3 3.14 3.15
4 3.141 3.142

Ara podem situar 7 sobre la recta real de la segiient manera:
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augmentant U'interval [3, 4] de manera que puguem visualitzar I’ordre aproxima-
ci6 de les decimes, tenim

— } { f i i f f f | }
3 2.1 =22 23 &

augmentant 'interval [3.1,3.2] de manera que puguem veure l'ordre d’ aproxi-
macié de les centesimes, tenim

2.1 32.11 212 3,13 3.14 3,15 3.16 3.2

1 | ] I § }
= T

augmentant ara l'interval [3.14,3.15] de manera que puguem veure 'ordre d’a-
proximacio de les mil - lesimes, tenim

— [- i I —
314 3141 3142 3143 3.15

i aixi successivament, aquest procés pot continuar fins a aconseguir situar-lo amb
I’aproximacié del grau que ens interessi.

Exercici 2.9

Escriu tres nombres racionals i altres tres irracionals, compresos entre 4 i 5,
utilitzant fraccions i arrels. Justifica que els nombres que escriguis compleixen
la condicié imposada.

Solucié

Com a nombres racionals escollim, per exemple,

4
245_9_ 4k
2 2
que és el punt mitja del segment [4, 5],
445 B2 17
e My
2 2
que és el punt mitja del segment [4, %], i
9 19
:+5 = 1
22 _ 3 1,4
2 2 4

que 6s el punt mitja del segment [, 5].
Com que 42 = 16 i 5% = 25, com nombres irracionals escollim, per exemple,

V17 = 4.123105626
V18 = 4.242640687

V19 = 4.358898944
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Exercici 2.10

De dos nombres reals a i b es coneix que a = 7.325... i b = 24.46.... Dedueix
entre que valors es trobaran a + b i a - b, i amb quantes xifres exactes podran
donar-se en els resultats.

Solucié

Per simplificar 'escriptura utilitzarem la notacié a < b < ¢ per indicar que el
nombre real b esta compres entre els nombres a i ¢. Aixi, segons les dades, les
aproximacions per defecte i per excés de a i b son

7325 <a <7326 i 2446 <b <2447
Després,

7.325424.46 = 31.785 < a+ b < 31.796 = 7.326 + 24.47

7.325-24.46 = 179.1695 < a - b < 179.26722 = 7.326 - 24.47

A la vista d’aquestes desigualtats, és clar que les tniques xifres exactes per la
suma sén

a+b=317---

i pel producte,
a-b=179..--

Observa que només podem assegurar 1’exactitud de les xifres de la suma a + b
fins a les decimes, és a dir, fins a I'ordre anterior al que correspon Iiltima xifra
exacta del sumand de menor precisié (24.46..., que és exacte fins a les centesimes).
Mentre que, en el producte a - b només podem garantir tres xifres significatives,
és a dir, una xifra menys que el nombre de xifres significatives del factor que
menys té (tots dos tenen quatre xifres significatives).

Exercici 2.11

Utilitzant que v/ 17 = 4.1231046... i # = 3.1415926..., calcula amb aproximacié
fins a les mil - lesimes, els nombres reals segiients: (1) 17+, (2) V17—, (3)
VIT 7,1 (4) V17/7.

Solucié

(1) Per obtenir v/17+7 amb aproximaci6 fins a les mil - lésimes, s’han de prendre
V17 i m amb aproximaci6 fins a les deu mil - lesimes. Aleshores,

?
V17 4+ 7 =4.1231... + 3.1415... = 7.2646... = 7.264...
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(2) De la mateixa manera, per obtenir /17 — 7 amb aproximacié fins a
les mil - lesimes, s’han de prendre /17 i m amb aproximacié fins a les deu
mil - lesimes. Aleshores,

?
V17 — 7 = 4.1231... — 3.1415... = 0.9816... = 0.981...

(3) En trobar-se /17-7 entre 121 20, ja que 4 < /17 < 5i3 < 7 < 4, per obtenir
aquest producte amb aproximacio fins a les mil - lesimes, necessitem assegurar
que cinc (dues xifres enteres i tres xifres decimals) de les seves xifres siguin
significatives i, per tant, hem de prendre cada factor amb sis xifres significatives.
Aleshores,

2

VIT -7 = (4.12310...) - (3.14159...) = 12.95308973 ... = 12.953...

(4) Com que 3 < 7 < 4, aleshores i =0.25< % <0.333... = %; per tant, v/17/m
es troba entre 1 i g = 1.666.... Per obtenir aquest quocient amb aproximacio fins
a les mil - lesimes, necessitem assegurar que quatre (una xifra sencera i tres xifres
decimals) de les seves xifres siguin significatives i, per tant, hem de prendre el
numerador i el denominador amb cinc xifres significatives. Aleshores,

2

VIT 41231 o 00655 — 1312,

7 3.1415...

Exercici 2.12

Sabent que a = —1.427... 1 b = 7.3902, troba a + b, a — b, a- b i §, determinant
la precisi6 de cada resultat.

Solucié

Segons les dades, les aproximacions per defecte i per excés de a i b son
—1.428 <a < —1.427 i 7.3902 <b < 7.3903
Després,
—1.428 + 7.3902 = 5.9622 < a + b < 5.9633 = —1.427 + 7.3903

—1.428 — 7.3903 = —8.8183 < a — b < —8.8172 = —1.427 — 7.3902
ja que —7.3903 < —b < —7.3902, i, per tant, obtenim que

a+b=596.. i a—b=—88l..

és a dir, només podem assegurar ’exactitud de les xifres de la suma a + b i la
restaa — b fins a les centesimes, ja que el sumand de menor precisié és exacte
fins a les mil - lesimes.

D’altra banda, tenim que

(—1.428) - 7.3903 = —10.5533484 < a - b < —10.5458154 = (—1.427) - 7.3902

71



CAPITOL 2. PRACTICA 72

(—1.428) - 0.13532 = —0.19323696 < % < —0.19308737 = (—1.427) - 0.13531
ja que | |
73908 0.135312504 < 5 < 0.135314335 = 73902
és a dir,
[1) = 0.13531...

i, per tant, obtenim que
. a
a-b=-10.5... i 7= —0.193...

és a dir, només podem garantir tres xifres significatives en el producte, és a
dir, una xifra menys que el nombre de xifres significatives del factor —1.427 que
menys té; en el quocient passa el mateix.

Exercici 2.13

Resol les segiients qiiestions: (1) calcula 1'area d'un cercle de 3 cm de radi i
expressa el resultat amb tres decimals exactes; (2) calcula I'area d'un triangle
equilater de 10 cm de costat i expressa el resultat amb dos decimals exactes.

Solucié

(1) Sabem que l'area d'un cercle de radi r ve donada per la férmula
A = 7r?

Com que r = 3, tenim que

A =97

Com que 27 < 97 < 36, si volem expressar el resultat amb aproximacio fins a
les mil - lesimes, necessitem assegurar que cinc (dues xifres enteres i tres xifres
decimals) de les seves xifres siguin significatives i, per tant, hem de prendre 7
amb sis xifres significatives. Com que m = 3.14159..., aleshores

2

~~
A=9-(3.14159...) = 28.274 31 ... = 28.274...

(2) Si designem per z l'altura d’aquest triangle,

10 10

10



CAPITOL 2. PRACTICA 73

pel teorema de Pitagores, tenim
10? = 5% + 22

és a dir,
2 =175

i, per tant, x = +/75. Per tant, l’area del triangle sera
1
Azi-l()-\/75:5\/75

Com que 40 < 5v/75 < 45, si volem expressar el resultat amb aproximaci6 fins
a les centeésimes, necessitem garantir que quatre (dues xifres enteres i dos de
decimals) de les seves xifres siguin significatives i, per tant, hem de prendre /75
amb cinc xifres significatives. Com que V75 = 8.6602..., aleshores

?
A=5-(8.6602...) = 43.301 = 43.30...

Exercici 2.14

Considerem els nombres reals v/13 i v/17. Es demana: (1) la seva representacié
sobre la recta real i (2) utilitzant procediments geometrics, representa també els

segiients nombres reals: (a) v/13 — /17, (b) v/13-v/17/3, i (c) v/17/y/13.
Solucié

(1) Observa primer que es compleixen les segiients relacions
13=3"+2> i 17=4"+1°

Ara, pel teorema de Pitagores, podem construir segments de longitud v/13 1 /17,
utilitzant regla, escaire i compas. La segiient figura mostra la construccié dels
dos segments.

0 1 2 2 Ji3 4 A7

(2) Per resoldre les qiiestions d’aquest apartat utilitzarem la construccions geo-
metriques corresponents a les operacions amb segments.

(a) Per representar V13— /17 sobre la recta real, fem la construccié que s’indica
a la figura segiient.
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(b) Per obtenir

13-

V13- /17 _ V13- Ji7
3 3

fem la construccié que es mostra en la figura segiient.

w|Ev-|
E.]

(c) Per representar
AV 1
Y 17—
V13 V13

fem la construccié que s’indica a la figura segiient.

Exercici 2.15

Raona amb exemples les qliestions segtients: (1) la suma de dos nombres irracio-
nals, és sempre un nombre irracional?; (2) el producte de dos nombres irracionals,
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és sempre un nombre irracional? i (3) com és la suma d’un nombre racional amb
un irracional? i el producte?

Solucio

(1) La suma de dos nombres irracionals no és sempre un nombre irracional, ja
que V2 1 —v/2 s6n dos nombres irracionals i la seva suma /2 + (—\/5) =0 no
és un nombre irracional.

(2) El producte de dos nombres irracionals no és sempre un nombre irracional,
ja que v/2 és un nombre irracional i el producte v/2 - /2 = (\/5)2 = 2 és un
nombre racional.

(3) La suma d’un nombre racional r amb un irracional s és sempre un irracio-
nal, ja que, altrament, r + s seria un nombre racional 7’ i, com a conseqiiéncia,
s = r’ — r seria també racional, cosa que no és possible per hipotesi. De ma-
nera similar, el producte d’'un nombre racional no nul r per un irracional s és
sempre un irracional, ja que, altrament, r - s seria un nombre racional r’ i, com
a consequeéncia, s = "7/ seria també racional, cosa que tampoc és possible per
hipotesi.

Exercici 2.16

Observa el raonament segiient i indica on és ’error: suposem que a # 0 i que
a = b. Aleshores, multiplicant ambdés costats de la igualtat per b, obtenim
ab = b?. Sumant a ambddés membres de la igualtat —a?, obtenim ab—a? = b*>—a?.
Ara, traient factor comu a, a 'esquerra, i substituint b* — a? per (b+ a)(b — a),
a la dreta, obtenim

a(b—a)=(b+a)(b—a)

Dividint ambdés membres de la igualtat per b — a, tenim
a=b+a

perd a = b, per tant a = 2a. Finalment, en dividir ambdoés costats de la igualtat
per a, deduim que 1 = 2.

Solucié

En passar de
a(b—a)=(b+a)(b—a)

a=b+a

es comet l'error de dividir per b — a = 0, ja que, a = b, cosa que no és possible.

Exercici 2.17

Resol les equacions segiients, indicant les propietats que utilitzes en cada pas de
la resolucié: (1) 3(5 —2x) +4x —3=6— (4 —22); (2) (x —1)(z* —=5) = 0;1 (3)
z2 416 = 0.
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Solucié
(1)

36—2z)+4r—-3=6—(4—2x)
15—-6zx+4r—-3=6—-4+2z
12 —2x =2+ 2z
—2x —2xr=-12+42

—4r = —10
4r =10
20 =5
5
=3

(2)
(x—1)(z*-5)=0

Per tractar-se d’un producte de dos factors que és igual a zero, els nombres reals
que satisfan ’equaci6é anterior han de complir que

r4+1=0 o 22—-5=0

De l'equacié  +1 = 0, es dedueix z = —1, i de l'altra equacié, 22 — 5 = 0,
equivalent a 22 = 5, es dedueixen dos valors per z, V5 i —v/5; aix0 és aixi

perque
(B =5 1 ()= (V9 =

Per tant, les solucions de I'equaci6 sén —1, v/5 i —/5.
(3) L’equacié 2% + 16 = 0 és equivalent a 22 = —16, pero no hi ha cap nombre
real que el quadrat del qual sigui negatiu. Per tant, ’equaci6 no té solucié en R.

Exercici 2.18

Si z,y son nombres reals qualssevol, provar que es compleix la segiient identitat

2 +y? = (zty)(2® Fay +y°)

Solucié

Provarem que es compleix
2’ —y’ = (z —y) (@ + 2y +¢°)
i deixem com a exercici ’altra identitat. Tenim que

(z —y)(@® + 2y +y°) = 2(a® + 2y + y*) — y(2® + 2y +y°)
= 23 4+ 2%y + 2y — y2? — xy® — o>

— g3 g
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Exercici 2.19

Prova que I'equaci6 de segon grau az® + bx + ¢ = 0 té com solucions

b= Vb? — 4ac

2a

Xz

Solucié

En efecte, puaixo que a # 0 i suposant que b?> — 4ac > 0, tenim

ar?+brx+c=0
4a - (ax® +bxr +c) = 4a- 0
4a*z? + 4abz + dac =0
4a2x® + 4abx + 4ac + b* = b*
4az* + 4abz + dac + b* — dac = b* — dac
4a’z? + dabz + b% = b* — dac
(2ax + b)* = b* — dac
2az + b = £vb2 — dac
2az +b—b=£vb? —dac—b
2ax = —b £+ Vb? — 4ac

b= Vb2 — 4dac
a 2a

T

Exercici 2.20

Si a, b sén dos nombres reals positius, provar que es compleix
a? <V = a<b
Si a, b no sén positius, és certa la implicacién anterior?

Solucid

Evidentment, es compleix

a? < b?
0< b2 — a2
0< (a+b)(a—Db)

Com que per hipotesi a,b € RT, es compleix a + b € R* i, per tant, de 'tltima
desigualtat, es dedueix a — b € RT, és a dir, a < b.
Si a,b no sén positius, la implicacién no és certa, ja que, per exemple,

(-2)2=4<9=(-3)?
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i no és cert que —2 sigui menor que —3.

Exercici 2.21

Si a, b son dos nombres reals positius, provar que es compleix

/_a-bga;_b

En que casos es dona la igualtat?

Solucié

78

Observa que si @ > 0, b > 0 i a # b, aleshores v/a > 0, Vb > 011 \/a # V/b.

Aleshores, es compleix

(\/_—\/5)2> 0
(\/5)2—2\/6-\/l3+(\/5)2> 0
a—2Va-b+b> 0

a+b> 2Wa-b

a—21—b> va-b

Per tant, la desigualtat estricta es compleix quan a # b. Si a = b > 0, aleshores
la desigualtat es converteix en una igualtat, ja que, els dos membres sén iguals
aa.

Per altra banda, suposem a > 0, b > 0 i que es compleix

/_a-b—CH—b

2 2
a-+b
= ; )
4ab = (a + b)?
4ab = a® + 2ab + b?
=a®—2ab+V?
0= (a—b)?

d’on es dedueix que a = b. Per tant, la igualtat es compleix quan a = b.

Exercici 2.22
Sigui A={zeR:z2<4}, B={reR:z>-4}iC={rxeR:0<

xr < 7}. (a) Expressa els conjunts donats en forma de intervals o semirectes; (b)
expressaA N BN C en forma d’entorn de algun punt.
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Solucié

(a) Es clar que

A = (—00,4)
B = [—4,+00)
C=(0,7)

(b) Primer calcularem AN BN C. Per aixo, observa la figura segtient:

4
3

o
-l o

Es clar a partir d’ella que
ANBNC=(0,4)

El punt mitja d’aquest interval és 2 i la distancia d’aquest a un qualsevol dels
extrems és també 2. Per tant,

ANBNC = Ey(2)

Exercici 2.23
Calcula el suprem, infim, maxim i minim (si existeixen) dels segiients conjunts:
a) A= (—o00,3)U]I10,11)
b) B={reR:2?>—4z+3<0}
c) C={zxeR:|z—1| <3}
d) D={1/n:n €N}

Solucié
a) Es clar que el conjunt
A = (—00,3)U[10,11)

noesta fitat inferiorment i que els punts del conjunt [11, 400) sén cotes superiors
de A. Per aixo no existeix inf A i supA = 11. A més, A no admet maxim ni
minim.

b) Primer, expressaremos

B={reR:2* -4z +3 <0}

mitjancant intervals o semirectes. Per aixo, hem de resoldre la segiient inequacio
de segon
2 —4x+3<0

Un metode per resoldre aquest tipus d’inequacions és representar de manera
aproximada la parabola y = x®> — 4z + 3 i esbrinar després per a quins valors de
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x és y < 0. Busquem els punts de tall de la parabola amb 'eix OX, resolent
I'equacid
2 —4x4+3=0

les solucions de les quals son x = 1 o x = 3. Per la simetria de la parabola i pel
fet que a = 1 > 0, en x = 2 la parabola tindra un minim com es mostra a la
figura segiient.

Y y=x2—4x+3

A partir de la grafica, és clar que y < 0 quan 1 < z < 3. Per tant,
B =(1,3)
A partir d’aqui, és clar que sup B = 3, inf B = 1 i que B no admet maxim ni
minim.
¢) Observa, en primer lloc, que

|z — 1] < 3
-3 < xr—1<3
—2< <4

Despreés,

C={zeR:|z—1] <3}
= [-2,4]

D’aqui, es dedueix de forma immediata que supC' = maxC = 4 i infC =
min C' = —2.
d) Ara tenim que

D={1/n:neN}

Observa que

1
- >0
n

per a tot n € N. Per tant, 0 és una cota inferior de D. Observa també que

1
<1
n
per a tot n € N. Per tant, 1 és una cota superior de D. A partir d’aquests dos

fets, és evident que sup D = max D =1, inf D =0 1i D no admet minim.
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Exercici 2.24

Escriu les expressions segiients senes far uso del valor absolut:

a) |z — 3|

b) |z — 1| + |z + 3|

c) |1— |l

d) |z —y|— |yl
Solucié

Per resoldre aquestes qiiestions hem de recordar la definicié de valor absolut:

a sia>0
la| =

—a sia<0

a) L’expressié |z — 3| dependra del signe de = — 3; si « > 3, aleshores x —3 > 0,
isixz <3, aleshores x — 3 < 0. Per tant,

o — 3| = r—3 six >3
| —(x—=3)=3—-z siz<3

b) L’expressi6 |x — 1| + |z + 3| dependra dels signes de  — 1 i x4 3. Observa la
segiient figura:

<0 o < 0 1 =0
signa de x-1 :
EXprasion Ax - - x 43 = ; (e —1)+ (= +3) - 4 :{x—1}+{x+3}=
—2x -z : VX + 2
signo de x+3 ‘I :
<0 -3 20 vo= 0

A partir d’ella, és clar que es compleix

20 + 2 siz>1
le—1|+|z+3| =% 4 si —3<z<1
—2r—2 six <3

c¢) L'expressi6 |1 — |z|| dependra, primer, del signe de x. Aixi, tenim

1 [z]| = 11—z six >0
1= (-x)| =142z siz<0

Aleshores, si z > 0, tenim

11— a| = 11—z si0<z<l1
]l -Q-—2)=2-1 siz>1
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isiz <0, tenim

1ia|={ 1te si—1<2<0
| —(I42)=-1-2 siz< -1

En resum, hem obtingut que

r—1 siz>1

1—=x si0<ax <1
14+ si —1<z<0
—1—2z siz<-—1

1 —zf| =

d) L’expressié |x — y| — |y| dependra dels signes de x —y i y. Observa les regions
del pla assenyalades a la figura segiient:

t

¥orOy N

o Vo0 S

A
oo Oy x> x
v <0y =X
A partir d’elles, és clar que es compleix

—(z—y) —y=—=x siy>0,y>x
5 — o — ] — T—Y—yYy=x—2y siy>0,y<z
NZWIEY —@—y) - () =—2+2y siy<Oy>a
r—y—(-y) == siy<0,y<uz

Exercici 2.25

Resol les segiients equacions:
a) |z + 1| = |2z — 3|
b) lz+1|+ |z -1 =4
c) |z —z| +|z| =9

Solucio

Per resoldre aquestes equacions, primer examinaremos els signes de les expressi-
ons amb valor absolut per saber quan l'expressié canvia de signe o queda igual.
Segon, resoldrem les equacions que resulten en cada regio i, tercer, descartarem
les solucions que no pertanyen a les regiones corresponents.

a) Per resoldre I'equaci6 |z + 1| = |22 — 3| cal examinar els signes de les expres-

82



CAPITOL 2. PRACTICA 83

sions z + 1 i 2x — 3. Per aixo0, observa la segiient figura:

signo de x+1 < 0 -1 =0 D=0
~(x +1) = ~{2x - 3) ! ¥ 41 = £2x - 3) Dk +l=2x-3
ecuacion 1 ! I ! I
M : x=2/3 ! x =4
signo de 2x-2 <0 < 0 3;’2? z 0

D’ella es despreén que les solucions sén z = 2/3 o x = 4.
b) De la mateixa manera resoldrem l'equacié |z + 1| 4 |z — 1| = 4. Observa la
segiient figura per veure els signes de les expressions x +11ix — 1:

signo de x+1 <0 i_l =0 =0
- —EX+1II—&:=<—1]I=4§ ¥ +1-(x-11=4 §x+1+x—1=4
ecuacion ' '
N
signo de x-1 < 0 < 0 ‘r =0
A partir d’ella, és clar que les solucions son . = —2 o x = 2.
c) Analogament, per resoldre I'equacié |22 — z| + |z| = 9 hem de analizar els

signes de les expressions 22 — x i x. Per aixo, observa la segiient figura:

signo de x2 - x z0 | <0 ;=0
+ -
2 ! :
Lo —x4(-x) =19 : —(xz—x}+x=9 :x2—><+x=9
ecuacion 1 i 1l ' 1
x;ﬁ@ ox =1—+f10' Motiene soludones reales x><~3 0x =73
signo de x < 0 ' =0 >0

A partir d’ella, és clar que les solucions sén z =1 —+/10 0 z = 3.

Exercici 2.26

Resol les inequacions segtients, expressent les solucions en forma de intervals o

semirectes:
a) |3—z| > |2z + 1|
b) |z —1|+|z+2| >3
c) 2 < ]4—3:2\ <12
)

d

rx—1
m) <2
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e) ’4—;12 <1

Solucié

Per resoldre aquestes inequacions utilitzarem la mateixa técnica usada en el
exercici 24, és a dir, primer examinaremos els signes de les expressions amb
valor absolut per saber quan l'expressié canvia de signe o queda igual. Segon,
resoldrem les inequacions que resulten en cada regié i, tercer, descartarem les
solucions que no pertanyen a les regiones corresponents.

a) Per resoldre la inequaci6 |3 — x| > |2z + 1], observa la figura segiient:

signo de 3-x =0 z 0 31 <0
B-x oz —(Zx +1)] Z-x oz 2x +1 (3o x)E x4l
inecuacion 1) 1) 1)
X E - : ¥52/3 i M
signo de 2x-1 <0 11/7 = T o0

A partir de ella, és clar que les solucions sén —4 < z < 2/3, és a dir, els punts

de 'interval tancat

b) Per resoldre la inequacié | — 1| + |z + 2| > 3, observa la figura segiient:

signo de x-1 <0 <0 1; =0
—l{x—l]l—l{x+2]l:-35 =z =1y+x+22 3 Ex—1+x+2:~3
inecuacion 1} ' 1} : 1)
% ¢ -2 : M E ¥ e 1
Signo de x+2 <0 -2 = [ L s 0

A partir d’ella, és clar que les solucions son © < —2 o = > 1, és a dir, els punts
de la segiient uni6é de semirectes obertes

(—o0, —2) U (1, +00)

¢) Per resoldre la inequaci6 2 < |4 — z?| < 12, observa la figura segiient:
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En ella hem representat la parabola y = 4 — 2% per poder esbrinar el signe de
I'expressié 4 — 22, Veiem que si —2 < x < 2, aleshores 4 — 22 > 0, i en el cas
contrari, 4 — z*> < 0. Hi ha, doncs, dos casos: (1) -2 <2 <2i(2)x < —20
x> 2.

(1) Suposem que —2 < z < 2, aleshores en aquesta regi6 la inequaci6 s’escriu

com
2<4—x%2<12

—2< —22<8
2>722> -8

d’on resulta 22 < 2, ja que, 2 > —8 es compleix per tot x € R. Per tant, les
solucions son

—V2<z<V?2
com es pot deduir de la segiient figura

d

/o
BN

Observa que les solucions que hem obtingudes son dins de la regié considerada.
(2) Suposem ara que z < —2 o x > 2, aleshores en aquesta regié la inequacié
s’escriu com

2<—(4—-2Y) <12
2 < —4+2% <12
6 <22<16
d’on resulten les inequacions 22 < 16 i 22 > 6. De la primera, obtenim —4 <
x < 4,1 de lasegona, x < —v6 0 > /6. Igual que abans, aquests resultats es
poden deduir de la representacié grafica de la parabola y = 2. De les solucions
obtingudes només les que indiquem a continuacié

—4§m<—\/6 i \/6<x§4
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estan en la regi6é considerada. FEn resum, les solucions de la inequacié 2 <
|4 — 22| < 12 sén tots els nombres reals pertanyents a la segiient unié d’intervals

[—4, —V6) U (—v2,v/2) U (v/6, 4]

En la figura segiient s’assenyala un altre metode per resoldre aquest tipus d’ine-
quacions, basat en la representaci6 grafica de la corbay = |4 — 2?| a partir de la
parabola y = 4 — 2.

:
:
- - - ,
-4 —3_'\];;}2 \u'{__l 1 =, 2 4
-z z2 &
" b}
i’ b}
i -z.5 \

; 2
fp=4-=x i

Observa com s’obtenen les mateixes solucions.
(d) Per resoldre la inequaci6

—1
T o<
% =p |
primer efectuamos les segiients transformacions
|z —1] 2
|z + 1|
|z — 1] < 2|z + 1

en el suposit de que x # —1. Observa ara la segiient figura:

signo de x+1 <0 g z0 o> 0
“x-1) ¢ 2% +1)) Sz -1z 2(x+1) lx-1<2(x+1)
inecuacion I : i\ ' I
x g =3 ' ¥ =173 . x » =3
: +1
signo de x-1 <0 < 0 Y

A partir de ella, obtenim que les solucions de la inequacié sén x < —3 o = >
—1/3, ja que, en la regié x > 1 la inequaci6 es compleix trivialment (perque
x> 1> —3), és a dir, els punts de la segiient unién de semirectes

(—o0, —3) U (—1/3, +00)
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e) Per resoldre la inequacié

1
-

<1
72

primer efectuamos les segiients transformacions

4z2 — 1

T < 1
X

|42% — 1| |
|22

|422 — 1|
2 1

\4.752—1\ < 72

en el suposit de que  # 0. En la segiient figura hem dibuixat la parabola
y = 422 — 1 per poder esbrinar el signe de 'expressi6 422 — 1.

Observa que per z < —1/2 0 x > 1/2 es compleix 42> —1 > 0, i en el cas contrari
es compleix 4% — 1 < 0. Hi ha, doncs, dos casos: (1) z < —1/20x > 1/21 (2)
-1/2 <z <1/2.

(1) Suposem que z < —1/2 o x > 1/2, aleshores en aquesta regié la inequaci6
s’escriu aixi

422 — 1 < x?
322 < 1
1
2
< —_
. 3

les solucions de les quals sén
—1/V3<z<1/V3

com es pot deduir en seguida a partir de la grafica de la parabola y = z2. Per
tant, les solucions que estan dins de la regié considerada sén

~1/V3<2<-1/2 o 1/2<z<1/V3 (2.3.1)
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(2) Suposem ara que —1/2 < x < 1/2, aleshores en aquesta regié la inequaci6
s’escriu aixi

—(4r* -1) < r?
—dx*+1< 22
1< 52
1 2

=<
F T

les solucions de les quals son

z < —1/v5extor > 1/v/5

com es pot deduir en seguida a partir de la grafica de la parabola y = 2. De les
solucions obtingudes, només estan dins de la regi6 considerada les que indiquem
a continuacio

1/VE<z<1/2 o —1/2<z<-1/V5 (2.3.2)

En resum, ajuntant les solucions (2.3.1) i (2.3.2), obtenim que les solucions de la
inequacié dada son tots els nombres reals de la segiient unié d’intervals oberts

(-1/v3,-1/v5) U (1/v/5,1/V3)
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2)
(EF-E- I -6

b)
(0.25)° - (-1)
(-3)"- ©)

)
5. (&) 5

5 (3)
)
(B (=) )
O
2)
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b)
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d)
SRS RONOROR O3
()] = () G)
_ (3)7' iﬁ)g'(s)g
G- 6)
NORIG)
()" ()’
NOMIG]
0
-()
Cloe:

a)
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Solucié

a)

(@-b-¢)° (a-02- )" (a®)° 0 3-at- (BB)* ()
a2 2 a 3 - (a2-b)2 ] (a-b)3
(Wg) o (Tb) (b2-0)2 c3

ab - b33 at- el
(az)z,bz a3~b3
pi.e2 T T3
&10 . bll . 015

a4.b2.q3.b3
bE.c2.03
al0 . pil . o15

aT-bd
bhcd
Q0. pll . o5 47
1 s
ql0 . pll . oI5 . 5
a’-b
_ CL3 . blO . 020
b)
3 )
( 1 )2 as.b.c)2 1\6  (aBbo)
2.p b3 - 7T
a . <a2 b) (b3)2
ab-c e b-c - (abc)? . (b-c)?
b3 aZ? (%) (a?)?
1 al-b2.¢2
_ (a2b) b6
T a?b%-c? | b2-c2
3 at
1 ab-b?.c?
1246 3
- a2-b2.c2-g4
B6.b2.c2
ab.h2.c2
_ al2.p5.p6
— T46.2.c2
8.2

a®-b%-c? b8 P
A2 D12 g0 B2 . 2

ab . plo . A
C2
e

Exercici 2.29

Demostrar que si a i b son dos nombres qualssevol no nuls, aleshores

5" -)
b \a
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Solucié

En efecte,

Exercici 2.30

Calcular

a)

Solucié

/N
sl
N—
IS
—~
|
—
~
&
—
Sl
N—
L
o]

—
sl
~
A
©

Sl=

~——
L
~

Il
N - ~
—_
o"“
N—
no

I
=

—
=)
e}

93
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N———
|
[N}
/N
ol @l
N—
|
Ne)

Ol

Il
/N 7~/ N -~/ N -~/ N —~

Wl Wk W~k Wl

Exercici 2.31

Calcular:

(a—3b4)—102
(5730/71[)2) . (52a3b74)2 .a=°

()" (o2) |- ()

(a‘3b4)_102 B adh—4c2
(573(17152) . (52a3b*4)2 .a-® (573617652) . (54a6b78)
a’b~4c?
~ 5a%6
a’b?c?

5
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b)

) (st

93,3 (2ab?) ()33
(b 3(c2)~3 2a2) % (252)2> 1 273(c2)3
9—3,-3 2-64-6(p2)~6 b6g73
(b 306 '272( 2)-2.9 2(b2)2> " Q=306
9-3,-3 9—6,—6—12 b—64-3
<b3c6 2-2q—4 - 22b4>: 2-3¢6
=3¢=3) . (2-6q=6b~12) p=6q3
(b 3¢=6).274q—4p~4 EDREN
9-9,-9p-12  p—6,-3
T 2-1g—4pTc6 = 2738
B (279%~12) - (2-3¢H)
- (274a74b77076) . (576(173)
9—12,-9p—12.6
© 9—44—Tp—13,—6
= 278¢72pc!?
bel2
~ 28q2

Exercici 2.32

El ésser viu més petit és un virus que pesa de I'ordre de 1072! Kg i el més gran
és la ballena que pesa aproximadamente 1.38 x 10° Kg. Quants virus serian
necesarios per aconseguir el pes d’una balena?

Solucié

El nombre de virussera

1.38 x 10°

oo = 138 x 107

Exercici 2.33

El volum estimat de tots els oceans de la Terra és de 1285600000 Km?3 i el volum
de agua dulce estimado és de 35000000 K'm?. Quina és la proporcié?

Solucié

Expressando en notacié cientifica ambdues magnitudes, obtenim

1285600000 K'm?> = 1.2856 x 10° Km? ~ 1.3 x 10° Km?
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35000000 Km? = 3.5 x 107 Km?

Aleshores, la proporcio es

3.5 x 107
1.3 x 109

és a dir, de lordre del 2.7 %.

~ 27 %1072

Exercici 2.34
Sabent que A=9x 1072, B=8x10"3,C =3x10"%i D =5 x 10°, calcula

(AB)*(CD)"

i expressa-ho en notaci6 cientifica.

Solucio

Primer calculem

AB = (9 x 10—2) : (8 x 10—3)
=72x107°
=72x107*

CD = (3 x 10-4) : (5 X 105)
=15 x 10
= 1.5 x 102

Aleshores, tenim

(AB)* (CD)* = (7.2 x 107) - (1.5 x 10?)"
= (373.248 x 107'2) - (5.0625 x 10%)

— 1889.568 x 10~*
= 1.889568 x 107!
~ 1.89 x 107!
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Exercici 2.35

Resol les segiients equacions:

a) 2 =49

b) zt =

c) 3 —-27=0

d) 2+ 125 =0

e) 22 +25=0

f) 2°+32=0
Solucié

a) Es clar que les solucions de lequacié 2 = 49 sén 1 = V49 = 71 2y =
—v49 = —-T7.

b) Com que 16 = 2* = (—2)%, aleshores les solucions de I'equacié z* = 16 sén
+2.

c¢) Com que 27 = 33, aleshores I'equacié x® = 27 té com soluci6 z = 3.

d) Com que —125 = (—5)3, aleshores I'equaci6 3 = —125 té com solucié x = —5.
e) L’equaci6 22 = —25 no té solucid, ja que un nombre real al quadrat sempre
és no negatiu.

f) Com que —32 = (—2)°, aleshores I'equacié z° = —32 té com soluci6 z = —2.

Exercici 2.36

Calcula x perque siguin certes les segiients igualtats:
a) J/r = a*bct
b) v/5ax = 5a’c
c) Ve=T+a

Solucié
a) Si a?bc? és larrel ctibica de z, aleshores
r = (a*bc*)?
— (a2)3b3(c4)3

— a6b3012

Després

8
Vasb3el2 = a®bct
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b) Si 5ac és I'arrel quarta de 5ax, aleshores
5ax = (5a’c)*
— 54( )4 4
_ pigl24
54,124
€T =
oa
_ 535114
Després
V5a - 5allet = 5a’c
¢) Si 7+ a és larrel quadrada de z, aleshores
= (7T+a)’
=49 + 14a + o*
Després
V49 + 1da+a?>=T+a
Exercici 2.37
2 2 2 3 3
Calcula: (a) (—v25) (b) (vV=25)" (c) — (V25) (d) (—v/=27) (e) (V=27)

(0) (-v27)"

Solucio

a

b

(a) Com que /25 = 5, aleshores (—\/2_5)2 = (—5)* = 25.

(b) Sabem que /—25 no és un nombre real i, per tant, (\/—_25)2 no té sentit.
(¢) BEs evident que — ( ) = —25.

(d) Com que (—3)* = —27, aleshores /—27 = —3 i, per tant, (—\3/—_27>3 =
[—(=3)) =3 =27

(e) Es evident que (3/—_27)3 = (—3)3 = —2T.

(f) Com que 3% = 27, és evident que (—f/ﬁf = (=3)2=09.

Exercici 2.38

Calcula i simplifica: (a) (3\/7>2 (b) (2—1— \/5)2 (c) (\/§ \/5>2 (d) (2\“73)4 (e)
(V3—-2v2)(V3+2V2) (f) (9-5v2) + (6 +7v2).
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Solucié

(a) Es clar que per les propietats de les operacions en R i la definicié d’arrel,
tenim

(3v7)" = 3v7-3v7
o
—9.7
— 63

(b) Es clar que per les propietats de les operacions en R i la definicié d’arrel,
tenim

(2+\/§)2:4+4\/§+(\/§)2
=44+4V3+3
=T7+4V3

(c) Es clar que per la propietat de la poténcia d’un producte i la definicié d’arrel,
tenim

(d) Es clar que per la propietat de la poténcia d’un producte i la definicié d’arrel,
tenim

v8)* =2 (43
~16- (v8)'-(49)

—16-3-3
— 483

(e) Es clar que per les propietats de les operacions en R i la definicié d’arrel,
tenim

(V3-2v2)(vV3+2v2) = (vV3)' - (2v2)°
:3—4-(\/5)2
=3—-4-2
=5

(f) Es clar que per les propietats de les operacions en R i la definicié d’arrel,
tenim

(9—5\/§>+<6+7\/§>:54+63\/§—30\/_—35<\/§)2
— 54 + (63 — 30)v2 — 70
= —16 — 33v2



CAPITOL 2. PRACTICA

Exercici 2.39

Resol les equacions segtients:

a) V2z —1=5
b) (22 —5)2—25=0

)
o (292 =T) =
d Vz=1=1

Solucié

a) Es clar que si 5 és Parrel quadrada de

2x — 1, aleshores

20 —1=25

100

b) Perque (2z — 5)? sigui 25 s’ha de complir que 2z — 5 = ++/25 = +5. Si

2x — 5 = b, aleshores x = 5, i, si 20 — 5 = —5, aleshores x = 0.
c¢) Per la propietat de la poténcia d’un producte i la definicié d’arrel, tenim

(2922 —1) =
2. (V2z - 1)3 —4

d) Si vz —1 =1, aleshores

Exercici 2.40

Calcula les segiients arrels, descomponent els radicands en factors:

a) 10.0144
b) v/81

)
) V 3125
)

@)

d) /117649

16z —8 =4

r—1=1°
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Solucié

a) Primer, observa

0.0144 = 144 - 1074
=122.107*

= (12 : 10—2)2

Per tant,

V0.0144 = 12-1072 = 0.12

b) Com que 81 = 3%, es compleix
V8l =3

c¢) Com que —3125 = (—5)5, aleshores
I ( 1>5
3125\ 5

1 _ 1
3125 5

V117649 = 7

i, per tant,

d) Com 117649 = 75, tenim

Exercici 2.41

Es pren un quadrat i es fan les segiients transformacions: Es dobla el costat i a
continuacié es allarga una unitat cada costat. L’area final val 16 m?. Quina era
la longitud inicial del costat del quadrat?

Soluci6

Si la longitud original del costat del quadrat és x, aleshores la longitud del
quadrat una vegada feta la primera transformacié és 2z i, després d’haver fet la
segona és 2x + 1. Per tant, s’ha de complir que

2z +1)*> =16
El quadrat de 2x + 1 sera 16 si
27 +1=+16 = £4
Si2x+1 =4, aleshores x = 3/2, i si 2x+ 1 = —4, aleshores x = —5/2. Com que

la longitud del costat s’expressa com un nombre real positiu, ha de ser x = 1.5

m2.
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Exercici 2.42

Si augmentem el costat d'un cub en dos unitats s’obté un altre cub de volum 27
unitats ctibiques. Quina aresta tenia el cub original?

Solucio

Si 'aresta del cub original és x, aleshores I'aresta del segon cub es x + 2 i, per
tant, s’ha de complir que
(z+2)° =27

El cub de = + 2 sera 27 si

T+2=+v27=3

Per tant, x = 1, és a dir, la longitud de 'aresta és 1.

Exercici 2.43

Es considera la funcié f : R — RT definida per f(z) = 2?. (a) Calcula les
imatges dels nombres segiients: 5, —7,3.5,0.051 —0.05. (b) Calcula les antiimat-
ges de els nombres segiients: 0.0169,0.000225 i 53.29.

Solucié
(a) La imatge d’un nombre z per f és el nombre y tal que
y=f(=)
= 72
Les imatges demanades son

f(5) =52 =25
7) = (=7) = 49

f(=

165 =)= (3) = %

£(0.05) = f(5 x 1072) = (5 x 1072)* = 25 x 10~ = 0.0025
F(=0.05) = f(=5x 1072) = (=5 x 1072)* = 25 x 10~* = 0.0025

(b) Les antiimatges d’'un nombre y per f son els nombres z tals que
flz) =y
2=y
T =%y
Per tant, les antiimatges de 0.0169 son

r = £v0.0169
= +0.13

Les antiimatges de 0.000225 s6n

r = £v0.000225
= +£0.015
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y les de 53.29,

T = £v53.29
=x£7.3

Exercici 2.44

Completa les segiients igualtats
\/44a2b6:\/_:\t7_:\8/_

Solucio

Sabent que la propietat segons la qual

converteix un radical {/z en un altre de semblant ™3/2™ d’index m - n. Tenim

V4a2bs = %Y (22 - a - b3)? = V4dab?
V40266 = Vdab? = % (4ab3)3 = V43a309 = V64030
V4a2b = %(4a20°)? = V4241012 = V16a'b'2

Exercici 2.45

Converteix en una sola arrel les expressions seglients:

a) 2ab? - v/2ab
b) 6a- b

) 3 i

Solucid

Per convertir cadascuna d’aquestes expressions en una arrel hem d’introduir
dins del radical tot el que esta fora d’aquest. Per aixo, utilitzarem la segiient

propietat
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Exercici 2.46

Simplifica les segiients arrels:
a) v/16a%08c%
b) V/2648a173p%0

4/ 32a8

¢ 8105

)

)
d) V4a® + 8ab + 40
e) \/(a2 —b?)(a+0)

Solucio

Per simplificar aquestes expressions hem d’extreure fora del radical tot el que
puguem. Per aixo, utilitzarem la segiient propietat

\/ xmnatp . Y= x™ . {L/ﬂ

V16a2b8¢26 = v/16a5+4p5+3¢5-5+1

= abc® - V16ab3¢
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V/2648a173p40 — /23 . 331¢573+2p13:3+1
= 2a°"b"? . V/331a2b

4 32a® V24124
8LbP  /3aptiL
_ 2a%-V2
R
B 2a% /2

T3 \b

V4a? + 8ab + 4b% = (2a + 2b)2
= 2a + 2b

V(a2 =) (a+b) = \/(a—b)(a+b)(a+Db)

= /(a—b)(a+0b)?
=(a+bVa—0b

Exercici 2.47

Converteix les expressions segiients en una sola arrel

a) Va V3

V2b

b 22 VoaTe
2a- Vable

c)

(%)

d) a.<3a. 4a3)5

Solucio

a)
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b)

3. 22202 - V62 3 \fﬂ/(ga%Cz) - (6a1b2)
2a-Vabe  2a-Vabe

3 - V12a5b3c2

2. Vab'e
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Exercici 2.48
Converteix en una sola arrel les expressions seglients:
a) V4a?-~/2a - v4a

b) V543 /54
¥5a2-/a

(1-\/5-\3/(172
©) Ve Vet

O Va V- o v a T e

Solucié

a)

Via? - 2a-Via = ¥(4a2)t - ¥/(20)2 - ¥/(4a)?
= V288 . V222 . V/2643
= ¥/(2%a*) - (2202) - (2°°)
— /216413

12 12
v/5%a8 - v/ ab
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a-\/E-W a- Va'®- Va2

6 5 30 30
a® - va* 25 , 24

w
ot

|
Q
5|
I
Ne]

w

=)
»—A‘}—‘
S

I
w
(= o
ﬁ‘
=] W
= O
=)

I
S

I
-
ot
IS
®

Vo V@ o V& - a- V& {a\/va=
—\/\/m \/\/a2 a? - \/\/a4- 3.4 atv/a

Y ET I N T RV

= al0.ql0.q7 .9
_ Y

:a3

Exercici 2.49

Simplifica les segiients expressions

a) 2v/75 — 3v/27 + /48

b) /250 — 2v/54 + 3v/16

¢) V27a® + /1875a5 — \/48a®
)

)

d \3/87 337 +318215
e) 3v12 — 2/45 + /75 + 2+/20
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Solucio
a)

75 — 3V27 + V48 = 2v/52 - 3 — 3v/32+1 4 /222 . 3
=2.5V3-3.3/3+22V3
=10vV3 - 9vV3 +4V3
= (10— 9+4)V3
=53

b)

V/250 — 2/54 + 3v/16 = V/53 - 2 — 2v/33 - 2 4 3v/23+1
=5v2—-2-3V2+3-2V2
=(5—-6+6)V2
=5v/2

c)

V27a5 + V1875a% — V48ad = V321 . q22+1 4 /522 . 3. g22+1 — /222 .3 . 22+1
:3-a2\/3_a+52-a2\/3_a—22-a2\/3_a
= (3a® 4 254> — 4a*)V/3a
= 24a*v/3a

8L o375 /8L V3T V5.3 V3
8 64 125 Y28 Y223 B

_3V3 5V3  3V3

5 ~ 2 T
/35 3y,
_<2 4+5)\/§
_%.\/5

3v/12 — 2v45 + V75 + 2v/20 = 3v/22 . 3 — 2v/32 . 5+ V52 - 34+ 2v/22 . &
=3.-2v/3-2.3vV5+5V3+2-2V5
=(6+5)V3+(4—6)V5
=11v3-2V5
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Exercici 2.50

Desarrolla i simplifica les segiients expressions:

a) (3v2-2v3)(vV2+v3) — (2—6)
b) (2+v5)(8—2v5) — (V5 +2)? — (v5 - 3)(v5+3)

Solucié

a)
(3v2-2V3)(V2+3) - (2-V6)* = 3 (v2) +3v2-V3-2V3-v2-2(V3) -

—{22—2-2-\/6+(\/6)2]

=64+3vV6—2vV6—-6—4+4V6—6
— —10+5V6

b)
24+V5)(3-2v5) - (V542 - (vV5-3)(vV5+3) = 6—4vV5+3v5-2 (\/5)2—
- [(\/5)2 +4\/5+4] - [(\/5)2 - 9]

—6—4vV54+3V5-10—-5—-4V5—-4—-5+9
=—9-55

Exercici 2.51

Racionaliza les segiients expressions:
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Solucié
a)
1 1
WT7a  2V/T7a Ta
_ VT
2 (\/ 7a)2
_ WVTa
2 (7a)
_VTa
" 14a
b)
1 v/ 2a
34CL2 T g (20,)2 32&
B /2a
/(20
_ V2a
2
c)
2a _ 2a 3/0a
V/81a? \3/(9a)2 9a
_ 2a- /9a
/ (9a)?
_ 2a- v/ 9a
B 9a
~2-V9a
9
d)
6ab Gab
v/288a2b° N V24 32 g2 . pitl
6ab

V23 a? b

:\4/2,32.a2_b'\4/23.32.a2_b3

R
2-3-a-b
2b
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a?—b  a®—b Va+b
\/a—i—b_\/a—I—b va+b
(az—bQ)\/a——i—b

(\/a—i—b)Z
(a+b)(a—b)vVa+b

- a+b

= (a—b)Va+b

Exercici 2.52

Racionaliza les segiients expressions:

23
a) 7—V/3

3V7
b) vrisva

C) 3v3—2V2
7V2—-2V3

Solucié
a)
V3 _ 2v3 T+V38
7T—V3 T—V3 T+3
143 +2(V3)"
7 (v3)
14v/3+6
49 — 3
14/3+6
46

_ TV3+3
23

3WT 3T 2VT-3V2
VT+3vV2  2VT+3v2 2V7-3V2
6(v7) —9vid
(2v7)" - (3v2)
_ 42-9V14
28 — 18

_42-9y14
10
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3v3—-2v2  3v3-2v2 TV2+2V3

V2-2v3 TV2-2/3 TV2+2/3
- 21\/6+6<\/§)2—14 (\/5)2—4\/6

Exercici 2.53

2

(7v2)" - (2v3)
17/6 + 18 — 28

98 — 12

176 — 10

86

Converteix les expressions segiients en potencies:

a) Va2
b) Va7
c) 1/vad

Solucié

Sabent que
tenim: a)

b)

Exercici 2.54

3
S

nxm:xi
3 2
Va2 =as3
6 =7
a77:a6
_T

= q 6

1 1
4 - 9
a® i
9

:ail

Converteix les expressions segiients en forma de radical:

a) a%

b) 1/a='/?

c) a5/

113
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Solucidé
Sabent que
xn = Ygm
tenim: a)
4 5
as = Vat
b)
1 1
1 = a2
a” 2
=a
c)
5 =5
a 4 =q1
g g a_5

Exercici 2.55
Calcula el valor de les expressions segiients:

a) 16025
b) 0.008'/3

Solucid

a)

1
0.008Y/3 = (8 : 10—3) E
= V/23.10-3
= ¢/(2-1071)°
=2.107"
— 0.2
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w9 | 3
273\ (33)7°

11 32

= ﬁ

_ u 311

=3
d)

81-1 (34)7!

32 | 32

3—4

f— F

Exercici 2.56

Converteix en una sola potencia de a les expressions segiients:

a) a3-\/5-5/a_3

7
b) 5

Solucio

Sabent que

303

vVIm =1z

i tenint presents les propietats de les potencies, tenim:

a)

GS'\/E'%ZGL—%'G%'CL%

1,3
—ag*t2ts

'y
_

o

al

115
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b)

\,
@w

IS ‘ IS)
e

o
IS
[\
SRS

5 1
=] a3+3
5/ 16
= as
16/5
= q 5
16
:aﬁ
d)
2 4 5 2 4 1
a a-\/E: a a-as
4/ 6
=\a?-\Vas
6/5
=\Va2. q74
3
:\/CLQ-QE
3
= CL2+1T)
23
= a 1o
23/10
=] 2
23
— a20

Exercici 2.57

Expressa en forma a™ - b" les expressions segiients:

a) \3/ a2 - Vb5 - Vb3
b) Va2 Vp8a1

Y a—2.03. Y B bE
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Solucié

a)

\3/a2~\/ﬁ~<l/b_3: Va2 - b3 - bi

— <a2 . b%)% b
— (a§ b%) - bi
:a% b%Jr%

\E/aQ R — B \5/a2 (b8 - a*4)%

Ja2 0. V08 a2 13- (a5 04)3

)
ats - b1
N a_% b%
b A E
= a% - b %

Exercici 2.58
Demostra les igualtats segiients:

3-v5 _ _ 2
2) \53v5 = v

b) 1+1v3+4/1-1v/3=13
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Solucié

a) Sabent que \/a = b si b? = a, aleshores calculem

Fa) =5
3+v5)  (3+5)?

4 3-V5
(3++5)2 3—+/5
4(3 — /5)
(3+v®[y—(¢®1

_ 483 -V5)

 4(34++/5)
316

- 3+45

Aquest resultat prova que

3—+5 2

3+v5 3++5

b) Suposem que

1 1
A:¢L+y@+ 1—?6

aleshores

A%:(1+;¢ﬂ +%ﬁ+;ﬁi¢r—;@+< L—;@)

1 [ /1 2\ 1
=1+\@+21—<\@>+1—\@
2 2 2
3
=24+ 2/1-°
* 4
1
=242/
1
=241

Després, A = /3, és a dir, es compleix

¢1+;v§+ 1—;V§:x@

118
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Exercici 2.59

Demostra que \/7 + 443 + \/7 — 44/3 és un nombre enter.

Solucio

Suposem que

A=\T+4/3+/7-4/3

aleshores

A2 = (\/7+4\/§)2+2\/7+4\/§-\/7—4\/§+ (\/7—4¢§)2
—7+4V3+2 49—(4\/3)2+7—4¢§

=14 4 24/49 — 48
=14+2
=16

Després, A = 4, és a dir,

V7+4v3 47— 4/3=4

Exercici 2.60
Racionalitza el denominador de les expressions segiients:

1
8) Javivs

2
b) 757
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Solucié
a)
1 1 (vV2+v3) ++5
V2+VB-vB (V2+vB) -6 (VZ+v3)++5
V2+ V345
(V2+v3) = (v5)
_ V2+v3++5
(v2) +2v2-v3+ (v3) - (V5)
_ V2+V3+V5
2+2v6+3-5
_V2+V3+V5 V6

2v/6 V6
_ V12+V18+ V30
2 (V)
_V2234+37.244/30
12

_ 2v3+3v2+30
N 12

2

b) Tenint en compte la segiient identitat

2 —y? = (z—y)(2® — 2y + )

tenim

2 2 (YI0) - vT0- YA+ (V)

VIO- Vi~ VI0- Vi (yi0) - i vi+ (V)
:2-€/m—2~\’3/@+2.€/ﬁ
(vm0)" = ()’
_2-9/100—2- V235 +2- V23T
B 10—4
:2-€/m—2-2-€/3+2-2-€/§

6
J100 — 2 - /542 /2
3

Exercici 2.61

Simplifica les sumes segiients:

6 8 5
8) V108 + 7 + U5 ~ viewva

120
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3—/2 | 2v/2-1 1
b) stvs T 3 T Bz
Solucié
a) Primer, racionalitzarem els denominadors de les fraccions. Aixi tenim,

6

(@)

V27

SIS

|
5%

%oo

S

co DN OO‘
NI co
no

. I
L

S
S

S

N DN
%

I
S

5 5 2v3+ 2
2v/3—-v2 2/3-v2 2342
~10v3+5v2

(2v8)' - (v2)°
~ 10v/3+5v2
- 4.3-2
10v/3 + 5v/2
10

_2V/3+V2
- ST

Per tant, tenim

6 8 5 2/3 23+ V2
I+ ot U e ve T VIt T tVim T

_ 6v22.321 + 44/3 + 612 — 613 — 32
B 6

_ 36v3+4v3+6v2—6v3-3V2

B 6

(36 +4 — 6)v/3 + (6 — 3)v2
6
_ 343 +3V2
B 6
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b) De la mateixa manera que abans, primer, racionalitzarem els denominadors
de les fraccions. Aixi tenim,

3-v2 3-+v2 3-+6
3+v5 3+v5 3—6
:9—3\/_—3\/§+\/E

7~ (VB)
:9—3\f—3\/§+\/ﬁ
4

2v2—-1 2v/2-1 345
3—v6  3-vV5 3+.5
_6v2+2/10-3-+5
7~ (V9
_6v24+2V10-3 -5
B 4

1 1 V5 ++/2
B— i =B P
V5 ++2
(V)" - (v2)
_ VB2
3

2

Per tant, tenim

3—v2 2/2-1 1 9-3v/6-3V2+VI0 6v/2+2/10-3—v5 VB+V2
31v5  3—v5  VB—vZ 1 - 1 T3
6—4\/5+3\/§+3\/E+\/5+\/§

4 3

18 — 12v/5 + 9v/2 4+ 9v/10 + 4/5 + 4/2
12

18 — 85 + 13v/2 + 9v/10

- 12




Exercici 3.1

Expressa la relacio de pertinenca als conjunts N, Z, Q o R dels nombres segiients:

a) 2/5 b) V6 c) 2.87333...

d) 0.4142434.. ¢) 3.1415926535... f) —7.832

g) 5.272727... h) 5.000... i) V3
Indicacio:
a) Q b)) R ¢ Q
d R e R f) Q
g9 Q h) N 4 R

Exercici 3.2

Dels nombres reals segiients, després d’efectuar les operacions indicades, indica
quins sén racionals i quins no:

a) /=27 b) (1/5)Y2  ¢) /100
o (v3) e 7 f) (64
g) (1/3)7V2 k) (1/2)70 9 y/1/81

Indicacio:
a) -3€Q b 1/V5¢Q ¢ 10€Q
d 1€eQ e 1/7eQ f) —-4€Q
9) V3¢Q h) 2eQ i) 1/3€Q

Exercici 3.3

Ordena de menor a major els nombres reals segiients:

—3/5 1.348125... —1.8222... —2 |-5/3| 2

5

Indicacio:
—1.8222... < —V2 < —3/5 < 2/5 < 1.348125... < |-5/3|

123
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Exercici 3.4

Representa en la recta real els punts segiients

V2 V5 =25 V5-1 V3 2V3-V2

i, després, ordena’ls de menor a major.

Indicacié: —2v5 < —v2<vVh—-1<vV3<2V/3—-v2<+5

——
—_— =

e —

Exercici 3.5

Forma les dues successions d’aproximacions successives per defecte i per
excés corresponents als nombres segiients: (a) 7.28, (b) 15.343434... i (c)
—2.357357357...

Indicacié: (a)
defecte: 7 7.2 7.28 7.280
excés: 8 7.3 7.29 7.281

defecte: 15 15.3 15.34 15.343
excés: 16 154 15.35 15.344

defecte: —3 —24 —-2.36 —2.358
excés: —2 —2.3 —2.35 —-2.357

Exercici 3.6

Troba una successié d’intervals encaixats que determini cadascun dels nombres
reals segiients: (a) 2.757575... (b) 3.2484848... i (c) .

Indicacié: (a)
[2,3] D [2.7,2.8] D [2.75,2.76] D [2.757,2.758] D - - -

(b)
[3,4] D [3.2,3.3] D [3.24,3.25] D [3.248,3.249] O - - -
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(c)
‘ 3,4] D [3.1,3.2] D [3.14,3.15] D [3.141,3.142] > - --

Exercici 3.7

Escriu dues successions d’intervals encaixats que defineixin el nombre 2.

Indicacio:

[1,2] D [1.9,2.0] D [1.99,2.00] D [1.999,2.000] O - - -
[2,3] D [2.0,2.1] D [2.00,2.01] D [2.000,2.001] > - --

Exercici 3.8

Troba tres nombres reals que estiguin compresos entre 1.342178... 1 1.342179...

Indicacié: Per exemple: 1.3421781, 1.3421782 1 1.3421783

Exercici 3.9
Calcula el valor de la diagonal d’un rectangle de costats 11 v/2 i determina si és

racional o irracional.

Indicacié: /3, que és un nombre irracional

Exercici 3.10

A un rectangle d’altura 1 i base el nombre auri 12—\/5 se li treu un quadrat de

costat 1, i en resulta un altre rectangle. Troba les longituds dels costats d’aquest
rectangle i prova que és semblant al rectangle donat.

Indicacié: Les dimensions del rectangle sén % il. A més,
12
o
__ 2v5+])
(V5-D(V5+1)
_Vh+1
2
VE+1
2

1
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Exercici 3.11

Suposant que x = y, en quin pas de la segiient deduccié es comet 1’error?

) z® = 1y

) 5P = = iy — 7
) (+y)r—y) =ylr—y)
) r+y=y

) 2y =y

) 5 — 1l

Indicacié: En passar de (3) a (4) no es pot simplificar per z — y ja que x —y =0

Exercici 3.12
En una batalla han participat 4000 homes. Dels supervivents, el 56.56 % no

fuma i el 56.756 % no beu. Quants homes han mort?

Indicacié: El nombre d’homes que han mort en la batalla és 337

Exercici 3.13

Troba tots els nombres reals z tals que: (a) 22 >3z +41i (b) 1 < 2% < 4.

Indicacié: (a) (—oo,—1) U (4,+00) i (b) (—=2,-1)U(1,2)

Exercici 3.14
Resol les inequacions segtients:
a) |z +1] <2
b) |2z — 1| < |z — 1|
c) |l +2/+ |z -2 <12
)

d) [lz+1—-]z—-1]| <1

Indicacié: (a) (=3,1), (b) (0,2/3), (c) [-6,6] i (d) (—=1/2,1/2)
Exercici 3.15

Troba el suprem i I'infim dels subconjunts de nombres reals segiients, indicant
si s6n maxim o minim respectivament.

a) A={zeR:0< 22 <2}

{ nEN}

) B
c) C={zxeR:0< (x—2)*<3}
) D

~{zimez)

b

d
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Indicacié:
conjunt sup inf max min
A V2 -2 V2 -2
B 1 0 1 No existeix
© 2+v3 2-V3 2+3 23
D No existeix 0 No existeix No existeix

Exercici 3.16
Expressa en forma d’intervals els conjunts segiients:
a) A={reR:|z? -2| <1}
b) B={reR:2?+3x+3< 1}
c) C={zeR:(z?—z—-1)/(x—1) > 1}
d) D={zeR:|z—-1||z+2| =3}

Indicacio:
A= [_\/57 _1} U [L \/g]
B=(-2,-1)
C=(0,1)U(2,+00)
D= {=1=va1 71+2\/ﬁ}

Exercici 3.17
Escriu el conjunt de punts que sén a distancia menor que 1/2 de 5.
Indicacié: {z e R:d(z,5) < 1/2} =(9/2,11/2)

Exercici 3.18

Expressa en forma d’entorns els intervals segiients

a) (—=1,5) b) (0,3) ¢) (8,12)

Indicacio:

a) E3(2) b) FB3(3/2) ¢) E»(10)

Exercici 3.19

127

Escriu en notaci6 cientifica els nombres segiients: (a) 30%, (b) (30000)72 (c)

(0.025) i (d) (4.562)3

Indicacié: (a) 8.1 x 10°, (b) 3.7 x 107, (c) 6.25 x 1074 i (d) 8.99 x 103

Exercici 3.20

Troba en cada cas el valor de z

a) x =3 b) Vr+1=3 c) Vhr—4=2

d Vr+3=1 e 323+1=25 f) 14+v22=7
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Indicacio:

Exercici 3.21

Converteix en una sola arrel les expressions seglients:

a) v2a2b-4ab® b) 5a® - v3a3h? ¢) 3:V2a%e Veal

2a- Vab'c
Va8)’.( Va)° 2
d) % e) a- (3 4a3> f) V4a?-2a- V4a
V543 ¥/5a 2. 4 . . Va2 Yo 5q 1
g) V5aZ/a h) a a \5/6 Z)

a—2.03. ¥/ag5.p4

Indicacio:

a) V8a33 b) VI8Thallb?2 )  {/8lec

d  a e vad f)  ¥65536a!3

g) 12/% h) 20 23 ’L) 60/%
Exercici 3.22

Simplifica les arrels segiients:

3 7p2 o 13
a) 2592 - g1l . p23 . 102 b) 3/63%13!1712 ) V8lalb

d) V4adz? - V72az? - V18a%xr  e) \‘%125. 625- 925 ) ¢ Y25 %5

Indicacio:

a) 6a3b7c** V124202 b) 6a® 3[4ab> c) Jorgsal

5d3c37 5¢ b

d) 6ax - V4a2x e) 5 V125 f) ®/1/513

Exercici 3.23
Simplifica les expressions segiients:
b) V125 — 3v/80 — 4v/45 4 10v/180
) \3/87 337 + 318215
d) (3v2—-2v3)- (vV2+V3) — (2 - V6)?
e) (3++5)2—3(2v5 — 3)?

C
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Indicacio:

S
~—

SVT+ V3
65v/5

Y

V3

5v6 — 10
42/5 — 73

NIRRT

Exercici 3.24

Racionalitza el denominador de les expressions segiients:

14/5 3v2 5v3+/12
a) 9 b) NiT c) Ve
V5 1 6ab
d) V3 ¢) ¥/8a2 f) V2884205
a a?—b2 1+x
9 mm MmO A=
Indicaci6:
a) 2v5-Y49 b 1 c 1/2
d) 2v5-V2T e k2 7)) L2
9) WL h) (@-bVatb i) H==

Exercici 3.25

Racionalitza el denominador de les expressions segiients:

a)
1

VB2

V2
3—v2

V3++2
V32

(3vZ-1)(v2+1)
V2 -1

3+4v3
V6++v2—+/5

_
3-V3
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Indicacio:
V3 -2

3v2+2

5426

V2+9
VB+v2++5
1B3+v3)V3-V3

I

~
~—

Exercici 3.26

Opera i simplifica en les expressions segiients:

a)
5-V5 545 5
5+v6 5—v5 /5
b)
1++/15 N 1-+15
(VB—+v3)2  (VB+3)?
c)
2+v2 _ V3-1
V3—1 242
Indicacié:
a) 0
b) 19
c) V6

Exercici 3.27

Simplifica les expressions segiients:

a)
Va+b+v2ab-Va+b—v2ab
b)
1-2vr+x

c)
V192(z + 1) (x — 9)2

d)
a—2b a+b
(a + b)? . \ a2 — b2

e)

V4a2 + 12ab + 9b2
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Indicacio:
a) Va?+b?
b) 1—+x
) 8V/3-(z+1)%-(z-9)
d) 5
e) 2a+3b

Exercici 3.28

Calcula les expressions segiients:

a) 16%% b) 4732 ¢) Vs
_5/3\1/3 1/2 1 /1 /1 /1
d) (V27-2175%) e) 0.0064 £) 24| L4/L /L /T

—4/3
i) (@ (@)

)’

9) @ @] @ h)

Indicacio:

a) 2 b) 1/8 ¢ 3
d) 377% ¢ 2/25 f) V2
9) a h) 1/a i) 1/a®



Instruccions. Marca una sola resposta per pregunta. En acabar, prem el
bot6 Corregir. El camp Nota mostrara el resultat.

Corregir Netejar Nota:

1. Quina de les segiients igualtats és vertadera?

(a) NuQ=%Z
(b) NUZ=Q
(c) InQ=o
(d) RNQ=1I
Correccio:

on I denota el conjunt dels nombres irracionals.

2. Quina de les segiients afirmacions és vertadera?

(a) 1€Qyé¢Q = z+y¢Q
(b) r¢QudQ = z+y¢Q
(c) 1€Qyé¢Q = z-y¢Q
(d) t¢QydQ = r-y¢Q
Correccio:

3. Quin dels segiients nombres és irracional?

(a) 3.1415
(b) 1.41421356...
()  2.1333..

132



CAPITOL 4. TESTS INTERACTIUS 133

(d) 0.777...

Correcci6:

4. Quantes aproximacions successives de nombres racionals sén necessaries per
determinar un nombre irracional?

(a) Basta amb dos, una per defecte i una altra per excés, suficientment
precises
(b) Tantes com xifres decimals del nombre irracional es vulguin coneixer
(c) Infinites
(d) Moltes pero sempre en un nombre determinat
Correccié:

5. Quina de les segiients afirmacions és falsa?

(a) a<bc<d = a+c<b+d
(b) a<bc>d = a—c<b—d
(c) a<bec>0 = ac<bc

(d) a<bec<0 = ac<bc
Correcci6:

6. Si A= {% : n € N}, aleshores quina de les segiients afirmacions és falsa?

supA =1
maXA:%

)
)

(c) inf A=—1
)

min A = —1

Correcci6:

7. Si A={z € R: 2?> — 2 < 0}, aleshores

(@) A= (—00,0]U][L,+o0)
(b) A=10,1]

() A=R-[0,1]

(d) A=(0,1)

Correcci6:
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8. SiA={zeR:|zr—1]<2}i B={reR:z?— 4z + 3> 0}, aleshores

(a) ANB = (—o00,1]

(b) ANB=[-1,1]

(c) AUB=R

(d) AUB=11,3]
Correccio:

9. Quina de les segiients igualtats és vertadera?
(a) (—4,2) = E1(-1)

(c) E5(0) U (2, 400) = (=2, +0)

(d) (3,15) = Eg(9)

Correcci6:

10. Quin dels segiients fets és cert?

(a) L’equacié (2% — 5)(162* — 9) = 0 admet quatre solucions en Q
(b) 300 és una aproximacio per defecte de 367.19528 amb 3 xifres signi-
ficatives
(c) 1.99 és una aproximacié per arrodoniment fins a les centésimes de
1.98146
(d) Si a i b sén nombres positius i a® < b?, aleshores a < b
Correcci6:

Instruccions. Marca una sola resposta per pregunta. En acabar, prem el
boté Corregir. El camp Nota mostrara el resultat.

Corregir Netejar Nota:

1. Quina de les segiients afirmacions és vertadera?

(a) L’arrel n-esima d’un nombre negatiu sempre existeix

(b) L’arrel V2 té per valor |z
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4:

(c) L’equaci6 x* = —3* té per solucié —3

(d) va? + b? = a+ b, qualssevol que siguin els nombres reals a i b
Correccio:

2. Quina de les segiients afirmacions és falsa?
(a) 273/5 = 1/v/23
(b) V25 /2 = 2%/3

(c) \/21/2V/2 = 27/8

(d) 33245 =16

Correccio:

3. En convertir en una sola arrel ’expressio

a-a

s’obté

(a) va

(b) 12 a5

(c) Va

(d) Cap de les anteriors
Correcci6:

4. En simplificar I'expressié

W—G’/ﬁ+€/25o+\3/§

N [©

/5
733
7-V2-393

Cap de les anteriors

Correcci6:
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5. En calcular el valor de I’expressio

(3—6)-(vV3+V2) — (23 —3v2)2 +3V6

) —30 + /3 + 156
) —14V/6
(c) —45
) Cap de les anteriors

Correccio:

6. En convertir en una sola potencia de a 1'expressié

[ @ va
Vo (Yay

s’obté
(a) 1
(b) q-1/12
(c) q-1/48
(d) a
Correccio:

7. Quina de les segiients afirmacions és falsa?

() Vi< VTT< 6
(b) /4 = /16 = V/64
©  H-Vi-
1 1 1
@& wm=m=w

Correcci6:

8. En racionalitzar ’expressio

—
o
S~—
NS N[V
=2} w
=~ —
w [\
[\
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() 36
@ VD

Correccio:

9. En racionalitzar I'expressio

42

5v/3 — 2v/2

s’obté
NG
(a) e
(b) i
/8
(C) 16+6270 6
(d) Cap de les anteriors

Correcci6:

10. En simplificar 'expressio

Va- V@ Yo V@ Ya VB ez +fa va

Cap de les anteriors

Correcci6:

Instruccions. Marca una sola resposta per pregunta. En acabar, prem el
bot6é Corregir. El camp Nota mostrara el resultat.

Corregir Netejar Nota:

1. Quin conjunt numeric conté exactament els nombres que es poden escriure
com a quocient de dos enters, amb denominador no nul?

(a) N
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(b) Z

(c) Q

(d) R\Q
Correcci6:

2. Quina afirmaci6 descriu correctament els nombres irracionals?

(a) Sén decimals finits.

(b) Son decimals periodics.

(c) No es poden representar sobre la recta real.

(d) No es poden expressar com a fraccié de dos enters.
Correcci6:

3. SiA=(-2,5]i B=[1,7), quin és AN B?

(a) (=2,7)
(b) [1,5]
(c) (1,5)
(d) [—2,7]

Correccio:

4. Quin és el conjunt solucié de |z — 3| < 27

(a) (1,9)

(b) (=5,-1)

() (3,9)

(d) (=2,2)
Correccio:

5. Quina desigualtat és sempre certa si 0 < a < b?

(a)

(b) —a < —b
)
)

@ > 7

(c
(d

Correcci6:
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6. Quin és el suprem de Uinterval (2,7)?

(a) 2
(b) 7
(c) No existeix perque 7 no pertany a 'interval.
@ 3
Correcci6:

7. Quin és el resultat de simplificar v/50 — /87
() Va2
(b) 32
() 5v2
(d) V2

Correccio:

8. Quina expressié és equivalent a a*2, si a > 0?7

(a) Va?
(b) Va2
(c) ay/a
@
Correcci6:

: : 1 ) Z.
9. En racionalitzar WAk obté:

(a
(b
(c
(d

& “\5 &

)

)

)

)
Correccio:

10. Quin valor té /277

(a) 2

(b) 3

() 4

(d) 9

139
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Correcci6:

11. Si 1072 = 0.01, quin ordre de magnitud expressa aquesta poténcia?

(a) Centenes.

(b) Desenes.

(c) Centesimes.

(d) Mil - lesimes.
Correcci6:

12. Quina afirmacié resumeix millor la recta real?

(a) Només conté nombres racionals.

(b) Té buits corresponents als irracionals.

(c) Cada punt correspon a un tnic nombre real i cada nombre real a un
punt.

(d) Només serveix per representar enters.

Correcci6:
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