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Aquests apunts formen la unitat d’aprendes dedicada als nombres racionals.
Aquesta parteix de la construccié previa dels nombres naturals i dels nombres enters,
desenvolupada a la unitat Nombres naturals i enters, i continua el procés d’ampliacid
dels conjunts numerics amb l'objectiu de donar resposta a la divisié entre enters.

La intencié no és només aprendre a operar amb fraccions, sind entendre que és
un nombre racional, per que diferents fraccions poden representar el mateix nombre
i com les operacions i ’ordre es defineixen de manera coherent a partir dels nombres
enters. Per aixo, els nombres racionals es presenten com a classes d’equivalencia de
parelles d’enters, i aquesta construccié es relaciona després amb el calcul ordinari
amb fraccions, les expressions decimals i les proporcions.

El text esta dividit en quatre blocs: teoria, practica, exercicis proposats i tests
interactius d’autoavaluaci6. El nivell és adequat per a estudiants de batxillerat amb
interes en una fonamentacio rigorosa i per a professorat que vulgui disposar d'un
material de suport per a la seva docencia.
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En la unitat Nombres naturals i enters es va veure que els nombres enters amplien
els nombres naturals i permeten resoldre de manera general equacions de la forma

a+zx =0

Tanmateix, els enters encara no soéon suficients per resoldre de manera general equa-
cions de la forma
ax = b,

quan a # 0. Per exemple, 'equacié 2x = 1 no té solucié en Z. Per donar sentit
a aquestes divisions cal construir un nou conjunt numeric: el conjunt dels nombres
racionals.

Els nombres racionals formalitzen els quocients entre enters. La idea intuitiva és

representar el resultat de dividir un enter a per un enter no nul b mitjancant una

fraccié
a

67
perd aquesta representacié no és tnica: per exemple, 1/2, 2/4 1 (—3)/(—6) repre-
senten el mateix nombre. Per aquest motiu, la construccié rigorosa de QQ exigeix
identificar les fraccions equivalents mitjangant una relacié d’equivalencia.

Aquesta unitat estudia la inclusi6
ZcCQ

com una ampliacié algebraica i d’ordre. El pas de Z a Q permet dividir per qualsevol
nombre no nul i dona lloc a una estructura més rica: el cos ordenat dels nombres
racionals.

Els objectius principals son:

e comprendre la necessitat quotidiana dels nombres racionals en repartiments,
mesures, preus, escales i proporcions;

o interpretar geometricament els nombres racionals com a raons de segments i
com a punts de la recta numerica;

« comprendre la necessitat d’ampliar Z per resoldre divisions entre enters i equa-
cions de la forma ax = b, amb a # 0;

o definir les fraccions equivalents i construir Q com un conjunt quocient de
7 X T*;

e interpretar cada racional com una classe d’equivalencia de fraccions;

A%
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o definir correctament la suma, el producte, 'oposat i 'invers dels nombres
racionals;

 justificar que Q és un cos commutatiu i un cos ordenat;

o estudiar la densitat dels nombres racionals i la seva representacio a la recta
numerica;

o relacionar els nombres racionals amb les fraccions, les expressions decimals i
les proporcions;

o aplicar la teoria al calcul, a la proporcionalitat aritmetica i geometrica, i a
situacions de la vida quotidiana.



Els nombres enters permeten comptar quantitats positives i negatives, expressar
guanys i perdues, temperatures per sobre i per sota de zero, o desplacaments en
sentits oposats. Ara bé, en moltes situacions quotidianes els enters no sén suficients.

Per exemple, si volem repartir 3 barres de pa entre 6 persones de manera que
totes rebin la mateixa quantitat i no sobri res, no podem donar un nombre enter de
barres a cada persona. Cal dividir la unitat en parts iguals. En aquest cas, cada
persona rep mitja barra. De manera semblant, si repartim 5 litres d’aigua entre 4
recipients iguals, cada recipient rep una quantitat que no és un nombre enter de
litres.

Aquestes situacions apareixen constantment: en repartiments, mesures, preus,
descomptes, escales, proporcions, receptes, interessos bancaris o calculs geometrics.
Per aix0 necessitem nombres que expressin parts d’una unitat o quocients entre
quantitats enteres.

La manera habitual de representar aquestes quantitats és mitjancant fraccions:

1 5 15

2’ 4’ 6
Aixi, quan diem que 3 barres es reparteixen entre 6 persones, la quantitat que
correspon a cadascuna es representa per

3

6.
Aquesta fraccié representa el mateix nombre que
1

§a
perque repartir 3 barres entre 6 persones és equivalent a donar mitja barra a cadas-
cuna.

La mateixa idea apareix en geometria. Si volem dividir un segment en parts
iguals, o comparar dues longituds que no sén multiples enters I'una de I'altra, també
necessitem expressar raons entre quantitats. Aquestes raons es poden representar
amb fraccions i, més endavant, donen lloc a la proporcionalitat geometrica.

Aquesta observacié mostra una dificultat important: una mateixa quantitat pot
tenir moltes representacions fraccionaries diferents. Per exemple,
1 2 3 —1
2’ 4’ 6’ =2
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representen el mateix nombre. Per tant, si volem construir rigorosament els nombres
racionals, no n’hi ha prou amb introduir fraccions: cal identificar quines fraccions
representen la mateixa quantitat.

En aquesta unitat construirem el conjunt dels nombres racionals a partir dels
nombres enters. Ho farem definint una relacié d’equivaléncia entre fraccions i con-
siderant com a nombre racional cadascuna de les classes d’equivalencia obtingudes.
Després estudiarem les operacions, 'ordre, I'expressioé decimal i diverses aplicacions
dels nombres racionals.

La necessitat dels nombres racionals també apareix de manera natural en geome-
tria. Si fixem un segment com a unitat, volem dividir-lo en parts iguals i considerar
una d’aquestes parts, dues, tres, o més. Aixi, si un segment unitat es divideix en b
parts iguals, cadascuna d’aquestes parts representa la fraccid

1

g.
Si en prenem a parts, obtenim la quantitat representada per la fraccio

b

Aquesta interpretacié permet entendre els nombres racionals com a punts sobre

una recta numerica. Fixem una recta orientada i un segment unitat que té com

origen un punt 0 i com extrem un punt 1. Llavors, per representar el racional
a

positiu ¢, dividim el segment unitat en b parts iguals i prenem a d’aquestes parts

en el sentit positiu de la recta.

@
g --e-- ouw
Q

Figura 1.1: Representacié geometrica del nombre racional %

En la figura anterior, el segment que va de 0 a 1 s’ha dividit en 5 parts iguals.
El punt situat a 3 d’aquestes parts de l'origen representa el nombre racional %

Si el racional és negatiu, fem el mateix procés pero en el sentit oposat. Aixi, el

nombre
a

b
es representa a l'esquerra de 0, a una distancia de { unitats.
Aquesta construccié geometrica mostra que una fraccié no és només una expressio

algebraica. També pot interpretar-se com una raé entre segments. Si P és el punt
que representa 3, aleshores, en el cas positiu, podem escriure
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A més, la proporcionalitat de segments explica per que fraccions diferents poden
representar el mateix punt de la recta. Per exemple,

1 ) 2

— 1 —

2 4
representen el mateix punt, perque dividir la unitat en 2 parts i prendre’n 1 dona la
mateixa longitud que dividir-la en 4 parts i prendre’'n 2.

en 2 parts

0 |
en 4 parts

N e

1

Figura 1.2: Les fraccions 3 i % representen el mateix punt de la recta.

En general, les fraccions
a _ c

— 1 —
b d
representen la mateixa rad geometrica si i només si

ad = be.

Aquesta és exactament la condicié que farem servir per definir la relacié d’equiva-
lencia entre fraccions.

Aixi, la construccié dels nombres racionals té una doble arrel: d’una banda,
respon a la necessitat algebraica de dividir enters; de l'altra, formalitza la idea
geometrica de rad entre segments i permet situar aquests nombres sobre la recta
numerica.

A la unitat anterior es va veure que els nombres enters amplien els nombres
naturals perque permeten resoldre equacions de la forma

a+xz=>b
sense exigir que b sigui més gran que a. En efecte, en Z sempre podem escriure

r=0>b-—a.

Ara bé, els enters encara no son suficients per resoldre totes les equacions senzilles.
Considerem una equacié de la forma

ar = b, a,beZ, a+#0.
Aquesta equacioé no sempre té solucié en Z. Per exemple,

2v =1
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no té cap solucio entera, perque no existeix cap enter que multiplicat per 2 doni 1.
Tanmateix, en els problemes de repartiment i mesura volem poder expressar aquesta
soluci6: és el nombre que representa una meitat de la unitat.
En general, I'equacio
ar = b, a # 0,

té solucio en Z si i només si a divideix b. Si a no divideix b, cal ampliar el conjunt
dels nombres enters per poder representar el quocient de b entre a.

Aixi, la necessitat d’introduir els nombres racionals apareix des de dues pers-
pectives complementaries. D’una banda, des d'un punt de vista geometric, volem
representar sobre una recta punts que no corresponen a nombres enters, pero que
s’obtenen dividint la unitat en un nombre enter de parts iguals i prenent-ne un
nombre enter de parts. Aquests punts expressen raons entre segments i permeten

interpretar fraccions com 2, 2 o % com a posicions sobre la recta numerica.

275
D’altra banda, des d'un punt de vista algebraic, volem ampliar el conjunt dels
nombres enters per poder resoldre equacions de la forma

ar = b, a,beZ, a+#0,

també quan a no divideix b. En aquest cas, la solucié s’expressa mitjancant el
quocient

a

Per tant, els nombres racionals responen alhora a una necessitat geometrica i a
una necessitat algebraica: permeten representar raons de segments sobre la recta i,
al mateix temps, fan possible la divisié entre enters sempre que el divisor sigui no
nul.

Exemple 1.1

Decidiu quines de les equacions segiients tenen solucio en Z:
a) 3x =12, b) 4x =10, c) —bx =20, d) 6x="T.
Solucié
L’equacio 3x = 12 té solucié en Z, perque 3 divideix 12. La solucio és
x=4.

L’equacio 4x = 10 no té soluci6 en Z, perque 4 no divideix 10.
L’equacié —5x = 20 té solucié en Z, perque —5 divideix 20. La solucié és

r = —4.

Finalment, ’equacié 6x = 7 no té soluci6 en Z, perque 6 no divideix 7.
Per tant, les equacions a) i ¢) tenen solucié entera, mentre que b) i d) exigeixen
ampliar el conjunt dels nombres enters.
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Exemple 1.2

Situeu sobre la recta numerica els nombres racionals

2 3 7

B T3

Solucio

Fixem una recta orientada, amb el 0 a l'origen i el 1 a una unitat de distancia
cap a la dreta.

Per situar
2

—=
dividim la unitat en 5 parts iguals i prenem 2 d’aquestes parts cap a l’esquerra
de 0. Per tant, —% queda entre —1 1 0.

Per situar
3

17
dividim la unitat en 4 parts iguals i prenem 3 d’aquestes parts cap a la dreta de
0. Per tant, % queda entre 0 i 1.
Finalment, per situar

7

ga
apliquem la divisi6 euclidiana de 7 entre 3:

7=3.2+1, 0<1<3.

Aixo vol dir que % queda després de 2 unitats completes i a una tercera part de
la unitat seglient. Per tant, per representar-lo sobre la recta, avancem primer
fins al punt 2, dividim el segment que va de 2 a 3 en 3 parts iguals i prenem 1
d’aquestes parts.

Aixi, el punt que representa % queda entre 2 i 3.

Representacio dels nombres racionals —2

;7
5’ 3

% i 5 sobre la recta numerica.
Aquest exemple mostra que els nombres racionals no només representen parts de
la unitat situades entre 0 i 1. També poden ser negatius, com —%, 0 més grans
que 1, com % En tots els casos, pero, es poden interpretar com a punts de la
recta obtinguts a partir de divisions iguals de la unitat.

El pas de Z a Q és, doncs, analeg al pas de N a Z: ampliem el conjunt numeric
per fer possible una operacié que abans no sempre era possible. En passar de N
a Z, vam poder restar sense restriccions. En passar de Z a Q, podrem dividir per
qualsevol nombre no nul.



CAPITOL 1. TEORIA 6

Intuitivament, els nombres racionals sén els punts de la recta que es poden obtenir
dividint la unitat en un nombre enter de parts iguals i prenent-ne un nombre enter de
parts. Equivalentment, sén les quantitats que es poden expressar com una rad entre
dos enters, amb denominador no nul. Aixi, la idea intuitiva d’'un nombre racional
és la d’un quocient entre dos enters. Per representar aquest quocient escrivim una
fraccio

a
57
on

a € 7, beZ, b+#0.
El nombre a s’anomena numerador i el nombre b s’anomena denominador.
Escriurem
7 =7\ {0}.

Aixi, formalment, una fraccié es pot entendre com un parell ordenat
(a,b) € Z X Z*,

que escrivim en la forma
a

6 .

El denominador no pot ser zero, perque la divisié per zero no esta definida.

Observaci6 1.1

Com hem vist a la subseccié 1.1.1, Interpretacio geométrica dels nombres racio-
nals, cal distingir entre fraccié i nombre racional. Una fraccié és una expressié
de la forma ¢, amb b # 0. Un nombre racional sera una classe de fraccions
equivalents. Per tant, diferents fraccions poden representar el mateix nombre

racional.

Dues fraccions

c
- i =, b,d # 0,
b d 7
son equivalents si compleixen
ad = be.
En aquest cas escriurem
a c
At

Aquesta definici6 recull la idea habitual de fraccions que representen la mateixa
quantitat. Per exemple, % i % representen la mateixa part de la unitat, i aixo queda

reflectit en la igualtat
1-6=2-3.



CAPITOL 1. TEORIA 7

Exemple 1.3

o 2 . 8 , . N
Les fraccions £ i {5 son equivalents, perque

2-12=24 1 3-8=24.

Per tant,
2 8
3 12
Exemple 1.4
Les fraccions %4 i _%0 son equivalents, perque
(—4) - (=10) =40 i 5-8 = 40.
Per tant,
—4 8
5 —10

La relaci6 anterior permet agrupar totes les fraccions que representen la ma-
teixa quantitat. Per poder fer-ho rigorosament, cal comprovar que és una relacié
d’equivalencia.

Proposicié 1.1

La relaci6 ~ definida sobre Z x Z* per

<— ad=bc

2

S e
Ul o

és una relacio d’equivalencia.

Demostracio

Cal comprovar que la relacié és reflexiva, simetrica i transitiva.
En primer lloc, és reflexiva. Per a qualsevol fraccié ¢, amb b # 0, tenim

ab = ba.
Per tant,

a a

b b
En segon lloc, és simetrica. Suposem que

a c

b d

Aixo vol dir que
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Per la commutativitat de la multiplicaci6 en Z, aquesta igualtat equival a

cb = da.
Per tant,
c a
d b
Finalment, és transitiva. Suposem que
a c ) c e
-~ = i -~ =,
b d d f

Aixo vol dir que
ad = be i cf = de.

Multiplicant la primera igualtat per f, obtenim
adf = bef.

Com que cf = de, podem substituir cf per de:
adf = bde.

Com que d # 0, podem cancel - lar d i obtenim

Per tant,

Aixi, la relaci6 és transitiva.

< . valenci ) .
Com que ~ és una relacié d’equivalencia, podem considerar les seves classes
d’equivalencia.

a

La classe d’equivalencia de la fraccié § és el conjunt de totes les fraccions equi-

valents a ¢:
{a} —{xEZXZ*:ay—bx}.
b Yy

Definici6 1.1

El conjunt dels nombres racionals és el conjunt quocient
Q=(Zxz")]~.

Es a dir, un nombre racional és una classe d’equivalencia de fraccions.
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Aixi, el nombre racional representat per § és

a

b

Ara bé, per simplicitat, habitualment escriurem

a

b

per referir-nos al nombre racional representat per aquesta fraccié. Aquest és un abus
de notaci6 habitual: identifiquem una fraccié amb el nombre racional que representa.

Exemple 1.5

Les fraccions
1 2 3 —1 —2
2’ 4’ 6’ —9 —4

son equivalents i, per tant, representen el mateix nombre racional:

51 -G -GI-15)

En la practica escrivim simplement

Els nombres enters es poden veure de manera natural com a nombres racionals.
Per fer-ho rigorosament, definim ’aplicacio

L7 —Q

donada per

Aquesta aplicacié esta ben definida, perque 1 € Z*, i per tant 7 és una fraccié
admissible per a tot n € Z.

A més, ¢ és injectiva. En efecte, si

aleshores

i, per tant,
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Aixi, dos enters diferents determinen dos nombres racionals diferents.

Per aquest motiu, podem identificar cada enter n amb el racional

i)

Aquesta identificacié permet considerar Z com un subconjunt de Q, i escriure sim-
plement

7 C Q.
A partir d’ara, quan no hi hagi risc de confusid, escriurem n en lloc de {ﬂ

Aquesta inclusié és compatible amb les operacions, ja que

tin+m)=1un)+t(m)

t(inm) = t(n)e(m).

Com que un mateix nombre racional pot tenir molts representants, és util escollir-
ne un de especialment senzill.

Una fraccid

a
— b>0
b? > Y

s’anomena irreductible si
med(a,b) = 1.

Aixo vol dir que el numerador i el denominador no tenen cap divisor comu positiu
més gran que 1.

Proposici6 1.2
Tot nombre racional es pot representar mitjangant una fraccié irreductible amb

denominador positiu.

Demostracio

Considerem una fraccié qualsevol

a

- b # 0.
b ) %
Si b < 0, podem canviar el signe del numerador i del denominador:
a —a
b —b
Aixi podem suposar que el denominador és positiu.
Sigui
g = mcd(a, b).

Aleshores podem escriure

a=ga, b=gl,
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amb
med(a’, b)) = 1.

Per tant,

a ga d

b gt W

(e / ’ . . . 7 . . .
La fracci6 §; és irreductible i t¢ denominador positiu.

Proposicio 1.3

La fraccié irreductible amb denominador positiu que representa un nombre raci-
onal és tnica.

Demostracio

Suposem que

son dues fraccions irreductibles, amb
b> 0, d>0,

i que representen el mateix nombre racional. Aleshores sén equivalents i, per
tant,

ad = bc.
Com que med(a,b) =11 b | ad, pel lema d’Euclides deduim que

b|d.
De manera analoga, com que med(c,d) =11 d | be, deduim que
d|o.
Per tant, b i d es divideixen mituament. Com que tots dos sén positius, obtenim
b=d.
Substituint en la igualtat ad = bc, resulta
ab = bc.
Com que b # 0, podem cancel - lar b, i obtenim
a=c.

Aixi, les dues fraccions son iguals.

Per tant, cada nombre racional té un representant irreductible iinic amb denomi-
nador positiu. Aquesta fracci6 és la forma més simple d’escriure el nombre racional.
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Exemple 1.6
Reduim a fraccié irreductible:
150
240
Com que
mcd(180, 240) = 60,
tenim

180  180:60 3

240~ 240:60 4

Per tant, la fracci6 irreductible equivalent a % és

&
~

Exemple 1.7

Escrivim amb denominador positiu i en forma irreductible:
45
—60°

Primer passem el signe negatiu al numerador:

45 45
—60 60
Com que
med(45,60) = 15,
obtenim
45 3
60 4
Per tant,
45 3
—60 4

Si multipliquem el numerador i el denominador d’una fraccié pel mateix enter
no nul, obtenim una fraccié equivalent:
a ka
- =—, kelZ.
b kb
De la mateixa manera, si dividim el numerador i el denominador per un divisor com,
obtenim una fraccié equivalent més simple. Aquest procés s’anomena simplificacié.

També és habitual transformar diverses fraccions en fraccions equivalents amb un
mateix denominador. Aixo sera ttil per sumar, restar i comparar nombres racionals.
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Exemple 1.8

Simplifiqueu la fraccié
—84

126
fins a obtenir-ne la fraccid irreductible.

Solucio

Per simplificar una fraccié, calculem primer el maxim comu divisor del numera-
dor i del denominador, prescindint del signe:

med (84, 126) = 42.

Aleshores dividim numerador i denominador per 42:

84  —84:42 2

126 126:42 3 °

Com que
med(2,3) =1,

la f 16
a fraccid ;2
és irreductible.
Per tant,

-84 -2

126 3
Exemple 1.9
Transformem les fraccions

14 7 5

200 157 30

en fraccions equivalents amb el mateix denominador.

Solucié

Calculem primer el minim comu multiple dels denominadors:
20 =22 .5, 15=3-5, 30=2-3-5.

Per tant,
mcm (20, 15,30) = 2% -3 -5 = 60.

Ara hem de transformar cada fraccié en una fraccié equivalent amb denominador
60. Per fer-ho, mirem per quin factor cal multiplicar cada denominador. Aquest
mateix factor s’ha de multiplicar també al numerador.
Com que

20 -3 =60, 15 -4 = 60, 30 -2 =60,
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obtenim

5_52_10
30 30-2 60
Aixi, les fraccions equivalents amb denominador comt sén

2 8 10
60’ 60’ 60

Un cop construit el conjunt dels nombres racionals com el conjunt quocient
Q=(Zxz)] ~,

cal definir-hi les operacions d’addici6 i de multiplicacié.

Recordem que un nombre racional és una classe d’equivalencia de fraccions. Per
tant, quan escrivim
[a
b

sind a tota la classe de fraccions equivalents a

?

no ens referim només a la fraccio 7,
ella.

Aix0 obliga a tenir una precauci6é fonamental: si definim una operacié fent servir
representants, hem de comprovar que el resultat no depen dels representants triats.
Aquesta és la idea de dir que una operacié esta ben definida.

Siguin

- [ ol

dos nombres racionals, amb a,c € Z i b,d € Z*. Definim 'addici6 de = i y per

N _[a}+ c}_ ad + be
Y=l T T e |

El nombre racional x + y s’anomena la suma de z i y.

Aquesta expressié té sentit perque b # 01 d # 0, i per tant
bd # 0.

Com que l'operaci6 esta definida entre classes d’equivalencia, cal comprovar que la
definicié no depeén del representant escollit. Per aixo provarem la proposicié segiient.
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Proposici6 1.4
L’addicié de nombres racionals esta ben definida.

Demostracio

Suposem que

Q\

2
\

a/

Sl
Qo
&

Aixo vol dir que
abll = a'b i cd = dd.
Hem de veure que
ad+bc dd +bd
bd U
Per la definicié de fraccions equivalents, cal provar que

(ad + be)b'd = (a'd + b'd)bd.
Calculem el primer membre:
(ad + be)b'd = adb'd + beb'd'.
Com que ab’ = a’b, tenim
adb'd = a'bdd'.

I com que c¢d’ = ¢d, tenim

beb'd = bb'dd.

Per tant,
(ad + be)b'd = a'bdd + b/ ¢ d.

Ara bé,
(d'd +Vc)od = d'd'bd + b'd'bd = a’bdd" + bb'd.

Els dos membres son iguals. Aixi,

ad +bc dd+bc
bd b'd

Per tant, ’addicié no depen dels representants triats i esta ben definida.

Un cop sabem que ’addicié esta ben definida, podem usar la notacié habitual

¢ ad-+be

24
b d  bd

entenent que aquesta expressié és una manera abreujada d’escriure I'addicié de les

— ]' E
0 d ’
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Exemple 1.10

Calculem

Per la definicié d’addicio,

-G -F1- -

[’addici6 de nombres racionals té les mateixes propietats formals que 'addicio
d’enters.

Proposicié 1.5

Per a tots z,y, 2 € Q, es compleixen les propietats seglients:

1. Commutativitat de ’addicio:
r+y=y+uwx.
2. Associativitat de I’addicié:
(x+y)+z=z+(y+2).

3. Existéncia d’element neutre per a P’addicié: existeix un element

0 € Q tal que
z+0=uz.
4. Existencia d’element oposat: per a tot x € Q, existeix un element
—x € Q tal que
z+ (—z) =0.
Demostracié

Siguin

- -l =[]

La commutativitat es dedueix directament de la definicio:

n [ad + bc|
€T prng
y I bd | )
mentre que i i
n cb + da
"L’ =
o db

Com que en Z tenim

ad + bc = da + cb i bd = db,
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obtenim
r+y=y+ox

L’associativitat es comprova de manera analoga utilitzant 1’associativitat i la
distributivitat de 1’addici6 i la multiplicacié en Z.
L’element neutre de ’addici6 és

En efecte,

3+ 1= [ = i)

Finalment, 'oposat de

—o=[72].
En efecte, . . ab + b(—a) 0 0
(il [0 - -I
Per tant,

A partir de 'oposat, podem definir la resta de nombres racionals. Si z,y € Q,
definim

r—y=1z+(—y).

Siguin

=l

dos nombres racionals, amb a,c € Z i b,d € Z*. Definim la multiplicacié de = i y

=[] - ()

El nombre racional zy s’anomena el producte de = i y.

Aquesta expressié té sentit perque bd # 0. Com que l'operacié esta definida
entre classes d’equivalencia, cal comprovar que la definicié no depén del representant
escollit.

Proposici6 1.6

La multiplicacié de nombres racionals esta ben definida.
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Demostracio

Suposem que

SaliS
Q

Aixo vol dir que
abll = a'b i cd = dd.

Hem de veure que
ac a'd
bd bd’
Per la definicié de fraccions equivalents, cal provar que

ach'd = a'd'bd.

Ara bé,
ach'd = (ab')(cd').
Com que
abll = a'b i cd = dd,
tenim
(ab')(cd') = (a'b)(dd) = a'dbd.
Per tant,
act/d = a'c'bd.

Aixi,

ac  ac

bd bd’

Per tant, la multiplicacié no depén dels representants triats i esta ben definida.

Un cop sabem que la multiplicacié esta ben definida, podem usar la notaci

habitual
a ¢ ac

b d bd
entenent que aquesta expressio és una manera abreujada d’escriure la multiplicacié
de les classes

Exemple 1.11

Calculem

Per la definicié de multiplicacié,

31 5)- 1550 -1

51
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Proposicié 1.7

Per a tots z,y, 2 € Q, es compleixen les propietats seglients:
1. Commutativitat de la multiplicacié:

TY = Y.
2. Associativitat de la multiplicacié:
(zy)z = z(y=).

3. Existéncia d’element neutre per a la multiplicacié: existeix un
element 1 € Q, diferent de 0, tal que

r-1=ux.

4. Existéncia d’invers multiplicatiu: si z # 0, existeix un element ! €

Q tal que
rxr! = 1.
Demostracio
Siguin
a} [c e
r = |- = | = z=|—|.
b b y d b f

La commutativitat es dedueix de la commutativitat de la multiplicacié en Z:
[ac} [ca}
Ty = | — r = |—|.
Y= dlr T L

ac = ca i bd = db,

Com que

tenim
TY = Y.

L’associativitat es comprova igualment a partir de ’associativitat de la multipli-
caci6 en Z.
L’element neutre de la multiplicaci6 és

En efecte,

Finalment, suposem que
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—
b ]_

a-1=0-b,

si 1 només si

és a dir, si i només si a = 0.
Aleshores podem definir

ja que a # 0. Tenim

Per tant,

Definici6 1.2
Siguin x,y € Q, amb y # 0. Definim la divisié de x entre y per

Es a dir, dividir per un nombre racional no nul és el mateix que multiplicar pel
seu invers multiplicatiu.

Si

el

amb a,c € Z, b,d € 7% i y # 0, aleshores ¢ # 0. Per tant,

_[o 1))

Un cop definida la divisié en Q, podem usar la notacié habitual

ad

- — 0
bc’ C# Y

alo oo

entenent que aquesta expressio és una manera abreujada d’escriure la divisié de les

o A
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Proposicié 1.8 (Distributivitat de la multiplicacié respecte de 1’addi-

cid)
Per a tots z,y, z € Q, es compleix

z(y +2) = xy + x2.

Demostracio
Siguin
el e
- b 9 y_ d 9 - f
Aleshores
e cf +de
Per tant,

[a} ‘ [cf—l—de] 'a(cid;de)] .

D’altra banda,

= [&] _
Y= |57 xz = 7]
Aixi,
ac} [ae} B [acbf + bdae}

xy—i—xz:[bd + ﬁ b2df

Simplificant 1’expressié del numerador,

acbf + bdae = ab(cf + de).

Per tant,
e [
Aquesta fraccié és equivalent a
a(cf + de)

bdf

perque s’ha obtingut multiplicant numerador i denominador per b. Aixi,

a(cf + de)] ‘

xy+xz:[ bdf

Per tant,
x(y +2) = xy + x2.
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Les propietats anteriors mostren que el conjunt dels nombres racionals, amb 1’ad-
dici6 i la multiplicacié que hem definit, té una estructura algebraica molt important.

Proposicio 1.9

El conjunt Q, amb les operacions d’addicié i multiplicacié definides anteriorment,
és un cos commutatiu.

Demostracioé

Hem vist que 'addicié en QQ és associativa i commutativa, té element neutre 0, i
tot element té oposat.

També hem vist que la multiplicacié en QQ és associativa i commutativa, té ele-
ment neutre 1, i tot element no nul té invers multiplicatiu.

Finalment, la multiplicaci6 és distributiva respecte de I'addicio:

z(y+2) =xy + 2.

Per tant, Q és un cos commutatiu.

Un cop hem definit les operacions d’addicié i multiplicacié en @, volem dotar
aquest conjunt d’una relacié d’ordre. Aquesta relacié ha de ser coherent amb la
interpretacié geometrica dels nombres racionals com a punts de la recta numerica:
si un nombre racional queda a I’esquerra d’un altre, direm que és menor.

Ara bé, com que els nombres racionals son classes d’equivalencia de fraccions,
cal definir 'ordre de manera que no depengui del representant escollit.

Recordem que tot nombre racional admet un representant amb denominador po-
sitiu. Per aix0, per definir ’ordre, prendrem sempre representants amb denominador
positiu.

Definicio 1.3

Siguin x,y € Q. Prenem representants

- b ) y - d )
amb a,c € Zib,d € N\ {0}. Definim

z <y

si, 1 només si,
ad < be.
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Es a dir,

sempre que b > 01id > 0.
Proposicié 1.10

La relacié d’ordre anterior esta ben definida.

Demostracio

Hem de comprovar que la definicié no depén dels representants triats.
Suposem que

a/
Ng 1

Sall RS

amb
b,d, b, d > 0.

Aixo vol dir que
ab = a'b i cd = cd.
Suposem ara que
ad < be.

Com que b'd > 0, podem multiplicar els dos membres de la desigualtat per b'd’
i obtenim

adb'd < beb'd'.
Ara bé,
adb'd = (ab")dd' = a'bdd’,
i també
beb'd = bb' (cd') = bb'cd.
Per tant,

a’bdd < bb'dd.
Com que bd > 0, podem cancel - lar aquest factor positiu i obtenim

ad <vd.

<)

El raonament invers és analeg. Per tant, la relacié d’ordre no depen dels repre-
sentants escollits i esta ben definida.

Aixo prova que

Un cop sabem que l'ordre esta ben definit, podem usar la notacié habitual
a _c
2 <z
b~ d
sempre que b > 0 i d > 0, entenent que aquesta expressié és una manera abreujada
de comparar les classes
il [
- i —=.
b d

— ad < be,
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Observaci6 1.2
Si dues fraccions tenen el mateix denominador positiu, I’ordre es redueix a com-

parar els numeradors. En efecte, si b > 0, aleshores

< = ab < be == a<ec.

Sl S
SN

Exemple 1.12

Compareu els nombres racionals

Solucio
Els denominadors sén positius. Per tant, comparem els productes creuats:
(=2)-3=-6 i 5-1=5.

Com que
—6 < 5,

tenim

|
SIS

A
W =

Proposicié 1.11

La relacié < definida en Q és una relacié d’ordre total. Es a dir, per a tots
x,y,2z € Q, es compleixen les propietats segiients:

1. Reflexiva:
r <.

2. Antisimetrica: si r <y iy < z, aleshores
T =1y.

3. Transitiva: si z <y iy < z, aleshores
< z.

4. Total: per a tots x,y € Q, es compleix

r <y o bé y < x.
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Demostracié
Siguin
il v=ld] e
xr = — 9 = — 9 A —_ y
b Y= la f
amb b,d, f > 0.
La propietat reflexiva és immediata, perque
ab = ba,
1 per tant
a _a
b~ b

Per provar I'antisimetria, suposem que
<y i y < x.

Aixo vol dir que
ad < be i chb < da.

Com que ¢b = bc i da = ad, obtenim

ad = be.
Per tant,

a c

b d
1 aixi

x=1y.

Per provar la propietat transitiva, suposem que
<y i y < z.

Aleshores
ad < be i cf < de.

Multiplicant la primera desigualtat per f > 0, obtenim

adf < bef.
Multiplicant la segona desigualtat per b > 0, obtenim

bef < bde.
Per tant,

adf < bde.
Com que d > 0, podem cancel - lar d i obtenim

af < be.
Aixo vol dir que
r < z.

Finalment, de ’ordre total en Z es dedueix 'ordre total en Q. En efecte, donats
x iy, els enters ad i bc sdon comparables; per tant,

ad < be o bé be < ad.

Aix0 equival a dir que
r <y o bé y < x.
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Definim també l'ordre estricte. Si x,y € Q, escrivim
<y

si, i només si,

Equivalentment, si

amb b, d > 0, aleshores
T <y — ad < be.

Perque Q sigui un cos ordenat, ’ordre ha de ser compatible amb ’addicié i amb
la multiplicacié.

Proposicié 1.12

L’ordre de Q és compatible amb 'addici6. Es a dir, si z,y,2 € Q i

r <y,
aleshores
r+z<y+z.
Demostracioé
Siguin

x:[“

b
amb b,d, f > 0. Suposem que

el =l

z <y.
Aixo vol dir que
ad < be.
Ara bé, ) )
T+z= af + be
= o |
i _ -
s cf 4+ de

Per veure que z + z < y + z, hem de comprovar que
(af + be)df < (cf + de)bf.

Calculem:

(af + be)df = adf?* + bdef,
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(cf 4 de)bf = bef? + bdef.

Com que ad < bci f2 > 0, tenim
adf? < bef?,
Afegint bdef als dos membres, obtenim
adf? + bdef < bef? + bdef.

Per tant,
(af +be)df < (cf + de)bf,
i aixi
z+z<y+ 2.
Proposicié 1.13

L’ordre de QQ és compatible amb la multiplicacié per nombres racionals no nega-
tius. Es a dir, si z,y, 2z € Q,

aleshores

Demostracio
Siguin

[
b

amb b,d, f > 0. Suposem que

el =[]

Aixo vol dir que

ad < be
i, com que
0
0= |-
i
també vol dir que
0-f<1-e,
és a dir,
0<e
Ara bé,
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Per veure que xz < yz, hem de comprovar que
aedf < cebf.
Aquesta desigualtat és equivalent a
adef < beef.
Com que ad < bc, e > 01 f > 0, podem multiplicar la desigualtat ad < bc per

ef >0, i obtenim
adef < becef.

Per tant,

Corol - lari 1.14

Siz,yeQi
0<zx 1 0<y,
aleshores
0<zy
Demostracioé

Apliquem la proposicié anterior a la desigualtat
0<zx

multiplicant per y, que és no negatiu. Obtenim

Com que 0 -y = 0, resulta

Proposicié 1.15

El conjunt @Q, amb les operacions d’addicié i multiplicacié i amb 'ordre definit
anteriorment, és un cos ordenat.

Demostracioé

Hem vist que Q, amb ’addicié i la multiplicacid, és un cos commutatiu. També
hem vist que < és una relacié d’ordre total en QQ, compatible amb 'addici6 i
amb la multiplicacié per nombres no negatius.

Per tant, QQ és un cos ordenat.
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Una de les propietats més importants de l'ordre dels nombres racionals és que
entre dos nombres racionals diferents sempre hi ha un altre nombre racional.

Proposicio 1.16

El conjunt Q és dens. Es a dir, si z,y € Q i

x <y,
aleshores existeix m € Q tal que
r<m<y.
Demostracié
Prenem
Tr+y
m = :
2

Com que z,y € Q, també tenim m € Q.
Com que
T <y,

si afegim z als dos membres, obtenim

r+r<x+y.
Es a dir,
20 < x + .
Multiplicant per % > 0, resulta
r+y
< .
2
Per tant,
r<m.
De la mateixa manera, com que
<y,

si afegim y als dos membres, obtenim

r+y<y-+ty.
Es a dir,
T+y <2y
Multiplicant per % > 0, resulta
rT+y
<.
9 )
Per tant,
m < y.
Aixi,

rT<m<y.
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Exemple 1.13

Trobeu un nombre racional situat estrictament entre
1 ) 1
= i =,
3 2
Solucio

Podem prendre la mitjana aritmetica:

1,1
,_+_,
_ 3712
m=T
Calculem:
1+1_2—|—3_5
3 2 6 6
Per tant,
5
me 52
2 12
Aixi,
1<5<1
3 12 2

Observaci6 1.3

A més de ser dens, el conjunt dels nombres racionals té la propietat arquimediana.
Aixo vol dir que, donat qualsevol nombre racional positiu z, sempre podem
trobar un nombre natural n prou gran perque

n> .
Més generalment, si z,y € Q i z > 0, existeix un nombre natural n tal que
nr > .

Aquesta propietat expressa que els nombres naturals no queden acotats dins
de Q: avancant prou vegades una mateixa quantitat racional positiva, podem
superar qualsevol nombre racional donat.

L’ordre també permet definir el valor absolut d’un nombre racional.

Definici6 1.4

Sixz € Q, definim el valor absolut de x per

2] = {x, six >0,

—x, siz <O0.
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Geometricament, |x| representa la distancia del punt x a l'origen de la recta
numerica.

Exemple 1.14

Tenim 5 5 - -
- == ——| == 0l =0.
= | o

Proposicié 1.17

Per a tots z,y € Q, es compleixen les propietats segiients:
1. No-negativitat:
|z| > 0.

2. Anul - lacié:
lz] =0 = z=0.

3. Compatibilitat amb la multiplicacio:
|y = |z [yl
4. Desigualtat triangular:

|z +y| < |z| + |yl

Demostracio

La no-negativitat és conseqiiencia directa de la definicié: si > 0, aleshores
|z] =2 > 0; si z < 0, aleshores —z > 0, i per tant |z| = —z > 0.
També és clar que |z| = 0 si i només si z = 0.
La compatibilitat amb la multiplicacié es comprova distingint els signes de z i
y. Si tenen el mateix signe, zy > 0, i si tenen signe contrari, xy < 0. En tots els
casos s’obté

|zy| = =] [yl.
Finalment, per provar la desigualtat triangular, observem que sempre es com-
pleix

—|z] <z < 2|

—lyl <y <1yl
Sumant aquestes dues dobles desigualtats, obtenim
~(lel +1yl) <z +y < |2+ [y,

Aixo implica
[z +y| < [z] + |yl.
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Els nombres racionals també es poden expressar en forma decimal. Aquesta
representacié és molt 1til en el calcul practic, en les mesures, en els preus i en
moltes aplicacions quotidianes.

Com que un nombre racional es pot representar per una fraccié

%, a€l, belZr,

la seva expressio decimal s’obté dividint a entre b. Per simplificar I’estudi, suposarem
habitualment que la fraccié esta escrita en forma irreductible i amb denominador
positiu:

%, b >0, mcd(a, b) = 1.

Alguns nombres racionals tenen una expressié decimal finita. Per exemple,

3 7 21
1 0,75, 10 0,7, S ,625

Definici6 1.5

Direm que un nombre racional té una expressié decimal finita si es pot escriure

en la forma
m

107’
ambm &€ Zin € N.

Aquesta definicié reflecteix el fet que els decimals finits sén precisament els nom-
bres que es poden escriure amb denominador una potencia de 10.

Proposici6 1.18
Siguin a,b € Z, amb b > 0, i suposem que

med(a, b) = 1.

El nombre racional 4

b

té una expressio decimal finita si, i només si, el denominador b és de la forma
b=2"5°

per a certs r,s € N.
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Demostracio
Suposem primer que
b= 2"5°

Prenem un nombre natural n tal que

Aleshores
10" = 2™5"

és multiple de b. Per tant, existeix un nombre natural & tal que
bk = 10™.

Aixi,
a ak ak

b bk 107

Per tant, ¢ t¢ una expressié decimal finita.

Reciprocament, suposem que § té una expressi6 decimal finita. Aleshores exis-
teixen m € Z in € N tals que

a _m
b 107
Aixo implica
al0" = bm.

Com que med(a, b) = 1, el denominador b ha de dividir 10™. Pero
10" = 25",

Aixi, els uinics factors primers que poden apareixer en b sén 2 i 5. Per tant,

b=2"5°

per a certs r,s € N.
Exemple 1.15
Estudieu si el nombre racional -

40
té una expressio decimal finita.
Solucio
La fraccio ja és irreductible i

40 = 2% - 5.

Per tant, el denominador només té com a factors primers el 2 i el 5. Aixi, 4—70 té

una expressio decimal finita.



CAPITOL 1. TEORIA 34

Per trobar-la, escrivim el denominador com una potencia de 10. Com que
40 - 25 = 1000,

tenim 7 7-25 175
20~ 20.25 1000 17

Exemple 1.16

Estudieu si el nombre racional

5
6
té una expressié decimal finita.
Solucié
La fraccio % és irreductible i
6=2-3.

Com que el denominador té el factor primer 3, que no és ni 2 ni 5, el nombre
racional % no té una expressié decimal finita.

Quan una fraccio irreductible no té una expressié decimal finita, la seva expressio
decimal no acaba. Per exemple, en fer la divisi6 de 1 entre 3, obtenim

1
- =0,3333...
3 )

La xifra 3 es repeteix indefinidament. Per indicar aquesta repeticid, en lloc d’escriure
0,3333. .., escriurem
0,3.
Aixi,
L _03
3
De la mateixa manera,

2
— =0,181818... = 0,18
11 ) Y Y

Z =0,8333... =0,83.

Definici6 1.6

Un decimal periodic és una expressié decimal en que, a partir d’una certa posicio,
es repeteix indefinidament un mateix bloc de xifres. Aquest bloc s’anomena
periode.
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Si el periode comencga immediatament després de la coma decimal, diem que el
decimal és periodic pur. Per exemple,

0,27 = 0,272727 . ..

és periodic pur.
Si abans del periode hi ha algunes xifres que no es repeteixen, diem que el decimal
és periodic mixt. Per exemple,

1,46 = 1,46666 . . .
és periodic mixt.
Proposicio 1.19

Tot nombre racional té una expressio decimal finita o periodica.

Demostracio

Considerem un nombre racional representat per una fraccio

a
3 b> 0.

En fer la divisi6 de a entre b, en cada pas apareix un residu. Per la divisio

euclidiana, aquests residus només poden ser

0,1,2,...,b—1.

Per tant, només hi ha b residus possibles.

Si en algun moment apareix el residu 0, la divisié acaba i ’expressié decimal és
finita.

Si el residu 0 no apareix, com que només hi ha un nombre finit de residus
possibles, algun residu s’ha de repetir. A partir del moment en que un residu es
repeteix, el procés de la divisié també es repeteix, i per tant les xifres decimals
es repeteixen periodicament.

Aixi, I'expressié decimal de qualsevol nombre racional és finita o periodica.

Exemple 1.17

Calculem I'expressié decimal de

Solucio
Fem la divisio:
5:6=0,8333...

El residu que es repeteix dona lloc a la repeticié indefinida de la xifra 3. Per
tant,

) _
- = 0,83.
6 Y
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Fins ara hem partit d'una fraccié i n’hem estudiat ’expressié decimal. Ara
farem el procés invers: partirem d’una expressié decimal i buscarem una fraccié que
la representi.

Aquesta fraccié s’anomena fraccio gemeratriu, perque és la fraccidé que genera
aquell nombre decimal. Es a dir, si en fem la divisié decimal, obtenim precisament
I’expressié decimal donada.

En el cas dels decimals finits, trobar la fraccié generatriu és senzill: només cal
escriure el decimal amb denominador una potencia de 10, segons el nombre de xifres
decimals.

Exemple 1.18

Escriviu 2,375 com a fracci6 irreductible.

Solucié

Com que hi ha tres xifres decimals, escrivim

2375
2,375 = ——.
’ 1000

Ara simplifiquem:
2375 9% 19
1000 40 8
Per tant,

19
2,375 = —.
’ 8

Els decimals periodics també representen nombres racionals. Per trobar-ne la
fraccié generatriu, fem servir una equacié.

Exemple 1.19

Escriviu

&

I
S
\.[\D‘
3

com a fraccid.

Solucié

Com que el periode té dues xifres, multipliquem per 100:
100z = 27,27.

Restem les dues igualtats:

100z — z = 27,27 — 0,27.
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Aixi,
99x = 27.
Per tant,
27 3
rT = — = —
99 11
Aixi,
027 = 2>
11
Exemple 1.20
Escriviu
x = 1,46

com a fraccid.

Solucié

En aquest cas hi ha una xifra no periodica després de la coma i una xifra pe-
riodica. Multipliquem primer per 10, per situar el periode just després de la
coma:

10z = 14,6.

Ara multipliquem per 10 una altra vegada:

100z = 146,6.
Restem:
100z — 10x = 146,6 — 14,6.
Per tant,
90x = 132.
Aixi,
132 22
90 15
Per tant,
_ 22
1,46 = —.
’ 15

Proposicié 1.20

Un nombre és racional si, i només si, la seva expressié decimal és finita o perio-
dica.

Demostracioé

Hem vist que tot nombre racional té una expressié decimal finita o periodica.
Reciprocament, si un nombre té una expressiéo decimal finita, es pot escriure
amb denominador una potencia de 10, i per tant és racional.
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Si un nombre té una expressié decimal periodica, el procediment anterior permet
obtenir una equaci6 en que desapareix la part periodica. Aix0o dona una fraccid
generatriu. Per tant, també és racional.

Aixi, els nombres racionals son exactament els nombres amb expressié decimal
finita o periodica.

Recorda el teorema de Tales: els segments interceptats sobre dues rectes r i
r’ per un conjunt de paral - leles sén proporcionals

AB BC CD

AB  BC COD
Una de les aplicacions d’aquest teorema és la divisi6 d'un segment en parts iguals:
volem dividir el segment AB en cinc parts iguals

Per aixo tracem amb una regla una semirecta qualsevol amb origen en A. A partir
d’aquest punt, mitjancant un compas assenyalem cinc segments iguals. Unim el
punt M amb el punt B. Ara mitjangant regla i escaire tracem paral - leles a la recta
que uneix M i B pels altres punts marcats. El teorema de Tales assegura que els
segments interceptats sobre el segment AB sén iguals.
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Aquesta construccié geometrica permetra representar sobre una recta tots els
nombres racionals. En efecte, considerem una recta en qué s’han representat els
nombres enters 0 i 1. Mitjancant la construccié descrita anteriorment podem dividir
la unitat, és a dir, el segment determinat pels punts representats per 0 i 1, en cinc
parts iguals. Els punts aixi obtinguts es corresponen amb els nombres racionals
representats per les fraccions 1/5,2/5,3/51 4/5.

0 1s 25 35 45 A1

Si ara volguéssim representar el nombre racional representat per la fraccié 18/5,
com en efectuar la divisié entera entre 18 i 5 s’obté

18=5-3+3

aleshores podem descompondre la fraccié de la manera segiient:

18 3
— = 3 4 -
) 5}
és a dir, hem separat la part entera de la fracci6. Podem ara representar el nombre

racional considerat de la manera segtient:

En general, si volem representar un nombre racional positiu escrit com una fraccié

% abeN, b0,
podem aplicar la divisié euclidiana de a entre b:

a=bq+r, 0<r<hb.

Aleshores

a_bq—i—r_ _'_f
b s 1Ty
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Aixo vol dir que el punt que representa § es troba entre els enters ¢ i ¢ + 1. Per
ubicar-lo dins d’aquest segment unitat, dividim el segment en b parts iguals i en

prenem r. Si r = 0, el nombre racional coincideix amb l’enter q.

Aquesta representacié dels nombres racionals sobre una recta ajuda a visualitzar-
ne l'ordenacié. Si col - loquem la unitat a la dreta del punt origen 0, aleshores
a < [ significa que el punt de la recta corresponent al nombre racional a es troba
a I’esquerra del punt corresponent a [3.

Exemple 1.21

Representeu el nombre racional representat per la fracci6 —31/6 com un punt
d’una recta.

Solucio

Com que
—31=6-(—6)+5

aleshores podem descompondre la fraccié de la manera segiient:

31 5

St ST

6 6
Per tant, el punt es trobara en el segment unitat determinat pels enters —6 i —5.
Dividint aquest segment en sis parts iguals i prenent-ne després cinc obtenim el

punt que representa el nombre racional considerat.

De manera analoga a com definim les poténcies de nombres enters, definirem ara
les potencies de base un nombre racional i exponent natural. Escrivim abreujada-
ment la multiplicacio repetida de fraccions iguals

n vegades

com
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que es defineix com la poténcia de base el nombre racional representat per la fraccio
a/b i exponent natural n, o simplement, poténcia n-ésima del nombre racional
representat per a/b. Per exemple,

Evidentment, com

n vegades n vegades
——~ — @
a a a/ ..... a a/

n vegades n
b b b
Dooooo b

deduim que

Per tant, per elevar una fraccié a un nombre natural s’eleva numerador i denomina-
dor a aquest nombre.

Les potencies de nombres racionals satisfan les mateixes propietats formals que
les potencies de nombres enters, sempre que les expressions que apareixen tinguin
sentit. En particular, cal tenir cura quan la base és 0 i apareixen exponents negatius.

Proposicié 1.21

Siguin x,y € Q i siguin m,n € N. Es compleixen les propietats segiients:

1. Producte de poténcies de la mateixa base:

3. Poténcia d’una poteéencia:

4. Poténcia d’un producte:

n

(zy)" = 2™y

5. Poténcia d’un quocient: si y # 0, aleshores
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Demostracio

La primera propietat es dedueix directament de la definici6 de potencia. En
efecte, 2™ és el producte de m factors iguals a x, i ™ és el producte de n factors
iguals a x. Per tant, el producte

™"

conté en total m + n factors iguals a x, i aixo és precisament

™",

La propietat del quocient es dedueix de la propietat anterior i de l'existencia
d’invers multiplicatiu per als nombres racionals no nuls. Si x # 01 m > n,
podem escriure

:L,m — xm—n—o—n — xm—n . l,n'
Per tant,
m m—n n
PR — 2 & — ',L,mfn
x™ x"

La propietat de la potencia d’una potencia també es dedueix de la definicio:
I’expressio

(z™)"
és el producte de n factors iguals a ™. Com que cadascun d’aquests factors
conté m factors iguals a x, el resultat conté mn factors iguals a x. Per tant,

(x™)" = ™.

La propietat de la potencia d’un producte es dedueix de I'associativitat i la
commutativitat de la multiplicacié en Q:

(zy)" = (zy)(zy) - (zy) =gz xyy -y =2"y"

n factors n factors p factors

Finalment, si y # 0, tenim

Aleshores, aplicant la propietat anterior,
T " — n n — n n n\—
(Z) =@y —orry = = 2

Observaci6 1.4

Les propietats anteriors també es poden estendre als exponents enters. Si x € Q
i x # 0, definim, per a tot n € N\ {0},
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Amb aquesta definicid, per a x # 0, les propietats de les potencies continuen
essent valides per a exponents enters.

Observacié 1.5

No hi ha cap propietat general que permeti distribuir una potencia sobre una
addici6 o una resta. En general,

(x+y)" 72" +y"

(@ —y)" #a" —y"
Per exemple,
(2 + 3)? = 52 = 25,

mentre que
22 +3°=4+9=13,

Per tant,
(2 +3)% #£ 22 + 32,

Aixi, les propietats de les potencies s’apliquen al producte, al quocient i a la
poteéncia d'una potencia, pero no a ’addici6 ni a la resta.
Exemple 1.22
Simplifiquem ’expressio
2\ /2\?
)G

Com que és un producte de potencies de la mateixa base,
2 4 ) 2 2 4+2 92 6
GG -G -G

Exemple 1.23

Simplifiquem ’expressio
2

5 3
D]
Com que és una potencia d’'una potencia,

SIRCIESE

Simplifiquem ’expressio
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Per la propietat de la poténcia d’un producte,
Ca =66
4 5/ \4 5/

Exemple 1.25

Simplifiquem ’expressio

1)

Per la propietat de la potencia d’un quocient,

~loywln

~//
~lorfwo v
~

V)

De manera analoga al que passa amb els enters, podem estudiar arrels de nombres
racionals. Ara bé, hi ha una diferéncia essencial respecte de les poténcies: mentre
que tota poténcia d’'un nombre racional és sempre un nombre racional, una arrel
d’un nombre racional no sempre és racional.

Definici6é 1.7

Siguin z € Qin € N, amb n > 2. Direm que un nombre racional y és una arrel
n-esima de x si

Yy = .
En aquest cas, escrivim

y = {a,
sempre que aquesta arrel estigui definida de manera tnica o que es prengui la
branca indicada pel context.

Per exemple,

)8 _2
27 3
ja que
(G) -3
3) 21
També tenim
5 32_ 2
243 3’

perque
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Quan 'index n és senar, 'arrel n-esima, si existeix en Q, conserva el signe del
radicand. En canvi, quan n és parell, només poden tenir arrel n-esima en Q els
racionals no negatius, i per convencié el simbol {/z designa larrel no negativa.

Aixi,

4 2
9 3
encara que també és cert que
&)=
3/ 9
Per aixo, les solucions de 'equaci6
4
2 —
Y79
son
2 _ 2
y=z 1 y=

pero 'arrel quadrada \/% és, per convencio, la positiva.

Observacié 1.6

Si I'index és parell, cap nombre racional negatiu no té arrel dins de Q. Per
exemple, no existeix cap y € Q tal que

perque el quadrat de qualsevol nombre racional és sempre no negatiu.

També pot passar que el radicand sigui positiu i, tanmateix, ’arrel no sigui
racional. El cas més important és v/2.

Proposicié 1.22

No existeix cap nombre racional x tal que
2 =2,

En particular,

V2¢ Q.

Demostracio

Suposem, per reduccié a I'absurd, que existeix un nombre racional x tal que
22 = 2. Podem escriure  com una fraccié irreductible

x:%, a,b€Z, b#£0, mecd(a,d)=1.

Aleshores

i, per tant,
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2

Aixo implica que a® és parell, i per tant a és parell. Aixi, existeix k € Z tal que

a = 2k. Substituint,

(2k)? = 2b°,
és a dir,
4k* = 20°
Dividint per 2, obtenim
2k* = b7

Per tant, b? és parell, i aix0 implica que b és parell.
Hem obtingut que a i b son parells, cosa que contradiu que § fos irreductible.
Per tant, no existeix cap nombre racional z tal que z? = 2.

Aquest resultat no vol dir que v/2 no tingui sentit com a nombre. Geométrica-
ment, pel teorema de Pitagores, la diagonal d'un quadrat de costat 1 té longitud

V12 £12 =2

Per tant, la geometria mostra la necessitat d’introduir nombres que no sén racionals.
Aquests nombres s’anomenen irracionals i s’estudiaran en la unitat dedicada als
nombres reals.

Les propietats de les arrels s’han d’usar amb precaucié. A diferencia del que passa
amb les potencies, I'arrel d’'un nombre racional no sempre és un nombre racional.
Per exemple,

\/21226(@7 7:76@7

pero

V2 ¢ Q.

Per tant, quan treballem dins de Q, només podem aplicar les propietats de les
arrels quan totes les arrels que apareixen existeixen com a nombres racionals.

Proposicié 1.23

Siguin z,y € Q i sigui n € N, amb n > 2. Sempre que les arrels que apareixen
estiguin definides en QQ, es compleixen les propietats segiients:

1. Arrel d’un producte:
Wry = YT My.

2. Arrel d’un quocient: si y # 0, aleshores

3. Arrel d’una poteéncia: si n és senar, aleshores

VIt = x.
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Si n és parell, aleshores

4. Poténcia d’una arrel:

Demostracio

Provem les propietats a partir de la definicié d’arrel.
Per a la primera propietat, suposem que

a=/x i b= /y.

Aixo vol dir que

a" =x i " =y.
Aleshores, per les propietats de les potencies,

(ab)" = a™b" = xy.
Per tant, ab és una arrel n-ésima de zy, i escrivim
VT = 7 Y3
Per a la segona propietat, suposem que y # 0 i que
a= Yz, b= {y.

Com que y # 0, tenim b # 0. Aleshores

Per tant,

y oy
La tercera propietat depen de la paritat de n. Si n és senar, la funcié
t—t"
conserva el signe, i per tant ’arrel n-ésima de z" és x:
Vrn = x.
En canvi, si n és parell, tenim
" = (—z)".
Per convenci6, I’arrel n-esima parella és la no negativa. Per aixo,
Van = ||,
Finalment, la quarta propietat és conseqiiencia directa de la definicié d’arrel. Si
a= iz,

aleshores

i per tant
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Observaci6 1.7

No hi ha cap propietat general que permeti distribuir una arrel sobre una addicié

o una resta. En general,
Vety# o+ Yy

Vo —y#x =y
Per exemple,

VAF9 =13,

mentre que

Vi+v/9=2+3=5.

Per tant,

VA9 #VA+ V0.

Aixi, les propietats de les arrels s’apliquen al producte, al quocient i a les poten-
cies, pero no a l'addicié ni a la resta.

Exemple 1.26

Simplifiquem
25
36
Com que
25=5%2 i 36=6%
tenim
% _VE_s
36 V36 6
Exemple 1.27
Simplifiquem
of _ 8
27"
Com que
-8=(-2° i 271=3%
tenim
of 8 __2
27 3

Exemple 1.28

Calculem
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Com que l'index de 'arrel és parell, obtenim el valor absolut:

I -H-

Els nombres racionals apareixen de manera natural quan comparem quantitats.
Sovint no ens interessa només saber quant val una magnitud, siné comparar-la amb
una altra. Aquesta comparacié es fa mitjancant una raé.

Siguin a,b € Q, amb b # 0. Anomenem raé entre a i b el quocient

La rad
a

b
mesura quantes vegades la quantitat b esta continguda en la quantitat a, o bé quina
relacié quantitativa hi ha entre a i b.

Per exemple, si en una classe hi ha 12 alumnes que estudien frances i 20 alumnes
en total, la rad entre els alumnes que estudien frances i el total d’alumnes és

12
20
Aquesta rad és equivalent a
3

5.
Aixo vol dir que, de cada 5 alumnes, 3 estudien frances.

Definici6 1.8

Una proporcié és una igualtat entre dues raons. Es a dir, una expressio de la
forma

a _c
B @

amb b# 0id#0.

En una proporci6
a c
b d

els nombres a i d s’Tanomenen extrems, i els nombres b i ¢ s’Tanomenen mitjans.
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La propietat fonamental de les proporcions és consequiencia directa de la igualtat
de nombres racionals.

Proposicié 1.24
Siguin a,b,c,d € Q, amb b # 0 i d # 0. Aleshores

c
b
si, 1 només si,

ad = be.
Demostracio

Com que b # 0 i d # 0, podem multiplicar els dos membres de la igualtat

ae_°
b d
per bd. Obtenim
a c
bd- - =1bd- .
b d
Simplificant,
ad = bc.
Reciprocament, si
ad = be,

aleshores, com que bd # 0, podem dividir els dos membres per bd, i obtenim

ad _ be
bd  bd’
Per tant,
a_¢c
b d

Exemple 1.29

Comproveu si sén o no proporcions cadascuna de les igualtats segiients:

6 4 12 23 46 69
o _z b L _ 20 20 _ 597
@ 53 © F=% @ 52703
Solucioé
(a) Com que
6-8=12-4
aleshores
6 _4
12 8

constitueix una proporcio.
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(b) Com que
12-10 £ 5- 23

aleshores

1223

5 10
no és una proporcio.
(c) Com que

46-0,3=0,2-6,9

aleshores

4,6 6,9

02 0,3

constitueix una proporcié.

Exemple 1.30

Completeu les proporcions segiients:

15 10 10 0,75 3
_— = — b _— = — ! = =
@z ® $=% © 1
Solucié
(a) Si
15 10 . _27-10_18
ST T T
Aleshores, la proporcio és
15 _10
27 18
(b) Si
r 10 N 1510 6
15 25 YT o5 T
Aleshores, la proporcio6 és
o _10
15 25
(c) Si
0,75 3 N x_0,75-4_1
r 4 -3
Aleshores, la proporcio és
0,75 3
1 4

Les proporcions permeten transformar una igualtat entre raons en altres igualtats
equivalents. Aquestes propietats sén ttils per comparar magnituds i per resoldre
problemes de proporcionalitat.

En tota aquesta subseccio suposarem que les divisions que apareixen tenen sentit,
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és a dir, que els denominadors corresponents sén no nuls.
Proposici6 1.25
Siguin a, b, c,d € Q, amb b # 01id # 0, i suposem que

a C

b d
Aleshores es compleixen les propietats segiients:

1. Inversi6 dels termes: si a # 0 i ¢ # 0, aleshores

3. Suma dels termes de cada rad:

at+b c+d
b d

4. Diferéncia dels termes de cada raé:

a—b_c—d
b d

5. Suma i diferéncia dels termes: si a # b i ¢ # d, aleshores

a+b_c+d

a—b c—d
Demostracioé
Com que

a_c

b d

tenim

ad = be.

Per provar la primera propietat, suposem que a # 0 i ¢ # 0. De la igualtat

ad = be
es dedueix
bc = ad,
i aixo equival a
B d
a ¢

52
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Per provar I'alternanca, partim novament de

ad = bc.
Si ¢ # 0, aquesta igualtat equival a

a b

c d

ja que el producte dels extrems i el producte dels mitjans coincideixen:
ad = cb.

Per provar la tercera propietat, afegim 1 als dos membres de la proporcié inicial:

a c
—+1==-+41
b + pi +
Com que
b d
1=- i 1=-
b d
obtenim
a+b c+d
b d
De manera semblant, restant 1 als dos membres, obtenim
a c
——1=--1
b d ’
i per tant
a—b c—d
b d
Finalment, si a # b i ¢ # d, de les dues propietats anteriors tenim
a+b c+d
b d
i
a—b c—d
b d
Dividint membre a membre aquestes dues igualtats, obtenim
a+b ctd
b _ d
ab ~ d-
b d
Simplificant,
a+b c+d
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Exemple 1.31

A partir de la proporcid

6_ 9
8§ 12’
obtenim, per inversio,
8 12
6 9
També podem alternar els termes:
v_ ¢
9 12
I, sumant els termes de cada rao,
6+8 9+12
g8 127
és a dir,
14 21
8§ 12

Les proporcions permeten determinar termes desconeguts. Alguns casos par-
ticulars reben noms classics: tercera proporcional, quarta proporcional i mitjana
proporcional.

Definici6 1.9

Siguin a,b € Q, amb a # 0. Anomenem tercera proporcional de a i b un nombre
x € Q que compleix

b
b x

En aquest cas, pel producte dels mitjans i dels extrems,

az = b2
Com que a # 0, obtenim
b2
r=—.
a

Exemple 1.32

Trobeu la tercera proporcional de 2 i 6.

Solucié

Busquem x € Q tal que

(2N
SHEe2
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Pel producte dels mitjans i dels extrems,
2z = 36.

Per tant,
r = 18.

Aixi, la tercera proporcional de 2 i 6 és 18.

Definicié 1.10

Siguin a,b,c € Q, amb a # 01 b # 0. Anomenem quarta proporcional de a, b i c
un nombre z € Q que compleix

b w
En aquest cas,
ax = bc,
i, com que a # 0,
be
r=—.
a

Exemple 1.33

Trobeu la quarta proporcional de 3, 51 9.

Solucié

Busquem x € Q tal que

Pel producte dels mitjans i dels extrems,
3x = 45.
Per tant,
z = 15.

Aixi, la quarta proporcional de 3, 519 és 15.

Definici6 1.11

Siguin a,b € Q. Anomenem mitjana proporcional de a i b un nombre x € QQ que
compleix

=

a
T

En aquest cas,

2% = ab.

Per tant, quan existeix en QQ, la mitjana proporcional és un nombre racional x tal

que
x = Vab
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o bé x = —+/ab, segons el context. Si treballem amb quantitats positives, normal-
ment es pren la solucié positiva:
xr = Vab.

Observaci6 1.8

La mitjana proporcional no sempre existeix dins de Q. Per exemple, entre 11 2,
hauriem de tenir
z? =2,

pero no existeix cap nombre racional z tal que 22 = 2. Per tant, la mitjana
proporcional de 11 2 no és racional.

Exemple 1.34

Trobeu la mitjana proporcional positiva de 4 i 9.

Solucio

Busquem x € Q, amb x > 0, tal que

x
r 9
Pel producte dels mitjans i dels extrems,

z® = 36.

Com que x > 0, obtenim
x = 0.

Aixi, la mitjana proporcional positiva de 4 1 9 és 6.

Exemple 1.35

Un empleat que treballa per torns fa 10 hores seguides i descansa després 24.
Quant ha de descansar si treballa 15 hores? Quant hi haura treballat si ha
descansat durant 12 hores?

Solucio

L’empleat treballa a ra6 de
10

24
Si suposem que per 15 hores de treball seguides descansa x hores, aleshores
I’empleat treballa a ra6 de

15

x
Naturalment les dues raons han de ser iguals i, per tant, tenim la segiient pro-
porcio:

10 15

24
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Aleshores,

10z =24 -15 == 96231600:36

és a dir, 'empleat descansa 36 hores per 15 hores de treball seguides.
De la mateixa manera, tenim

10 . _10-12_
24 12 YT o T

Aleshores, si ha descansat durant 12 hores, I’empleat haura treballat 5 hores
seguides.

Les proporcions permeten estudiar relacions entre magnituds. Dues de les rela-
cions més importants son la proporcionalitat directa i la proporcionalitat inversa.

Dues magnituds z i y sén directament proporcionals si, quan una es multiplica
per un nombre, 'altra també queda multiplicada pel mateix nombre.

Aixo vol dir que el quocient entre els valors corresponents és constant:
==k, x # 0.

El nombre k s’anomena constant de proporcionalitat directa.

Equivalentment, podem escriure
y = kx.
Exemple 1.36
Si 1 kg de pomes costa 2,40 euros, el preu y de x kg de pomes és
y = 2,40z.
Aixi, si comprem 3 kg, tenim
y=2,40-3 =7,20.

Per tant, 3 kg de pomes costen 7,20 euros.

En una situacié de proporcionalitat directa, si tenim dues parelles de valors
corresponents

<xlay1) i (x27y2)7
amb x1, x5 # 0, aleshores es compleix

n_y
T $2'
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Per tant,
T . @

T2 Y2

Dues magnituds x i y sén inversament proporcionals si, quan una es multiplica
per un nombre no nul, 'altra queda dividida pel mateix nombre.

Aixo vol dir que el producte dels valors corresponents és constant:
xy = k.
El nombre k s’anomena constant de proporcionalitat inversa.
Equivalentment, si x # 0, podem escriure

y=-.
xr

Exemple 1.37

Suposem que una feina es pot fer en 24 hores de treball. Si hi treballa una
persona, necessita 24 hores. Si hi treballen 2 persones al mateix ritme, necessiten
12 hores. Si hi treballen 3 persones, necessiten 8 hores.

Si x és el nombre de persones i y és el nombre d’hores, tenim

xy = 24.

Per tant,

Aixi, si hi treballen 6 persones,

Per tant, necessiten 4 hores.

En una situacié de proporcionalitat inversa, si tenim dues parelles de valors
corresponents

(mlayl) i (552792)7
aleshores es compleix
T1Y1 = T2Y2.

Equivalentment,
1_ Y

) Y1

Es a dir, les raons apareixen invertides.
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La diferéncia entre els dos tipus de proporcionalitat es pot resumir aixi:

Tipus de proporcionalitat ‘ Relacié constant ‘ Forma algebraica

Directa LAy y=kx
! k

Inversa xy =k y=—
7

En la proporcionalitat directa, les dues magnituds creixen o decreixen en el
mateix sentit. En canvi, en la proporcionalitat inversa, quan una magnitud creix,
I’altra decreix de manera que el producte es manté constant.

Es coneixen amb el nombre de problemes de regla de tres simple, aquells en els que
es coneixen tres quantitats referents a dues magnituds proporcionals, directament
o inversament, i es necessita trobar el valor de la quarta proporcional. Segons que
sigui la proporcionalitat directa o inversa, es distingeix entre la regla de tres simple
directa i inversa. Els problemes de regla de tres simple es resoldran de la manera
seguent:

(1) S’esbrinara primer el tipus de proporcionalitat que existe entre les magnituds
donades

(2) Es formara una proporcié igualant la ra6 de les dos quantitats conegudes d’una
de les magnituds amb la rad directa o inversa, segons sigui el cas descobert
en (1), de les quantitats de la una altra, prenent com a desconeguda la quarta
proporcional.

Exemple 1.38

Un cotxe consumeix 18 litres de gasolina per recorrer 240 km. Quants litres
consumira per recorrer 400 km, si el consum és proporcional a la distancia recor-
reguda?

Solucié

Les magnituds que intervenen son la distancia recorreguda i els litres de gaso-
lina consumits. Si el consum es manté constant, aquestes dues magnituds séon
directament proporcionals: com més quilometres es recorren, més gasolina es
consumeix en la mateixa proporci6.

Podem organitzar les dades en una taula:

Distancia (km) | Gasolina (L)
240 18
400 9z
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Com que hi ha proporcionalitat directa, es compleix

240 _ 18

400
Per tant,

240z = 400 - 18.

Aixi,

400 - 18

B = 50 30.

Per tant, el cotxe consumira

30 litres

per recorrer 400 km.

Exemple 1.39

Tres treballadors poden pintar una paret en 8 hores. Quant temps necessitaran
6 treballadors per pintar la mateixa paret, si tots treballen al mateix ritme?

Solucio

Les magnituds que intervenen sén el nombre de treballadors i el temps necessari
per fer la feina. En aquest cas, les magnituds sén inversament proporcionals: si
augmenta el nombre de treballadors, disminueix el temps necessari en la mateixa
proporcio.
Podem escriure:

Treballadors ‘ Temps (hores)

3 8
6 T

Com que la proporcionalitat és inversa, el producte entre el nombre de treballa-
dors i el temps es manté constant:

3-8=6-=x.
Per tant,
24 = 6x
Aixi,
x = 4.

Per tant, 6 treballadors necessitaran
4 hores

per pintar la mateixa paret.
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Exemple 1.40

Per preparar una recepta per a 4 persones calen 300 g d’arros. Quants grams
d’arros caldran per preparar la mateixa recepta per a 10 persones?

Solucié

El nombre de persones i la quantitat d’arros son magnituds directament pro-
porcionals: si augmenta el nombre de persones, també augmenta la quantitat
d’arros en la mateixa proporcio.

Organitzem les dades:
Persones | Arrds (g)

4 300
10 T

Com que hi ha proporcionalitat directa,

4 _ 300
10 z
Per tant,
4z = 10 - 300.
D’aqui obtenim
10 -
1P = 10-300 4300 = 750.

Per tant, per preparar la recepta per a 10 persones caldran

750 g d’arros.

S’anomenen problemes de regla de tres composta aquells en que el valor desco-
negut d’una de les magnituds depen d’altres dues o més i és directament o inversa-
ment proporcional a cadascuna d’aquestes magnituds preses separadament, mentre
les restants romanen fixes. Els problemes de regla de tres composta es resoldran
de la manera segiient: suposem que tenim les magnituds A, B,C' i D de les quals
coneixem el valor a de A corresponent als valors b, ¢ i d de les altres tres magnituds, i
volem coneixer un altre valor de A que anomenarem x corresponent als valors v/, ¢ i
d' de les altres tres magnituds. Ara col - loquem en dues files els valors de les magni-
tuds (vegeu la taula segiient) i comparem cada magnitud amb aquella en que esta el
valor desconegut x. Suposem per exemple que A és directament proporcional amb
B i inversament proporcional amb les altres dues magnituds. Aleshores escrivim
damunt de les columnes on es troben els valors de les magnituds B, C' i D el simbol
X quan la proporcionalitat és directa i + quan és inversa:

X = -
z bV Jd d
a b ¢ d

Com que existeix proporcionalitat entre els valors de A amb cadascuna de les altres
tres magnituds, s’ha de complir que la raé dels valors de A és igual al producte de
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les raons directes o inverses de les altres magnituds (segons siguin directament o
inversament proporcionals amb A):

g_bf’ c g_b’-c-d
a b o d b-d-d

Aillant x en la proporcié anterior, obtenim

V-c-d
b-c-d

r=a

Exemple 1.41

Un cotxe consumeix 18 litres de gasolina per recérrer 240 km. Quants litres
consumira per recérrer 400 km, si el consum és proporcional a la distancia recor-
reguda?

Solucié

Les magnituds que intervenen son la distancia recorreguda i els litres de gaso-
lina consumits. Si el consum es manté constant, aquestes dues magnituds sén
directament proporcionals: com més quilometres es recorren, més gasolina es
consumeix en la mateixa proporci6.

Podem organitzar les dades en una taula:

Distancia (km) | Gasolina (L)
240 18
400 7

Com que hi ha proporcionalitat directa, es compleix

240 18

400 z
Per tant,

240z = 400 - 18.

Aixi,

400 - 18

T = 510 30.

Per tant, el cotxe consumira

30 litres

per recorrer 400 km.

Exemple 1.42

Tres treballadors poden pintar una paret en 8 hores. Quant temps necessitaran
6 treballadors per pintar la mateixa paret, si tots treballen al mateix ritme?
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Solucié

Les magnituds que intervenen sén el nombre de treballadors i el temps necessari
per fer la feina. En aquest cas, les magnituds sén inversament proporcionals: si
augmenta el nombre de treballadors, disminueix el temps necessari en la mateixa
proporcio.
Podem escriure:

Treballadors | Temps (hores)

3 8
6 9

Com que la proporcionalitat és inversa, el producte entre el nombre de treballa-
dors i el temps es manté constant:

3:8=6-=x.
Per tant,
24 = 6.
Aixi,
x = 4.

Per tant, 6 treballadors necessitaran
4 hores

per pintar la mateixa paret.

Exemple 1.43

Per preparar una recepta per a 4 persones calen 300 g d’arros. Quants grams
d’arros caldran per preparar la mateixa recepta per a 10 persones?

Solucio

El nombre de persones i la quantitat d’arros son magnituds directament pro-
porcionals: si augmenta el nombre de persones, també augmenta la quantitat
d’arros en la mateixa proporcié.
Organitzem les dades:

Persones | Arros (g)

4 300
10 T
Com que hi ha proporcionalitat directa,
4 _ 300
10 z
Per tant,
4z = 10 - 300.
D’aqui obtenim
10 -
A= 0300 = 750.

4
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Per tant, per preparar la recepta per a 10 persones caldran

750 g d’arros.

De la propietat (3) de les proporcions es dedueix que si les quantitats x,y, z sén
directament proporcionals a a, b, ¢ aleshores es compleix

T Yy 2z THY+=z

a b ¢ a+b+c
i si s6n inversament proporcionals a a, b, ¢ aleshores es compleix

2 T+y+=z
A e

SIS
SHIEIN

Aquests dos resultats proporcionen les regles segiients de repartiment proporcional:

(1) Per repartir una quantitat N en parts z,y, z directament proporcionals a
a, b, c n’hi ha prou de considerar la proporcions segiients:

r N vy N z N
a a+b+tc b a+tb+c c a+btec
ja que N = x + y + z, i trobar la quarta proporcional corresponent. Aixi,
obtenim:
N N N
R A P e

(2) Per repartir una quantitat N en parts z,y, z inversament proporcionals a
a, b, c n’hi ha prou de considerar les proporcions segiients
_rzt+y+=z
=T ,1.1
aTe T

o= 8

N y Tt+yt+z z
R

ja que N = x + y + z, i trobar la quarta proporcional corresponent. Aixi,
obtenim:

N
i

ol

N
1
b

<

|
S|

I

+3+

Q |~
Q=

Aquestes regles de repartiment proporcional poden estendre’s a qualsevol nombre
de parts.

Exemple 1.44

Volem repartir 600 euros en tres parts directament proporcionals als nombres
2, 3, 5.

Calculeu les tres parts.
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Solucié

En aquest cas tenim
N = 600, a =2, b=3, c=29.

Com que
a+b+c=2+3+5=10,

les tres parts son

r=2.99 9,
10
600
=3 — =180
Y T :
i
600

=5-— = 300.
: 10
Per tant, el repartiment és

120 euros, 180 euros, 300 euros.

Exemple 1.45

Una empresa reparteix una gratificacié de 1200 euros entre tres treballadors
de manera directament proporcional al nombre d’hores extres que han fet. El
primer ha fet 4 hores, el segon 6 hores i el tercer 10 hores. Quant rep cadascun?

Solucid

Les quantitats que cal repartir séon directament proporcionals a

4, 6, 10
Per tant,
N = 1200, a =4, b=6, c = 10.
Com que
a+b+c=4+6+10 =20,
obtenim 1900
=4.-—— =240
’ 20 !
1200
=6-—— =360
Y 20 ;
1
1200

=10 - —— = 600.
: 20
Per tant, els tres treballadors reben, respectivament,

240 euros, 360 euros, 600 euros.
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Exemple 1.46

Volem repartir 780 euros en tres parts inversament proporcionals als nombres

. 3, 6.

Calculeu les tres parts.

Solucié
Com que el repartiment és inversament proporcional a

2, 3, 6,

hem de repartir 780 euros de manera directament proporcional a

1 1 1
27 3 6
La suma d’aquests inversos és
Tyl los 2 iy
6 6 6 6
Per tant,
1 780
=—.-— =390
Y= ’
1 780
=—.-— =260
Y 371 )
: 1780
=—-.— =130.
761
Aixi, el repartiment és
390 euros, 260 euros, 130 euros.

Exemple 1.47

66

Un premi de 900 euros es reparteix entre tres equips de manera inversament
proporcional al nombre d’errors comesos. El primer equip ha comes 3 errors, el

segon 4 errors i el tercer 6 errors. Quant rep cada equip?

Solucio

El repartiment és inversament proporcional a
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La suma dels inversos és

1 1 1 4 3 2 9

3
sTiteT e T T 20

Aixi,
1 900 1
:E 3 % 3 ?
1 900 1
y 4 % 4 ’
i 1 900 1

4
Per tant, els tres equips reben, respectivament,

400 euros, 300 euros, 200 euros.

La proporcionalitat no només apareix en situacions aritmetiques, com ara preus,
percentatges o repartiments. També és fonamental en geometria, especialment quan
comparem longituds, figures semblants, escales o ampliacions i reduccions.

En geometria, la idea central és comparar magnituds del mateix tipus. Per
exemple, podem comparar dues longituds, dues arees o dos volums. En aquesta
seccio ens centrarem sobretot en la proporcionalitat entre longituds, és a dir, entre
segments.

Un segment queda determinat per dos punts. Si A i B sén dos punts, escriurem

AB
per indicar el segment que uneix A i B, i escriurem
AB

per indicar-ne la longitud.

Per poder comparar dos segments, cal expressar-ne les longituds amb la mateixa
unitat de mesura. Si dos segments tenen longituds AB i C'D, la raé entre aquests

dos segments és el quocient

AB
&5 CD#o.

Aquesta ra6 indica quantes vegades el segment C'D esta contingut en el segment
AB, o bé quina part representa AB respecte de C'D.
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A 6 cm A
A B
A 4 cm A
C D
Figura 1.3: Comparacié de dos segments. En aquest cas, A—B = 6 = —.
cCD 4 2

Exemple 1.48

En la figura 1.3, el segment AB fa 6 cm i el segment C'D fa 4 cm. La rad entre
les seves longituds és

AB 6 3
CD 4 2
Aixo vol dir que el segment AB fa % vegades el segment C'D.

Definicié 1.12

Direm que quatre segments AB, C'D, EF i GH sén proporcionals si les raons
entre les seves longituds son iguals, és a dir, si

AB EF

Aquesta igualtat és una proporcié geometrica. Com en qualsevol proporcid, po-
dem aplicar la propietat fonamental:

AB EF
oD - GO AB-GH =CD - EF.
Exemple 1.49
Suposem que

AB = 8 cm, CD =12 cm, EF =10 cm.

Volem trobar la longitud GH perque els segments siguin proporcionals:

AB EF

CD  GH
Substituim les dades:

8 _ 10

12 GH
Aplicant la propietat fonamental de les proporcions,

8-GH =12-10.
Per tant,
12

Aixi, cal que
GH =15 cm.
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També podem expressar la proporcionalitat de segments mitjancant una constant
de proporcionalitat. Si dos segments AB i A’B’ compleixen

A'B' =k- AB,

direm que k és el factor d’escala que transforma el segment AB en el segment
A'B'.

Si k > 1, el nou segment és més llarg que l'original. Si 0 < k£ < 1, el nou segment,
és més curt. Si k =1, els dos segments tenen la mateixa longitud.

Exemple 1.50

Si un segment fa 5 cm i 'ampliem amb factor d’escala

o d
2
la nova longitud sera
3 15
—.5=—="7p5.
2 2 ’

Per tant, el segment ampliat fa 7,5 cm.

La proporcionalitat de segments és especialment important en 'estudi de figures
semblants. Dues figures tenen la mateixa forma quan les longituds corresponents
son proporcionals.

Per exemple, si dos triangles ABC' i A’B’C’ tenen costats corresponents propor-
cionals, podem escriure

A/B/ B/C/ A/C/

AB ~ BC  AC
El nombre k és el factor d’escala que transforma el triangle ABC' en el triangle
A'B'C".

k.

C/
213
C 4
V13
2
A 3 B A/ 6 Bl
k=2

Figura 1.4: Dos triangles semblants. Les longituds del segon triangle séon el doble
de les longituds corresponents del primer.
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Exemple 1.51

En la figura 1.4, els costats corresponents dels dos triangles compleixen

a5
AB 3 ’
ACT 4 5
AC 2 ’
i també
BC'  2V13 .

BC /13

Per tant, els costats corresponents sén proporcionals i el segon triangle és una
ampliacié del primer amb factor d’escala

k= 2.

Un dels resultats fonamentals que relaciona geometria i proporcionalitat és el
teorema de Tales. Aquest teorema permet obtenir proporcions entre segments quan
diverses rectes paral - leles tallen dues rectes secants.

Proposicié 1.26 (Teorema de Tales)

Si diverses rectes paral - leles tallen dues rectes secants, aleshores determinen
sobre aquestes rectes segments proporcionals.

La figura 1.5 representa una situacié tipica del teorema de Tales. Les rectes
verticals son paral - leles i tallen dues rectes secants que parteixen d’un mateix punt
A. Els segments determinats sobre una secant sén proporcionals als segments cor-
responents determinats sobre l'altra secant.

D/

C/

A B C D

Figura 1.5: Situacié del teorema de Tales: rectes paral - leles que tallen dues rectes
secants i determinen segments proporcionals.

En aquesta situacié es compleixen proporcions com ara

AB _ AB
BC B
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i també
AB ADB’

AC ~— ACT

Exemple 1.52

Suposem que tres rectes paral - leles tallen dues rectes secants i determinen els
segments segiients:

AB = 4 cm, BC =6 cm, AB' =10 cm.

Volem trobar B'C’. Pel teorema de Tales,

AB _ AB
BC  BC"
Substituim les dades:
4 10
6 B'C
Aplicant la propietat fonamental de les proporcions,
4.B'C" =6-10.
Per tant,
60
B == =15,
4
Aixi,
B'C' =15 cm.

Una aplicacié directa de la proporcionalitat geometrica és 1'is d’escales en mapes,
planols i maquetes.

Una escala indica la ra6 entre una longitud representada i la longitud real cor-
responent. Per exemple, una escala

1:100

vol dir que 1 unitat en el dibuix representa 100 unitats en la realitat.

Si la longitud en el dibuix és d i la longitud real és r, aleshores

d 1

r - 100°
Exemple 1.53

En un planol a escala 1 : 200, una habitacié fa 4 cm de llarg. Quina és la longitud
real de I’habitaci6?
L’escala 1 : 200 vol dir que

1 cm en el planol = 200 cm en la realitat.
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Per tant,
4 cm en el planol =4 - 200 = 800 cm en la realitat.

Com que
800 cm = 8 m,

la longitud real de I'habitaci6 és
8 m.

Exemple 1.54

Una maqueta esta feta a escala 1 : 50. Si una paret real fa 12 m, quina longitud
tindra en la maqueta?
Primer expressem la longitud real en centimetres:

12 m = 1200 cm.

Com que l'escala és 1 : 50, la longitud en la maqueta sera

1200
— =24,
50
Per tant, la paret fara
24 cm

en la maqueta.

En aquesta unitat treballem principalment amb raons racionals, perque 1’objectiu
és estudiar els nombres racionals i les seves aplicacions. Ara bé, en geometria també
apareixen raons que no sén racionals.

Per exemple, en un quadrat de costat 1, la diagonal té longitud /2. La raé entre
la diagonal i el costat és

2 _ V5,

que no és un nombre racional.

Aixo mostra que la geometria porta de manera natural més enlla dels nombres
racionals. Aquest fet sera important quan s’estudiin els nombres irracionals i, poste-
riorment, els nombres reals.

A la secci6 anterior hem estudiat la proporcionalitat directa i la proporcionalitat
inversa com a relacions entre magnituds. Ara les reinterpretarem com a funcions, és
a dir, com a correspondencies que assignen a cada valor admissible d’una variable x
un unic valor d’una variable y.

Tot i que en aquesta unitat treballem amb nombres racionals, per visualitzar
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aquestes funcions en el pla cartesia dibuixarem la recta o la corba corresponent. Els

punts amb coordenades racionals en formen part.

Una funci6 de proporcionalitat directa és una funcié de la forma

f(z) = kz,

on k € Q és una constant.

La seva grafica és una recta que passa per 'origen de coordenades.
Exemple 1.55

Counsiderem la funcid

f(z) = 2.
Aquesta és una funci6é de proporcionalitat directa amb constant de proporciona-
litat k = 2.
Solucioé

Calculem alguns valors:

—1
=2

x | -

2
flz) =2z |1

01 2
0 2 4
Representem ara alguns punts de coordenades racionals que satisfan la relacio

Yy = 2.

Observem que tots aquests punts queden alineats. Si treballéssim sobre R, la

seva representacio grafica seria una recta que passa per l'origen.

4 I .
ot °
! il il il I.\
-3 =2 —1 1 g 3
o D
° —4

Punts de la funcié de proporcionalitat directa f(z) = 2x.

Aixi, la funcié f(x) = 2z és una recta que passa per l'origen. Aixo és caracteristic

de totes les funcions de proporcionalitat directa.
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Una funci6é de proporcionalitat inversa és una funcié de la forma

on k € Q, k # 0, és una constant.

Aquesta funcié no esta definida en x = 0, i la seva grafica és una hiperbola.
Exemple 1.56

Counsiderem la funcid

Aquesta és una funcié de proporcionalitat inversa amb constant de proporciona-
litat k = 6.
Solucioé

Calculem alguns valors:

z |-6 -3 -2 -1 1 2
f@)=%]-1 -2 -3 —6 6 3

3 6
2 1
Representem ara alguns punts de coordenades racionals que satisfan la relacio

y=-.

x
Observem que aquests punts no estan alineats i es distribueixen en dues branques.
Si treballéssim sobre R, la seva representacié grafica seria una hiperbola.

Ye

Punts de la funcié de proporcionalitat inversa f(x) = 2.

Observaci6 1.9
Les funcions de proporcionalitat directa i inversa es poden distingir facilment
per la seva expressio algebraica i per la seva grafica:

e si

f(z) = ka,
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la grafica és una recta que passa per l'origen;

e si

la grafica és una hiperbola i la funcié no esta definida en = = 0.

La diferencia essencial entre els dos tipus de proporcionalitat és la magnitud que
es manté constant.

En una proporcionalitat directa, el quocient és constant:

Yy
= =k.
x
Per aixo la relacio es pot escriure com
y = kux.

En una proporcionalitat inversa, el producte és constant:
xy =k.

Per aixo la relacié es pot escriure com
y=—.
i

Tipus de proporcionalitat ‘ Relacié constant ‘ Funcié associada

Directa Y_k y = kx
x

k

Inversa xy =k y=—

x

Aquesta distincié és important perqueé moltes situacions es resolen de manera
diferent segons si les magnituds son directament proporcionals o inversament pro-
porcionals. Abans d’aplicar una regla de tres, cal determinar quin tipus de propor-
cionalitat hi ha.



En aquest capitol es recullen exercicis resolts que permeten consolidar els concep-
tes principals de la teoria. Els primers exercicis treballen els nombres racionals des
d’un punt de vista conceptual i procedimental. Els darrers exercicis mostren aplica-
cions dels nombres racionals a proporcions, escales, figures geometriques i funcions
de proporcionalitat.

Exercici 2.1 (Fraccions com a classes)

Decidiu si
6 9 -3 12

100 15 -5 25

representen el mateix nombre racional.

Solucio

Dues fraccions a/b i ¢/d, amb denominadors no nuls, representen el mateix nom-
bre racional si

ad = be.

Primer comparem 10 1 15

6-15 =90 i 10 -9 = 90.
Per tant,
Ara comparem % i :—g:
6-(—5)=-30 i 10 - (—3) = —30.
Per tant,
6

Finalment, comparem {5 i 5z:

6-25 = 150 1 10 - 12 = 120.

76
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Com que 150 # 120, tenim

6 12

10 © 25
Aixi, les tres primeres fraccions representen el mateix nombre racional, pero ;—g
representa un nombre racional diferent.

Exercici 2.2 (Representants d’un nombre racional)

Escriviu quatre representants diferents del nombre racional representat per

3

—
Solucié

Per obtenir fraccions equivalents, multipliquem el numerador i el denominador
pel mateix enter no nul.
Multiplicant per 2, 3, —1 i —5, obtenim

3 6 9 3 15

48 12 -4 =20
Per tant, quatre representants diferents del mateix nombre racional sén
e v & 1
8’ 12’ —4’ —20°
Exercici 2.3 (Els enters com a racionals)
Escriviu els enters —3, 01 5 com a nombres racionals. Doneu-ne dos representants

diferents en cada cas.

Solucio

Cada enter n € Z es pot identificar amb el racional representat per 7.
Per tant,

-3 -6
3=_"=_"
1 2
0 0
027:7
17
! 5 15
5= =,
1 3

En tots els casos, el denominador ha de ser no nul.

Exercici 2.4 (Fraccié irreductible)

Redulu a fraccié irreductible: a4

126
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Solucio
Calculem el maxim comu divisor de 84 i 126:
med(84, 126) = 42.
Dividim el numerador i el denominador per 42:

—84 —84:42 2
126 126:42 3’

Per tant, la fraccié irreductible equivalent és

2

5
Exercici 2.5 (Signe d’un racional)
Escriviu amb denominador positiu i en forma irreductible:

45
—60°
Solucio

Primer passem el signe negatiu al numerador:

45 45
—60 60
Ara simplifiquem. Com que

med (45, 60) = 15,

tindrem
45 45:15 3
60 60:15 4
Per tant,
45 3
—60 4

Exercici 2.6 (Ubicacié sobre la recta numeérica amb el teorema de
Tales)

Expliqueu com es poden situar sobre la recta numerica els nombres

2 : 7
_z 3 L

) 3

fent servir el teorema de Tales.

78
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Solucié

El teorema de Tales permet dividir un segment en parts iguals mitjancant rec-
tes paral - leles. Aquesta construccié és especialment adequada per representar
fraccions sobre la recta numerica.

Per situar —%, dividim el segment que va de 0 a —1 en cinc parts iguals. Com
que el nombre és negatiu, ens desplacem cap a ’esquerra de 'origen i prenem la
segona, divisio.

5 parts

parts

¥ A ¥

-1 0

Construccio de —% dividint el segment [0, —1] en cinc parts iguals mitjancant el
teorema de Tales.

Per situar %, fem primer la divisié euclidiana

7T=3-2+1.
Aixi,

7 1

Ly

3 +3

Per tant, avancem fins al punt 2 i dividim el segment [2, 3] en tres parts iguals

mitjancant el teorema de Tales. La primera divisié correspon al punt 2 + % = %

3 parts

1 part
7

0 1 2 3
Construccio de % =2+ % dividint el segment [2,3] en tres parts iguals
mitjancant el teorema de Tales.
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Exercici 2.7 (Addicié i subtraccid)

Calculeu i simplifiqueu:

NV
I
ot
+
©ol N

Solucié

El minim comu multiple de 4, 6 i 9 és 36. Per tant,

35,2 21 30 8 5
4 6 9 36 36 36 36

Exercici 2.8 (Multiplicacié i divisid)

(_5) L9
8) 16’

Calculeu i simplifiqueu:

Solucio

Dividir per un racional no nul és multiplicar pel seu invers:

(D)5 (L)L
8/ 16 \ 8/ 15
Simplifiquem abans de multiplicar:

(5)16__5m_>12 2
15 8-15 1-3 3

8
Per tant,

( 5).15__ 2
8) 16 3’

Exercici 2.9 (Invers multiplicatiu)

Trobeu I'invers multiplicatiu de

i comproveu que el producte és 1.

Solucié

Com que « # 0, el seu invers multiplicatiu és

12
=1l _ =
a = 7
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En efecte,

Exercici 2.10 (Ordre en Q)
Ordeneu de menor a major:

&
1

Y

Solucié

Entre els nombres negatius, és més petit el que té valor absolut més gran:

5 3

6 4
Entre els nombres positius, comparem en creu:

2 7

- < — = 2-10<3-7.
3 10
Com que 20 < 21, tenim
2<7
3 10
Per tant,
6 4 10°

Exercici 2.11 (Densitat)

Trobeu tres nombres racionals diferents entre 3 i

Solucio

Escrivim els dos nombres amb denominador comi:

1 10 1 15

3730 2 30
Aleshores tres nombres racionals entre aquests dos séon

11 12 2 13

300 30 5 30
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Exercici 2.12 (Valor absolut)

’ =
I8

Calculeu:

‘ 7
)

—5I-I3
’ 6 31

Solucié

El valor absolut d’'un nombre racional és la seva distancia a 0 sobre la recta
numerica. Per tant,

T . 3 3
Sl-s 0 s
Finalment,
11 5( 11 5 11 10 1
5 Gl=%3-% F-%

Exercici 2.13 (Expressié decimal finita)

Decidiu si la fraccid
21

56

té expressié decimal finita.

Solucio

Primer reduim la fraccié a forma irreductible. Com que

mcd(21,56) = 7,

tindrem 21 3
56 8
Ara observem que
8= 2%

El denominador irreductible només té el factor primer 2. Per tant, la fraccié té
expressié decimal finita.

De fet,

3 375
S = — 0375
8 1000

Exercici 2.14 (Expressié decimal periodica)

Decidiu si la fraccid

7

12
té expressio decimal finita o periodica.
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Solucié

72 ja és irreductible, perque

La fraccid o

med(7,12) = 1.

El denominador és
12 =2%.3.

Com que apareix el factor primer 3, que és diferent de 2 i de 5, la fraccié no té
expressié decimal finita.
Per tant, té expressié decimal periodica. En efecte,

7 _
— =0,583.
12 ’

Exercici 2.15 (Fraccié generatriu d’un decimal finit)

Calculeu la fraccié generatriu de

3,075.

Solucio

Com que hi ha tres xifres decimals, podem escriure

3075
3,075 = 1000°

Simplifiquem la fraccié. Com que

med (3075, 1000) = 25,

tindrem
3075 _ g
1000 40
Per tant,
123
3,075 = —.
’ 40

Exercici 2.16 (Fraccié generatriu d’un decimal periodic)

Calculeu la fraccié generatriu de

2,137.

Solucié

Sigui

z=2,137 = 2,1373737. ..
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Hi ha una xifra no periodica i dues xifres periodiques. Multipliquem per 10 i per
1000:

10z = 21,373737. . ., 1000z = 2137,373737 . ..
Restant,
1000z — 10x = 2137 — 21 = 2116.
Aixi,
2116 1058
=211 — ot
990z 6, =350 = 195

Exercici 2.17 (Poténcies de racionals)

SINRINC)

Calculeu:

Solucio

Quan I'exponent és parell, el resultat és positiu:
< 2>4 2t 16
3/ 318l
Quan I'exponent és senar, el resultat conserva el signe negatiu:
( 2)5 S :
3/ 3 243
Exercici 2.18 (Propietats de les poténcies)

Simplifiqueu I'expressio segiient:
3\Z 3\t /3\?
)G :G)
Solucié

Com que totes les potencies tenen la mateixa base, podem sumar els exponents
en la multiplicacio i restar-los en la divisi6:

HECRGE O

() -2
5/ 125

Per tant,
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Exercici 2.19 (Arrels de racionals)

Decidiu si les arrels segiients sén racionals:
/49 \/5
81’ 9

Solucié

En el primer cas,

49 V49 7
81 81 9
Per tant, és un nombre racional.
En el segon cas,
) o
9 3
z

Com que /2 no és racional, tampoc no ho és
Per tant,

&
49 2
\/;EQ, \/;¢@-

Un cop treballades les operacions basiques, les potencies i les arrels, podem resol-
dre expressions on apareixen totes aquestes operacions combinades. Cal respectar
I’ordre habitual de les operacions:

parentesis — potencies i arrels

— multiplicacions i divisions — addicions i subtraccions.
També cal tenir cura amb els signes i simplificar sempre que sigui possible.
Exercici 2.20 (Tres fraccions amb denominadors diferents)

Calculeu:
+

| Ot
|
g

[GSR )

Solucio

Busquem un denominador comti. Com que
mem(3,6,4) = 12,

tindrem

1 g 10 3

i 12 1 12

Wl N
+
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Per tant,
g 10 3 15 5

2T 1 1

Exercici 2.21 (Paréntesis i multiplicacio)

Calculeu:
(3 2> 6 n 1
4 3) 5 2
Solucio
Primer resolem el parentesi:
3. 2_9 8 _1
4 3 12 12 12
Aixi,
(3 2> 6+1_ 1 6+1
4 3/ 5 2 12 5 2
Ara fem la multiplicacio:
1 6 6 1
12 5 60 10

Finalment,

Exercici 2.22 (Paréntesis i divisid)

Calculeu:

Solucié

Primer resolem el parentesi:

Per tant,

(5 1)_2 3.1 2 3
6 3/°9 4 2°9 4

Dividir per una fraccié és multiplicar pel seu invers:

9

9 _
2 4

DN | —

.2_
5=

DO | —

Ara restem:

=] ©
A~ w

86
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Exercici 2.23 (Prioritat de les operacions)

Calculeu:
7

0 37"

ot W

Wl Do
N
oo | Ot

Solucio

Primer fem la multiplicacio i la divisi6:

1 5 18 8 2
18 15 20 &
Per tant,
3 7 2 15 3 7 2
5 103 48 5 15 5

Ara reduim a denominador comu:

3 7 2 9 7 6 8

5 575 15 15715 15

Exercici 2.24 (Poténcies i paréntesis)

(5 -5G-1):

Calculeu:

Solucié

Primer calculem la poteéncia:

Ara resolem el parentesi:
3 1 6 1 5 1
5 10 10 10 10 2
Per tant,

Finalment,
4 5 6 15 1

9 12 36 36 36

Exercici 2.25 (Poténcies, arrels i signes)

ERC IS\,
36 27 2)

Calculeu:
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Solucié

Calculem cada terme per separat:

ja que 'arrel quadrada principal és no negativa.
També tenim

J 8 2
213
perque
2\ 8
(3) =
Finalment,
1\ 1
<_2)'__8
Aixi,
25 o 8 1N 502 1
36 " —27‘(‘2) 63 (_8)
Per tant,
5 2 1 5 4 1 1 1 4 3 7
6 38 6 68 6'8 24 24 2

Exercici 2.26 (Raé entre dues quantitats)

En una classe hi ha 18 alumnes que estudien frances i 12 alumnes que estudien
alemany. Calculeu la radé entre el nombre d’alumnes que estudien frances i el
nombre d’alumnes que estudien alemany. Interpreteu-ne el resultat.

Solucié

La ra¢ demanada és
18 3

12 2
Aixo vol dir que, per cada 2 alumnes que estudien alemany, n’hi ha 3 que estudien
frances.

Exercici 2.27 (Proporcions)

Decidiu si I'expressio segiient és una proporcio:

8 10

12 15
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Solucié

Comprovem el producte dels mitjans i el producte dels extrems:
1210 =120 i 8- 15 =120.

Com que coincideixen,

12 15
és una proporcio.

Exercici 2.28 (Propietats de les proporcions)

A partir de la proporcio
6 9

8 12’
escriviu la proporcié inversa, la proporcié alternada i la proporcié que s’obté
sumant els termes de cada raé.

Solucié
La proporci6 inversa és
8 12
6 9
La proporci6 alternada és
6 8
9 12
Sumant els termes de cada rad, obtenim
6+8 9+12
8§ 12
és a dir,
14 21
8§ 12

Exercici 2.29 (Tercera proporcional)

Trobeu la tercera proporcional de 2 i 6.

Solucié
Busquem x € Q tal que
2 6
6 x
Pel producte dels mitjans i dels extrems,
2z = 36.
Per tant,
r = 18.

Aixi, la tercera proporcional de 2 i 6 és 18.
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Exercici 2.30 (Quarta proporcional)

Trobeu la quarta proporcional de 3, 51 9.

Solucié

Busquem x € Q tal que

Pel producte dels mitjans i dels extrems,
3x = 45.

Per tant,
r = 15.

Aixi, la quarta proporcional de 3, 519 és 15.

Exercici 2.31 (Mitjana proporcional)

Trobeu la mitjana proporcional positiva de 4 i 9.

Solucié

Busquem x € QQ, amb x > 0, tal que

T
r 9
Pel producte dels mitjans i dels extrems,
z? = 36.
Com que x > 0, obtenim
T = 6.

Aixi, la mitjana proporcional positiva de 41 9 és 6.

Exercici 2.32 (Identificaci6 d’una relacié entre magnituds)

Observeu la taula segilient, que relaciona dues magnituds x i y:

z|2 5 8 11
y|6 15 24 7

Decidiu quin tipus de relacié hi ha entre les dues magnituds i calculeu el valor
que falta.
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Solucié

No hem d’aplicar una regla mecanicament: primer cal decidir quina relaci6é hi
ha entre les magnituds.
Comprovem si el quocient y/x és constant:

6 15

- =3,

24
3 ==
2 Y

3.
3 8

Com que el quocient és constant, les dues magnituds séon directament proporci-
onals.
Per tant,

V_gy
X

i, quan x = 11, tenim
y=3-11=33.
El valor que falta és 33.

Exercici 2.33 (Identificacié6 d’una relacié entre magnituds)

Observeu la taula segilient, que relaciona dues magnituds x i y:

x‘? 3
y |18 12

6 9
6 7

Decidiu quin tipus de relacié hi ha entre les dues magnituds i calculeu el valor
que falta.

Solucié
Primer comprovem si el quocient y/x és constant:

18
= —

12 6
— =4 — =1

9
’ 3 ’ 6

El quocient no és constant, de manera que no és una relacié de proporcionalitat
directa.
Ara comprovem el producte zy:

2-18 = 36, 3-12 = 36, 6-6 = 36.
Com que el producte és constant, les dues magnituds séon inversament proporci-

onals.
Per tant,

Quan z =9, tenim

El valor que falta és 4.
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Els nombres racionals i les relacions de proporcionalitat apareixen en moltes
situacions quotidianes: consum, preus, percentatges, repartiments, mescles, escales
i temps de treball. En aquests problemes, I’enunciat no sempre indica si la relacio
és directa o inversa. Per aixo, abans de calcular, cal identificar les magnituds que
intervenen i raonar com varia una quan varia l’altra.

Exercici 2.34 (Recepta per a més racions)

Una recepta utilitza 250 g de farina per preparar 4 racions. Quanta farina caldra
per preparar 10 racions, mantenint la mateixa recepta?

Solucio

Primer identifiquem les magnituds: nombre de racions i quantitat de farina.
Si preparem més racions mantenint la mateixa recepta, cal més farina en la
mateixa proporcio. Per tant, son magnituds directament proporcionals.
Plantegem la proporcio:

250

4 10°
Pel producte dels mitjans i dels extrems,

4z = 2500, T = 625.

Calen 625 g de farina.

Exercici 2.35 (Mateixa feina amb més persones)

Tres treballadors poden acabar una feina en 8 hores. Quant temps necessitaran
6 treballadors per fer la mateixa feina, si tots treballen al mateix ritme?

Soluci6

Les magnituds sén el nombre de treballadors i el temps necessari.

Com que la feina total és la mateixa, si hi treballen més persones, el temps
disminueix. Per tant, les magnituds sén inversament proporcionals.

En una relacié inversa, el producte es manté constant:

3:-8=6-uw.

Aixi,
24 = 6x, x = 4.

Per tant, 6 treballadors necessitaran 4 hores.
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Exercici 2.36 (Produccié amb dues magnituds variables)

Cinc maquines produeixen 480 peces treballant 4 dies a raé de 6 hores diaries.
Quantes peces produiran 8 maquines treballant 5 dies a rad de 7 hores diaries,
si totes les maquines tenen el mateix rendiment?

Solucio

La produccié depen de tres magnituds: nombre de maquines, nombre de dies i
hores de treball per dia.

Si augmenta el nombre de maquines, augmenta la produccié. Si augmenta el
nombre de dies, també augmenta la producci6. I si augmenten les hores diaries,
també augmenta la produccio. Per tant, la produccio és directament proporcio-
nal a cadascuna d’aquestes magnituds.

Passem de 5 maquines a 8 maquines: el factor és

8
-
Passem de 4 dies a 5 dies: el factor és

5

1

Passem de 6 hores diaries a 7 hores diaries: el factor és

g
5
Per tant,
5 7
=480 - - —- —.
’ 16
Simplificant,
x = 1120

Aixi, produiran 1120 peces.

Exercici 2.37 (Percentatges)

Una jaqueta costa 80 euros i té un descompte del 15%. Quin és el preu final?

Solucio

Calculem primer el descompte:

15
15% de 80 = — - 80 = 12,
7 de 100

El descompte és de 12 euros. Per tant, el preu final és
80 — 12 = 68.

La jaqueta costa finalment 68 euros.
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Exercici 2.38 (Increment percentual)

El preu d’un producte era de 50 euros i ha augmentat un 8%. Quin és el nou
preu?

Solucié

Calculem l'increment:

8
d = — = 4
8% de 50 100 50

El preu augmenta 4 euros. Per tant, el nou preu és
50+ 4 = 54.

El nou preu és 54 euros.

Exercici 2.39 (Comparacié de preus)

En un supermercat, un paquet de 750 g d’arros costa 2,85 euros, i un paquet
d’1,2 kg costa 4,20 euros. Quin paquet té millor preu per quilogram?

Solucié

Per poder comparar els dos paquets, hem de calcular el preu d’'una mateixa
quantitat, per exemple el preu per quilogram.
El primer paquet té 750 g, és a dir,

750 g = 0,75 kg.

Per tant, el seu preu per quilogram és

2,85
0,75

= 3,80.

Aixi, el primer paquet costa 3,80 euros per quilogram.

Per al segon paquet, tenim
4,20

= 3,50.
1,2 ’
Aixi, el segon paquet costa 3,50 euros per quilogram.
Com que
3,50 < 3,80,

el paquet d’1,2 kg té millor preu per quilogram.

Exercici 2.40 (Preparacié d’una mescla)

Un producte concentrat s’ha de barrejar amb aigua en la ra6

1:4,
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és a dir, una part de producte concentrat per cada quatre parts d’aigua. Quina
quantitat de producte concentrat i quina quantitat d’aigua calen per preparar
2,5 litres de mescla?

Solucio

Larad 1 : 4 indica que, de cada 5 parts de mescla, 1 part és producte concentrat
i 4 parts son aigua.
Per tant, la quantitat de producte concentrat és

!

La quantitat d’aigua és
4
=-2,5=2.
5

Aixi, calen 0,5 litres de producte concentrat i 2 litres d’aigua.

Exercici 2.41 (Velocitat i temps)

Un cotxe fa un trajecte a una velocitat constant de 90 km/h i triga 2 hores.
Quant temps trigaria a fer el mateix trajecte a 120 km/h, si manté aquesta nova
velocitat constant?

Solucio

Les magnituds soén la velocitat i el temps. Com que el trajecte és el mateix, si
augmenta la velocitat, disminueix el temps. Per tant, la relacié és inversa.
Primer calculem la distancia del trajecte:

90 - 2 = 180.

Per tant, el trajecte fa 180 km.
Si la velocitat és de 120 km/h, el temps necessari és

180 3
= =2 =15
120 2

Aixi, trigaria 1,5 hores, és a dir, 1 hora i 30 minuts.

Exercici 2.42 (Repartiment segons aportacions)

Tres persones han participat en un projecte durant 2, 3 i 5 hores, respectivament.
Es vol repartir una gratificacié total de 600 euros tenint en compte el temps de
participacié de cadascuna. Quina quantitat ha de rebre cada persona?

Solucié

Cal interpretar el criteri de repartiment. Com que es vol tenir en compte el
temps de participacid, qui ha dedicat més hores ha de rebre una part més gran.
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Per tant, el repartiment ha de ser proporcional a les hores dedicades.
Si les parts son proporcionals a 2, 3 1 5, les podem escriure com

2k, 3k, 5k.
Com que la suma total és 600, tenim
2k + 3k + 5k = 600.

Per tant,
10k = 600, k = 60.

Les tres parts son
2k = 120, 3k = 180, 5k = 300.
Per tant, el repartiment és

120 euros, 180 euros, 300 euros.

Exercici 2.43 (Repartiment segons rapidesa)

Tres equips han fet la mateixa tasca en 2, 3 i 6 hores, respectivament. Es vol
repartir una prima total de 780 euros segons la rapidesa amb que han acabat la
tasca. Quina quantitat ha de rebre cada equip?

Solucié

Aqui cal pensar el criteri de repartiment. Tots els equips han fet la mateixa
tasca, pero no han trigat el mateix temps. Ser més rapid vol dir trigar menys
temps. Per tant, la rapidesa és proporcional a I'invers del temps.

Aixi, el repartiment s’ha de fer proporcionalment a

1 1 1
27 3 6
La suma d’aquests inversos és
1_|_1 1_3_|_2+1_1
2 3 6 6 6 6
Per tant, les parts son
1
x = —-780 =390,
2
1
y:§-780:260,
1
= — - 780 = 130.
76

Aixi, el repartiment és

390 euros, 260 euros, 130 euros.
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Exercici 2.44 (Escales)

En un planol a escala 1 : 200, una habitacié fa 4 cm de llarg. Quina és la longitud
real de 'habitaci6?

Solucio

L’escala 1 : 200 vol dir que
1 cm en el planol = 200 cm en la realitat.

Per tant,
4 c¢m en el planol =4 - 200 = 800 cm en la realitat.

Com que
800 cm = 8 m,

la longitud real de I'habitaci és 8 m.

Exercici 2.45 (Proporcionalitat geomeétrica)

Dos triangles semblants tenen costats corresponents de longituds 6 cm i 9 cm.
Si un altre costat del primer triangle fa 10 ¢m, quant fa el costat corresponent
del segon triangle?

Solucio

Com que els triangles son semblants, els costats corresponents son proporcionals.
El factor d’escala del primer triangle al segon és

k=-==.
6 2

Per tant, el costat corresponent al costat de 10 cm mesura

3
10. - =15.
2

Aixi, el costat corresponent del segon triangle fa 15 cm.

Exercici 2.46 (Teorema de Tales)

Dues rectes secants son tallades per rectes paral - leles. En una de les secants
es determinen dos segments de 4 cm i 6 cm. En laltra secant, el segment
corresponent al de 4 cm fa 10 cm. Quant fa el segment corresponent al de 6 cm?
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Solucié

Pel teorema de Tales, els segments corresponents sén proporcionals. Si anome-
nem x el segment desconegut, tenim

Pel producte dels mitjans i dels extrems,
4x = 60.

Per tant,
r = 15.

El segment desconegut fa 15 cm.

Exercici 2.47 (Funcié de proporcionalitat directa)
El preu d’'un quilogram de fruita és de 2,40 euros. Escriviu la funcié que dona el

preu total y en funcié dels quilograms comprats z, i calculeu el preu de 3,5 kg.

Solucié

El preu total és directament proporcional al nombre de quilograms comprats.
La constant de proporcionalitat és

k = 2.,40.

Per tant, la funcio és
y = 2,40z.

Si comprem 3,5 kg, aleshores
y = 2,40 - 3,5 = 8,40.

El preu de 3,5 kg és 8,40 euros.

Exercici 2.48 (Taula de valors d’una funcié de proporcionalitat directa)

Considereu la funci6
f(z) = 2z.
Calculeu f(—2), f(=1), f(0), f(1) i f(2), i indiqueu els punts corresponents.

Solucio

Calculem els valors demanats:

x | -
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Els punts corresponents séon
<_27_4)7 (_17_2>7 (070)7 (172)7 (274)

Representem aquests punts en el pla cartesia:

y
4 + °
2+ °
X
-3 -2 -1 O 1 2 3
o —2 ¢
° —4 +

Punts de la funcié de proporcionalitat directa f(z) = 2x.

Aquests punts estan alineats. Si es considerés la funcié sobre R, la grafica seria
una recta que passa per l’origen.

Exercici 2.49 (Funcié de proporcionalitat inversa)

Una feina requereix 48 hores de treball total. Si hi treballen x persones al mateix
ritme, el temps necessari és y. Escriviu la funcié que relaciona z i y, i calculeu
el temps necessari si hi treballen 6 persones.

Solucio

Com que el nombre de persones i el temps sén inversament proporcionals, el
producte es manté constant:

ry = 48.
Per tant,
48
y=—.
i
Si hi treballen 6 persones, aleshores
48
= — =8.
Y76

Per tant, 6 persones necessitaran 8 hores.
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Exercici 2.50 (Taula de valors d’una funcié de proporcionalitat inver-
sa)

Considereu la funcié

Calculeu-ne alguns valors racionals i indiqueu els punts corresponents.

Solucié

La funci6 no esta definida en x = 0. Calculem alguns valors:

z |6 -8 -2 112
f@=%[-1 -2 -3 -6 6 3

3 6
2 1
Els punts corresponents son

(_67_1)7 (_37_2)7 (_27_3)7 (_17_6)7

(1,6), (2,3), (3,2), (6,1).

Representem aquests punts en el pla cartesia:

Y

-o( +

Punts de la funcié de proporcionalitat inversa f(x) = 2.

Aquests punts no estan alineats. Si es considerés la funcié sobre R, la grafica
seria una hipeérbola.



Exercici 3.1 (Fraccions equivalents)

Decideix quines de les fraccions segiients representen el mateix nombre racional:

8 10 —4 14
12° 15° —6’ 18

Indicacié: Recorda que dues fraccions a/b i ¢/d, amb b,d # 0, representen el mateix nombre
racional si i només si ad = bc. També pots reduir totes les fraccions a forma irreductible.

Exercici 3.2 (Classe d’equivaléncia)

Escriu cinc representants diferents del nombre racional representat per

5
-8

Indicaci6é:  Primer escriu la fraccié amb denominador positiu. Després multiplica numerador i
denominador pel mateix enter no nul.

Exercici 3.3 (Els enters com a racionals)

Escriu els nombres enters segiients com a nombres racionals i dona tres repre-
sentants fraccionaris diferents de cadascun:

4, 0, T

Indicacié: Recorda que un enter n s’identifica amb el racional [ﬂ Multiplica numerador i
denominador pel mateix enter no nul per obtenir representants diferents.

Exercici 3.4 (Fraccié irreductible)

Redueix a forma irreductible les fraccions segiients:

72 —135 154
120’ 180 ’ —210°

101
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Indicacié: Calcula el maxim comu divisor del numerador i del denominador en cada cas. Escriu
sempre el resultat final amb denominador positiu.

Exercici 3.5 (Signe d’un racional)

Escriu les fraccions segiients en forma irreductible i amb denominador positiu:

—18 25 —44
—42’ —35’ 66

Indicacié: Recorda que dos signes negatius es cancel - len. Si només hi ha un signe negatiu, el
nombre racional és negatiu.

Exercici 3.6 (Representacié amb el teorema de Tales)

Construeix sobre la recta numerica, mitjancant el teorema de Tales, els punts
corresponents a
3 , 4
— i - —.
5 7

Indicacié: Per situar %, divideix el segment [0, 1] en cinc parts iguals amb una semirecta auxiliar.
Per situar —%, divideix el segment [0, —1] en set parts iguals.

Exercici 3.7 (Racionals majors que la unitat)

Construeix sobre la recta numerica, amb el teorema de Tales, els punts corres-
ponents a

7

3

>~ ©

Indicacio: Usa la divisié euclidiana:

7=3.-241, 9=4-2+1.

Exercici 3.8 (Addicié i subtraccid)

Calcula i simplifica:

5.7 1
6 9 12

Indicacié: Busca el minim comt multiple dels denominadors 6, 9 1 12, expressa totes les fraccions
amb aquest denominador i opera els numeradors.
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Exercici 3.9 (Multiplicacié de fraccions)
Calcula i simplifica:
—14 25
15 21

Indicacié: Abans de multiplicar, mira si pots simplificar factors del numerador amb factors del
denominador.

Exercici 3.10 (Divisié de racionals)
Calcula:
-9 %
14 35

Indicacié: Dividir per un racional no nul és multiplicar pel seu invers. Transforma la divisié en
una multiplicacié i simplifica.

Exercici 3.11 (Oposat i invers)

Troba l'oposat i I'invers dels nombres racionals segiients:

6 13 9

i =T 4

Indicacié: L’oposat canvia el signe del nombre. L’invers d’una fraccié no nul - la s’obté intercan-
viant numerador i denominador.

Exercici 3.12 (Operacié amb inversos)

6+

Indicacié: Calcula primer cada invers. Després fes ’addicié amb denominador comu.

Calcula:

Exercici 3.13 (Ordre en Q)

Ordena de menor a major:

Indicacié:  Separa primer els nombres negatius dels positius. Per comparar fraccions positives,
pots usar productes creuats o expressar-les amb denominador comd.
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Exercici 3.14 (Comparacié de racionals)

Determina si son certes o falses les desigualtats segiients:

7T 5 4 3 -6 =3

258 97 1575

Indicacié: En les fraccions positives pots comparar en creu. En les fraccions negatives, recorda

que el nombre amb més valor absolut és el més petit.

Exercici 3.15 (Densitat dels racionals)

Troba quatre nombres racionals diferents entre
2 . 3

- 1 a

) )

Indicacié: Escriu les dues fraccions amb un denominador comd més gran. Per exemple, pots
multiplicar els denominadors per 10 o per 20 per obtenir més numeradors intermedis.

Exercici 3.16 (Mitjana de dos racionals)

Comprova que
+

2

NP
w N

=

W~
W

és un nombre racional situat entre

Indicacié: Calcula primer 'addicio i + %, després divideix per 2. Finalment compara el resultat

amb els dos nombres inicials.

Exercici 3.17 (Valor absolut)

Calcula:
alcula . ‘ 4—’_1’
517 ’ 9 3|

‘3_5
8 6

Indicacié:  Calcula primer el nombre que hi ha dins del valor absolut. Després escriu-ne la

distancia a 0.

Exercici 3.18 (Decimals finits)

Decideix quines de les fraccions segiients tenen expressio decimal finita:
7 11 9 5
20’ 24’ 40’ 18

Indicacié: Redueix cada fraccié a forma irreductible. Una fraccié irreductible té expressioé decimal

finita si el seu denominador només té factors primers 2 i 5.
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Exercici 3.19 (Fraccié generatriu d’un decimal finit)

Calcula la fraccié generatriu de
4,375.

Indicacié:  Escriu el decimal com una fraccié amb denominador una poténcia de 10. Després
simplifica.

Exercici 3.20 (Decimal periodic pur)
Calcula la fraccié generatriu de

0,27.

Indicacié: Anomena x = 0,27. Multiplica per 100 i resta I’equacié inicial per eliminar el periode.

Exercici 3.21 (Decimal periodic mixt)
Calcula la fraccié generatriu de

3,418.

Indicacié: Anomena x = 3,418. Com que hi ha una xifra no periodica i dues xifres periodiques,
compara 10z i 1000x.

Exercici 3.22 (Poténcies)

. 5. &

Indicaci6: Eleva numerador i denominador a I’exponent corresponent. Recorda que una poteéncia
d’exponent parell d’'un nombre negatiu és positiva, mentre que una poténcia d’exponent senar és
negativa.

Calcula:

Exercici 3.23 (Propietats de les poténcies)

Simplifica, sempre que sigui possible:
6
360 = (BT
3 3/ (_ )2’ 4 '

Indicacié: Usa les propietats de les poténcies de la mateixa base i la poténcia d’una potencia.

Exercici 3.24 (Arrels)

Decideix quins dels nombres segiients son racionals:

/25 /3 /121
36’ 16’ 49’

Indicacié: Una arrel quadrada d’una fraccié és racional quan tant el numerador com el denomi-
nador sén quadrats perfectes, després d’haver escrit la fraccié en forma irreductible. En les arrels
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cubiques, fixa’t si numerador i denominador sén cubs perfectes.

Exercici 3.25 (Prioritat de les operacions)

Calcula i simplifica:

.

03"

ot W

W Do
A
oo | Ot

Indicacié: Primer fes la multiplicacié i la divisié. Després resol les addicions i subtraccions.

Exercici 3.26 (Paréntesis i divisid)

(5 1)_2 3
6 3/°9 4

Indicaci6é:  Primer resol el paréntesi. Després transforma la divisié en una multiplicacié per
I’invers.

Calcula i simplifica:

Exercici 3.27 (Poténcies i paréntesis)

(5 -5G-1):

Indicacié: Primer calcula la poténcia i el paréntesi. Després fes la multiplicacié i, finalment, la
subtraccié.

Calcula:

Exercici 3.28 (Poténcies, arrels i signes)

B Ty
36 27 2)

Indicacié: Calcula cada terme per separat. Recorda que I’arrel quadrada principal és no negativa
i que les arrels ctibiques poden ser negatives.

Calcula:

Exercici 3.29 (Operacié combinada completa)

Calcula i simplifica:

) I
3 4 81 5 10/

Indicacio: Resol primer el paréntesi, la poténcia i I’arrel. Després transforma la divisié en una
multiplicacié per 'invers.
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Exercici 3.30 (Raons)

En una classe hi ha 18 alumnes que fan esport regularment i 12 alumnes que no
en fan. Calcula:

a) la rad entre alumnes que fan esport i alumnes que no en fan;
b) la rad entre alumnes que fan esport i el total d’alumnes;

c¢) la rad entre alumnes que no fan esport i el total d’alumnes.

Indicacié: Una rad és un quocient entre dues quantitats. Abans de calcular les raons amb el
total, calcula quants alumnes hi ha en total.

Exercici 3.31 (Proporcions)

Determina si les igualtats segiients son proporcions:

6 9 8 12 5 20

0 15 14 210 9 36

Indicacié: Comprova si el producte dels mitjans és igual al producte dels extrems.

Exercici 3.32 (Propietats de les proporcions)

A partir de la proporcid
12 20

18 30
escriu tres proporcions equivalents usant propietats de les proporcions.

Indicacié: Pots usar la inversio dels termes, ’alternanga dels termes o la propietat de sumar els
termes de cada rao.

Exercici 3.33 (Tercera proporcional)

Troba la tercera proporcional de 4 i 10.

Indicaci6: Busca z tal que

Exercici 3.34 (Quarta proporcional)

Troba la quarta proporcional de 6, 15 i 14.

Indicaci6é: Busca x tal que
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Exercici 3.35 (Mitjana proporcional)

Determina si existeix en Q la mitjana proporcional positiva de les parelles se-
glients:
41 25, 218, 3il12.

Indicacié: Si z és la mitjana proporcional positiva de a i b, aleshores z? = ab. Mira si ab és un
quadrat d’un nombre racional.

Exercici 3.36 (Relacié entre magnituds)

Observa la taula segiient:
x\2 4 6 8
y|5 10 15 20

Determina si les magnituds sén directament proporcionals, inversament propor-
cionals o cap de les dues coses.

Indicacié: No miris només si les dues magnituds augmenten. Comprova si el quocient y/x és
constant o si el producte xy és constant.

Exercici 3.37 (Relacié entre magnituds)

Observa la taula segiient:
|3 4 6 12
y|16 12 8 4

Determina si les magnituds sén directament proporcionals, inversament propor-
cionals o cap de les dues coses.

Indicaci6: Calcula els productes zy i els quocients y/x. Decideix quina relacié es manté constant.

Exercici 3.38 (Relacié entre magnituds)

En una taula de valors es té:

z|1 2 3 4
y|[3 7 11 15

Determina si hi ha proporcionalitat directa, proporcionalitat inversa o cap de
les dues.

Indicacié: Que una magnitud augmenti quan 'altra augmenta no garanteix que hi hagi propor-
cionalitat directa. Comprova si y/x és constant.
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Exercici 3.39 (Recepta)

Una recepta per a 4 persones necessita 300 g d’arros i 120 g de verdures. Vols
preparar-la per a 10 persones.

a) Quina relacié hi ha entre el nombre de persones i la quantitat d’arros?
b) Quants grams d’arros calen?

¢) Quants grams de verdures calen?

Indicaci6é: Primer decideix si, en augmentar el nombre de persones, les quantitats d’ingredients
augmenten en la mateixa proporcié.

Exercici 3.40 (Feina compartida)

Tres persones, treballant al mateix ritme, acaben una feina en 8 hores. Quantes
hores trigaran sis persones a fer la mateixa feina, si totes treballen al mateix
ritme?

Indicacié: Abans de calcular, decideix si en augmentar el nombre de persones el temps augmenta
o disminueix. Mira quin producte es manté constant.

Exercici 3.41 (Produccid)

Una maquina fabrica 450 peces en 3 hores. Una altra maquina igual treballa
durant 7 hores.

a) Quantes peces fabricara?

b) Quantes hores caldrien per fabricar 1200 peces?

Indicacié: Siel ritme de produccié es manté constant, el nombre de peces i el temps sén magnituds
directament proporcionals.

Exercici 3.42 (Comparacié de preus)

En una botiga, un paquet de 6 iogurts costa 2,70 euros. En una altra botiga, un
paquet de 10 iogurts costa 4,30 euros. Quin paquet és més economic per iogurt?

Indicacié: Calcula el preu d’un iogurt en cada cas. Estas comparant dues raons.

Exercici 3.43 (Mescla)

Per preparar una beguda isotonica es barregen 3 parts d’aigua amb 1 part de
concentrat. Si vols preparar 2 litres de beguda, quina quantitat d’aigua i de
concentrat necessites?

Indicaci6é: En total hi ha 4 parts. Expressa quina fraccié del total correspon a l'aigua i quina
fraccié correspon al concentrat.
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Exercici 3.44 (Percentatge de descompte)

Un llibre costa 32 euros i té un descompte del 25%. Quin és el preu final?

Indicacio: Calcula primer el 25% de 32. Després resta aquest descompte al preu inicial.

Exercici 3.45 (Percentatge d’augment)

El preu d’un servei era de 80 euros i augmenta un 12%. Quin és el nou preu?
p g p

Indicacio: Calcula el 12% de 80 i suma aquest increment al preu inicial.

Exercici 3.46 (Velocitat i temps)

Un trajecte de 180 km es fa a una velocitat mitjana constant. Si es circula a 90
km/h, es triga 2 hores. Quant es trigara si es circula a 120 km/h?

Indicacié: La distancia és fixa. Decideix si la velocitat i el temps sén directament o inversament
proporcionals.

Exercici 3.47 (Repartiment segons aportacions)

Tres persones han invertit 200, 300 i 500 euros en un projecte. Al final obtenen
un benefici de 1200 euros, que es reparteix segons I’aportacié inicial de cadascu.
Quant rep cada persona?

Indicacié:  El benefici s’ha de repartir en la mateixa proporcié que les aportacions. Calcula
primer la suma total invertida.

Exercici 3.48 (Repartiment segons eficiéncia)

Tres equips han de repartir-se una gratificacié de 900 euros. L’equip A ha trigat
6 hores a fer una mateixa tasca, l'equip B 4 hores i I'equip C 3 hores. La
gratificacio es reparteix segons la rapidesa demostrada. Quant correspon a cada
equip?

Indicacié: Si es premia la rapidesa, qui triga menys ha de rebre més. Reparteix de manera
directament proporcional als inversos dels temps.

Exercici 3.49 (Problema amb decisié prévia)

En una excursio, el cost total d'un autobts és de 540 euros. Si hi van 30 alumnes,
cada alumne paga 18 euros. Quant pagara cada alumne si finalment hi van 45
alumnes?

Indicacié:  El cost total és fix. Decideix queé passa amb el preu per alumne quan augmenta el
nombre d’alumnes.
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Exercici 3.50 (Escales)

En un mapa a escala 1 : 50000, la distancia entre dos pobles és de 7,5 cm. Quina
és la distancia real en quilometres?

Indicaci6é:  L’escala 1 : 50000 vol dir que 1 cm en el mapa representa 50000 cm en la realitat.
Converteix després els centimetres reals en metres i quilometres.

Exercici 3.51 (Maquetes)

Una maqueta esta feta a escala 1 : 75. Si una paret real fa 9 m, quina longitud
tindra en la maqueta?

Indicacié: Expressa primer 9 m en centimetres. Després divideix per 75, perque la maqueta és
75 vegades més petita que la realitat.

Exercici 3.52 (Figures semblants)

Dos triangles semblants tenen costats corresponents de longituds 8 cm i 12 cm.
Si un altre costat del primer triangle fa 14 ¢cm, quant fa el costat corresponent
del segon triangle?

Indicacié: Calcula primer el factor d’escala
12
=<

Després multiplica el costat de 14 cm per aquest factor.

k

Exercici 3.53 (Teorema de Tales)

Dues rectes secants son tallades per rectes paral - leles. En una secant apareixen
dos segments de 5 cm i 8 cm. En l'altra secant, el segment corresponent al de 5
cm fa 15 cm. Quant fa el segment corresponent al de 8 cm?

Indicacié: Aplica el teorema de Tales. Si x és el segment desconegut, pots plantejar una proporcié
del tipus

S_15

8 =z
Exercici 3.54 (Funcié associada a una relacié de proporcionalitat)
Un quilogram de farina costa 1,60 euros.

a) Escriu la funcié que dona el preu total y en funcié dels quilograms comprats
5.

b) Calcula el preu de 2,5 kg.

¢) Completa una taula per a x =0, 1, 2, 31 4.
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Indicacié: El preu total és proporcional a la quantitat comprada. La funcié és de la forma
y = kax.

Exercici 3.55 (Representacié de punts d’una funcié directa)

Considera la funcié

Calcula f(x) per a

i representa només els punts obtinguts, sense tracar una linia continua.

Y

-4 -2 2 4

214

Indicacié:  Substitueix cada valor de = en la funcié. Els punts obtinguts tenen coordenades

(z, f(z)).
Exercici 3.56 (Funcié associada a una relacié inversa)

Una feina requereix 72 hores de treball total. Si hi treballen x persones al mateix
ritme, sigui y el temps necessari.

a) Escriu la funcié que dona y en funci6 de x.
b) Calcula el temps necessari si hi treballen 8 persones.

c¢) Explica per que x = 0 no és un valor admissible.

Indicaci6: El producte entre el nombre de persones i el temps total es manté constant.

Exercici 3.57 (Representacié de punts d’una funcié inversa)

Counsidera la funcié

Calcula f(x) per a

i representa només els punts obtinguts, sense tracar una corba continua.
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-6 T+

Indicacié: Substitueix cada valor de z. Recorda que x = 0 no forma part del domini d’aquesta
funci6.



Instruccions. Marca una sola resposta per pregunta. En acabar, prem el
bot6 Corregir. El camp Nota mostrara el resultat.

Corregir Netejar Nota:

1. En la construccié formal de Q, abans d’identificar fraccions equivalents, treba-
llem amb parelles:

(a) (a,b) € N x N, amb qualsevol b.

(b) (a,b) €Z x Z*.

(c) (a,b) € Q x Q.
)

(d Només amb parelles d’enters positius.
Correcci6:

2. Dues fraccions a/b i ¢/d, amb b, d # 0, representen el mateix nombre racional
Si:

(a) ad = be.

(b) a+b=c+d.

(c) ab = cd.

(d) a=cib=d.
Correccio:

3. L’enter —5, vist com a nombre racional, correspon a:

114
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Correccio:
4. La fracci6 irreductible equivalent a —18—246 és:
14
(a) a1
2
(b) 3
3
(c) 3
2
(d) -3
Correccio:

5. Per situar % a la recta numerica, podem escriure:

(a) % =1+ %
(b) IT=2+43.
©  §=3+}
@ =24}
Correccié:

6. Quin dels nombres segiients és el més petit?

@ -
(b) o
(c) 0.
@ -t

Correccio:

7. La densitat de Q vol dir que:

(a) Entre dos nombres racionals diferents sempre hi ha un altre nombre
racional.
(b) Entre dos nombres racionals diferents no hi pot haver cap altre ra-
cional.
(c) Tots els nombres racionals sén enters.
(d) Tots els nombres racionals tenen expressié decimal finita.
Correccio:

8. Una fracci6 irreductible 7, amb b > 0, té expressié decimal finita si:
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(a) b és parell.
(b) a és multiple de b.
(c) Els tnics factors primers de b sén 2 1 5.
(d) a i b s6n nombres primers.
Correcci6:

9. El valor de 0,4 és:

(a) =
(b) =
(c) =
(d) e
Correccio:

10. El valor absolut de —% és:

(&) -
by =%
()
(@ 3
Correccié:

11. Quin és el menor nombre natural n tal que

2
= > 107
n 3 >
(a) 12.
(b) 14.
(c) 15.
(d) 16.
Correcci6:
12. Si
a_c
b d

amb b, d # 0, la propietat fonamental de les proporcions diu que:

(a) ab = cd.

116
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(b) bc = ad.
(c) a+b=c+d.
(d) a—c=>b—d.

Correccio:

Instruccions. Marca una sola resposta per pregunta. En acabar, prem el
boté Corregir. El camp Nota mostrara el resultat.

Corregir Netejar Nota:

1. El resultat de

2.5 1
3 6 4

és:

(a) —

by I

(c) 2

@ i

Correccio:

2. El resultat de
B-2).0,]
4 3) 5 2

és:
(a) 5
b))
© %
(d) 38
Correccié:

3. El resultat de

és:
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(@) 3
CYR. ¥
() 1
@ 5
Correccié:

4. El resultat de

3_71.2.15
5 10 3 4°8

és:

(a) =

by 2

(c) L.

(d) =

Correccio:

5. El resultat de

(-9 -5G-)

és:
(a) v
(b) —3-
(© %
(d) 3%
Correccié:

6. El resultat de

@  -%
b) 5
(c) o
(d) i

Correcci6:
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7. Per a qualsevol x € QQ, es compleix:

(a) (?)” = a®.
(b) (a?)” = 2%,
(c) (?)” = a®.
(d) (z2)* = 6.
Correccié:

8. Quina igualtat és falsa en general?

(a) G o gft = gt

(b) (zy)" = z"y"

© @y

(d) (z+y)?=a+y
Correccio:

9. La fracci6 generatriu de 1,46 és:

(a) 5
(b) e
(c) &
CRN 2
Correccio:

10. La tercera proporcional de 2 i 6 és:

(a) 18.

(b) 12.
) 9.
) e

Correccio:

11. La quarta proporcional de 3, 51 9 és:

(a) 9.

(b) 12.
(c) 13.
(d) 15.
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Correcci6:

12. La mitjana proporcional positiva de 4 i 9 és:

(a) 5.
(b) 6.
(c) 7.
@
Correccio:

Instruccions. Marca una sola resposta per pregunta. En acabar, prem el
boté Corregir. El camp Nota mostrara el resultat.

Corregir Netejar Nota:

1. Amb 3 litres de pintura es poden pintar 24 m? de paret. Amb 5 litres, mante-
nint el mateix rendiment, es podran pintar:

(a) 30 m?.
(b) 36 m?.
(c) 40 m?.
(d) 45 m?.
Correccio:

2. Quatre treballadors fan una feina en 15 dies. Sis treballadors, treballant al
mateix ritme, trigaran:

(a) 8 dies.
(b) 10 dies.
(c) 12 dies.
(d) 225 dies.
Correcci6:

3. Tres persones han dedicat 2, 3 i 4 hores, respectivament, a una mateixa acti-
vitat. Si es reparteixen 900 euros segons el temps dedicat, les parts son:

(a) 300, 300, 300.
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(b) 150, 300, 450.
(c) 400, 300, 200.
(d) 200, 300, 400.

Correcci6:

4. Tres maquines fan una mateixa tasca en 2, 3 i 6 hores. Es vol repartir una
prima de 780 euros premiant més la maquina més rapida. Les parts han de

ser:
(a) 390, 260, 130.
(b) 130, 260, 390.
(c) 260, 260, 260.
(d) 300, 260, 220.

Correccié:

5. En una botiga, 3 kg d’arros costen 7,20 euros. En una altra botiga, 5 kg costen
11,50 euros. Quina opcié és més barata per quilogram?

(a) La primera botiga, perque 7,20 < 11,50.

(b) Les dues tenen el mateix preu per quilogram.

(c) La segona botiga.

(d) No es pot saber sense comprar la mateixa quantitat.
Correcci6:

6. Una recepta necessita 250 g de farina per a 4 racions. Per a 10 racions calen:

(a) 500 g.
(b) 625 g.
(c) 750 g.
(d) 1000 g.
Correcci6:

7. Una beguda es prepara amb 2 parts de concentrat i 5 parts d’aigua. Per
preparar 3,5 litres de beguda, calen:

(a) 0,5 L de concentrat i 3 L d’aigua.
(b)
(c) 2 L de concentrat i 1,5 L d’aigua.
(d)

1,5 L de concentrat i 2 L d’aigua.

1 L de concentrat i 2,5 L d’aigua.
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Correcci6:

8. En un planol a escala 1 : 200, una habitacié fa 4 cm. La longitud real és:

a 4 m.

(a)
(b)
(c) 8 m.
(d)

6 m.

20 m.
Correccio:

9. Quin dels punts segiients pertany a la funci6 y = 227
(a
(b

(c
(d

(2,5).
(3:3)
(3,5).
(3:2)

Correccio:

[\] IV}

w
ot

)
)
)
)

D=

10. Quin dels punts segiients pertany a la funci6é y = g?

Correccio:

11. Counsiderem la taula

<R
©

co| W
=

La relacié entre x i y és:

(a) De proporcionalitat directa.

(b) De proporcionalitat inversa.

(c) Les dues coses alhora.

(d) Cap relacié de proporcionalitat.

Correccio:
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12. Considerem la taula

z|1 2 3
y|3 5 7
La relacié entre x i y és:
(a) De proporcionalitat directa.
(b) De proporcionalitat inversa.
(c) Una relacié de proporcionalitat directa amb constant 3.
(d) Cap relacié de proporcionalitat.
Correccio:

Instruccions. Marca una sola resposta per pregunta. En acabar, prem el
boté Corregir. El camp Nota mostrara el resultat.

Corregir Netejar Nota:

1. Siguin
m _|¢
bl |V

i sigui [3} € Q. Quina igualtat expressa que la multiplicaci6 de nombres

racionals no depen del representant triat?
5] = [

[g55] = [52).

3] =[4]

La multiplicacié no esta ben definida en Q.

(a
(b
(c
(d

)
)
)
)

Correcci6:

2. Per situar el nombre racional

11
4
a la recta numerica mitjancant el teorema de Tales, quin procediment és cor-
recte?
(a) Escrivim —4 = —2 + 2 i dividim [-2, —1] en quatre parts iguals.
(b) Dividim directament el segment [0, —1] en onze parts iguals.
(c) Escrivim —& = —3 4 1, dividim [—3,—2] en quatre parts iguals i

prenem el primer punt des de —3 cap a —2.
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(d) Escrivim —4 = —4 + 2 i dividim [—4, —3] en tres parts iguals.

Correccio:

3. Quin dels nombres segiients esta estrictament entre

5 3

= i 1?
@ 2
b u
© L
@ =
Correccio:
4. La fracci6 irreductible 17
120
té una expressio decimal:
(a) Finita, perque 120 és multiple de 10.
(b) Periodica pura, perqué 120 no és potencia de 10.
(c) Entera, perque 17 1 120 sén primers entre si.
(d) Periddica mixta, perque 120 = 23 -3 - 5.
Correcci6:

5. El resultat de

és
(a) 2
(b) f—olo.
(c) 0"
(G
Correccio:

6. El resultat de
49 ( 2)2+ o 8
81 3 27

és:
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CYRMN *
b)) -3
@ -5
@ 3
Correccié:

7. Si x és la quarta proporcional de

aleshores

win|otw
ISRRIES

Quin valor té z7
(a)
®) &
(c)
(d)
Correccio:

8. La mitjana proporcional positiva de

9 i 16
— 1 PR
4 9
és:
13
(a) e
(b) 4
(c) 2.
1
(d) 3
Correccio:
9. Considerem la taula
]l 8 3
2 4 2
y|12 8 4
La relacié entre x i y és:
(a) De proporcionalitat directa, perque y disminueix quan x augmenta.

(b) De proporcionalitat inversa, perque el producte xy és constant.



CAPITOL 4. TESTS INTERACTIUS 126

(c) De proporcionalitat directa, perque el quocient ¥ és constant.
(d) Cap relacié de proporcionalitat.
Correccié:

10. Cinc treballadors, treballant 6 hores al dia, acaben una feina en 12 dies. Si
hi treballen 8 treballadors, 5 hores al dia, quants dies trigaran a acabar la
mateixa feina, suposant que tots treballen al mateix ritme?

(a) 8 dies.
(b) 9 dies.
)
)

a

(c 10 dies.

(d 16 dies.

Correccio:
11. Tres maquines fan una mateixa tasca en 4, 51i 10 hores, respectivament. Es vol

repartir una prima de 660 euros premiant més la maquina més rapida. Quin
repartiment correspon a aquest criteri?

(a) 220, 220, 220.
(b) 120, 240, 300.
(c) 300, 240, 120.
(d) 250, 220, 190.
Correccio:

12. Una funci6 de proporcionalitat inversa compleix
3
—— ) =4.
r(=3)
9
— |7
r(a)

Quin és el valor de

O
®) 3

@ -z
@ -

Correccio:
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