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Aquests apunts formen una unitat dedicada als nombres naturals i enters. La
intencié no és només aprendre a operar amb aquests nombres, siné entendre com
es poden construir de manera rigorosa i per que les propietats que fem servir ha-
bitualment sén certes. Per aixo, els nombres naturals s’introdueixen a partir dels
axiomes de Peano, i els nombres enters es construeixen com a classes d’equivalencia
de parelles de naturals.

Aquesta perspectiva permet veure els nombres com a estructures matematiques.
En el cas dels naturals, es construeixen la suma, el producte, 'ordre, la divisibilitat
i el principi d’induccié. En el cas dels enters, s’estudia com ampliar els naturals per
donar sentit a les diferencies, als nombres negatius, al valor absolut, a la divisié6 amb
residu i a la divisibilitat dins de Z.

El text esta organitzat en quatre blocs. El primer bloc desenvolupa la teoria i
presenta les definicions i propietats fonamentals. El segon bloc conté exercicis de
practica resolta i una seccié6 d’aplicacions i modelitzacio, on es mostra la utilitat
dels conceptes en situacions quotidianes. El tercer bloc proposa exercicis amb indi-
cacions breus per orientar-ne la resolucié. Finalment, el quart bloc inclou tres tests
interactius d’autoavaluacié: un sobre nombres naturals, un sobre nombres enters i
un de sintesi.

El nivell és adequat per a estudiants de batxillerat que vulguin aprofundir en el
fonament dels nombres i també per a professorat que vulgui disposar d’un material
estructurat, rigorés i aplicable a I'aula.
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Els nombres naturals apareixen de manera natural quan volem comptar objectes.
Comptem alumnes, llibres, dies, passos o resultats. Aquesta necessitat porta al
conjunt

N=1{0,1,2,3,...}.

Ara bé, les matematiques no es limiten a donar noms als nombres que fem servir.
També busquen entendre quina estructura tenen i quines propietats se’n poden de-
duir. Per aixo, en aquesta unitat els nombres naturals no s’introdueixen només com
una llista infinita, sind a partir dels axiomes de Peano, que formalitzen la idea de
comengar per 0 i anar comptant d’un en un.

A partir d’aquesta estructura inicial es defineixen les operacions de suma i pro-
ducte, 'ordre dels naturals, la divisibilitat, el maxim comu divisor, el minim comu
multiple i el principi d’induccié. Aquestes eines permeten justificar resultats que
sovint s’utilitzen de manera mecanica, pero que tenen una base matematica precisa.

Tanmateix, els nombres naturals no sén suficients per descriure totes les situa-
cions. Si volem representar perdues, deutes, temperatures sota zero, diferencies o
desplacaments en sentits oposats, necessitem ampliar el conjunt dels naturals. Aixi
apareixen els nombres enters:

Z={.,6-3,-2,-1,0123,..}.

En aquesta unitat construirem 7Z a partir de N, considerant classes d’equivalencia
de parelles de naturals. Aquesta construccié permet entendre formalment per que
un enter pot interpretar-se com una diferencia entre dos naturals.

El pas de N a Z es pot resumir en la inclusié
N C Z,

entesa a través de la identificacié de cada natural n amb l'enter [(n,0)]. Aquesta
ampliacié conserva les operacions dels naturals i, al mateix temps, permet resoldre
equacions com

r+a=0>

també quan b < a.

Els objectius principals d’aquesta unitat son:

o comprendre el paper dels axiomes de Peano i del principi d’induccio;

e definir recursivament la suma, el producte i les poteéncies en N;

o estudiar 'ordre, la divisibilitat, el maxim comu divisor i el minim comu mul-

tiple en N;

v
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construir els nombres enters com a classes d’equivalencia de parelles de natu-
rals;

definir la suma, l'oposat, la resta, el producte i 'ordre en Z;
treballar el valor absolut, la divisi6 amb residu i la divisibilitat en els enters;

aplicar aquests conceptes a situacions quotidianes mitjancant problemes de
modelitzacio;

consolidar els continguts amb exercicis proposats i tests interactius.

D’aquesta manera, la unitat combina tres perspectives: la construccié rigorosa
dels nombres, la practica tecnica amb les seves propietats i 'aplicacié dels conceptes
a situacions concretes.



Els nombres acompanyen 'ésser huma des dels origens del pensament. Tot va
comengar amb la necessitat de comptar. Si simbolitzem amb un palet | la quantitat
corresponent a una cosa, amb dos palets || representem dues coses, i aix{ succes-
sivament. Cada simbol nou succeeix l'anterior afegint-hi un palet més, i és facil
pensar que aixo és aixi indefinidament. Podriem considerar el conjunt format per la
col - leccié d’aquests simbols i anomenar-lo el conjunt per a comptar objectes.

Ara bé, és evident que aquesta manera de fer-ho no és gens eficient; només
cal pensar en una quantitat gran d’objectes. Tanmateix, podem millorar la nostra
capacitat de recompte si agrupem els palets d’alguna manera. Per exemple, ||| |||
[l || || simbolitza quatre agrupacions de tres palets més dos palets. Expressat
aritmeticament, tenim 4 - 3 + 2 = 14 palets. Si en lloc d’agrupar-los de 3 en 3 ho
fem de 10 en 10, [||[[||[|| ||||, tenim 1 - 10+ 4 = 14. I si la quantitat és molt gran
podem agrupar-los també de 100 en 100, de 1000 en 1000, etc.

Aquesta idea és precisament la que dona lloc al sistema de numeracié decimal,
segons el qual fem s dels digits 0,1,2,3,4,5,6,7,8 i 9 per representar qualsevol
quantitat. Quan escrivim 321 volem expressar la quantitat

14+2-10+3-100 = 321.

Cal observar dos fets importants. En primer lloc, el sistema de numeracié és posi-
cional: les expressions 123 i 132 simbolitzen dues quantitats diferents ja que

3+2-10+1-100#42+3-10+1-100.
En segon lloc, el digit 0 és imprescindible per poder distingir 107 i 17:
1-100+0-10+7#1-1047.

Observa en aquest ultim cas que en 107 hem fet una agrupacié de 100 i cap de 10,
mentre que en 17 hem fet 1 agrupacié de 10 i cap de 100.

D’aquesta manera intuitiva hem construit un conjunt de nombres que ens permet
comptar quantitats o comptar objectes. Ara bé, des d’un punt de vista matematic
aquesta forma d’introduir el conjunt no és prou rigorosa. Cal fer-ho mitjancant el
llenguatge propi de les matematiques, tal com s’ha estudiat a Logica, Raonament
1 Demostracio i Conjunts, Relacions i Aplicacions. El que farem sera definir el
conjunt dels nombres naturals per la seva estructura i no pel que son. Aquesta és
precisament la idea que recullen els axiomes de Peano, que tractarem tot seguit.
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Intuitivament, els axiomes de Peano formalitzen la idea de comptar mitjancant

cinc

1.
2.

3.
4.
d.

principis senzills:
Cal reconeixer que, a vegades, no cal comptar res.

Si hem comptat objectes i encara n’hi ha més, sempre podem comptar un
objecte més.

No podem comptar un objecte més si no hi ha res.
Només hi ha una manera de comptar un objecte més.

Sempre comptem de la mateixa manera.

Aquests cinc principis, expressats en forma matematica, donen lloc als axiomes
que caracteritzen el conjunt dels nombres naturals.

Anomenem conjunt dels nombres naturals, i el denotem per N, un conjunt
dotat d’una aplicaci6 S : N — N, anomenada successor, que assigna a cada natural
n el seu segiient o successor S(n), i que compleix les propietats segiients:

OO

0eN.

Sin € N, aleshores S(n) € N.

No existeix n € N tal que S(n) = 0.

Si S(m) = S(n), aleshores m = n.

SIKCN,0e Ki(Vn)(ne K = S(n) € K), llavors K = N.

El cinqué axioma es coneix com el principi d’induccié perque permet establir
propietats per a un nombre infinit de casos sense haver de donar un nombre infinit
de proves. Concretament, si P(n) és una propietat sobre N i comprovem que P(0)
és certa (cas base), i que per a cada n € N, si P(n) és certa (hipotesi d’induccid)
llavors P(S(n)) també ho és (pas inductiu), aleshores el principi d’inducci6 ens
permet concloure que P(n) és certa per a tot n € N. Per aix0 aquest principi és la
base de les demostracions per induccio.

Observaci6 1.1

Una manera equivalent d’introduir els nombres naturals és la seglient. N és el
conjunt amb les propietats:

1. N té un element distingit que simbolitzem per 0. També es podria prendre
1 com a element distingit, pero aqui no ho farem perque volem distingir
clarament l'estructura algebraica de N.

Hi ha una aplicaci6 S : N — N anomenada successor.
S és injectiva.
0 no pertany al recorregut de S. En particular, S no és exhaustiva.

(Principi d’induccié) Si K € N, 0 € Ki (Vn)(ne K = S(n) € K),
llavors K = N.

COEN S
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La propietat 3 és equivalent a I’axioma 4 original; la propietat 4 és equivalent a
I’axioma 3; i la propietat 2 és equivalent a 1’axioma 2.

Vegem ara un primer exemple senzill de com es treballa amb els axiomes de
Peano.

Exemple 1.1

Provem que 4 # 1.

Solucié

Ho farem per reducci6 a I'absurd. Suposem que 4 = 1. Aleshores

Aplicant 'axioma 4 de Peano, deduim que S(S(S(0))) = 0. Ara bé, aixo és
impossible per 'axioma 3 de Peano, ja que S(S(0)) € N i el successor de cap
natural no pot ser 0. Per tant, queda provat que 4 # 1.

Vegem ara un altre exemple, aquest cop fent Gs del principi d’inducci6.
Exemple 1.2

Sin € Nin #0, aleshores existeix m € N tal que S(m) = n.

Solucié

Considerem la propietat
P(n) :=“Sin € Nin #0, aleshores hi ha m € N tal que S(m) =n".

Volem provar que és certa per a tot n € N, i ho farem per inducci6.

Cas base. P(0) és certa perque la implicacié té antecedent fals (la hipotesi
n # 0 no es compleix quan n = 0).

Pas inductiu. Suposem que P(n) és certa (hipotesi d’inducci6). Volem veure
que P(S(n)) també ho és. Ara bé, si S(n) # 0, podem prendre m = n i tenim
S(m) = S(n) amb m € N, i per tant P(S(n)) és certa. Pel principi d’induccid,
P(n) és certa per a tot n € N.

Exemple 1.3

Sin € N, llavors o n = 0 o bé n s’obté aplicant .S a 0 un nombre finit de vegades.

Solucid

Considerem la propietat
P(n) :=“n =0 o n s’obté aplicant S a 0 un nombre finit de vegades”.

Ho farem per induccio.
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Cas base. P(0) és certa de manera trivial.

Pas inductiu. Suposem P(n) certa. Sin = 0, llavors S(n) = S(0), i .5(0) s’obté
aplicant S una vegada a 0. Si n # 0, per hipotesi d’induccié n s’obté aplicant S
a 0 un cert nombre k de vegades. Aleshores S(n) s’obté aplicant S exactament
una vegada més a 0, és a dir, un nombre finit de vegades. Pel principi d’inducci6,
P(n) és certa per a tot n € N.

El resultat de I'exemple anterior justifica que puguem escriure els nombres natu-
rals com

0, 5(0), 5(5(0)), S(5(5(0))), - ..
i, fent servir la notacié tradicional,
1:=5(0), 2:=5(5(0), 3:=25(5(5(0))),
de manera que podem expressar el conjunt dels nombres naturals com

N=1{0,1,2,3,...}.

Els nombres naturals permeten introduir el concepte fonamental de recursié.
Intuitivament, diem que una definicié és recursiva quan per determinar un objecte
donem, d’una banda, un valor inicial i, de I’altra, una regla que permet obtenir el
cas segiient a partir del cas anterior.

Per exemple, podem definir una successié de nombres naturals (u,),eny de la
manera segiient:

up = 0,
{ US(n) = S(un)
Aquesta definicié ens diu que el primer terme és 0 i que cada terme segiient s’obté
prenent el successor del terme anterior. Aixi,

UOZO, U1:S(U0):S(O):1,
UQ:S(U1>:S(1):2, U3:S(UQ):S(2):3,
1 aixi successivament.

Per tant, aquesta definicié recursiva construeix la successié
0,1,2,3,...

sense necessitat d’haver definit encara ni la suma ni la multiplicacio.

Un altre exemple senzill de definici6 recursiva és el segiient. Definim una successié
de nombres naturals (v,)nen per

{ Vg = O,
Us(n) = S(S(n))-

Aquesta definicié ens diu que el primer terme és 0 i que cada terme segiient s’obté
aplicant dues vegades el successor al terme anterior. Aixi,

U():Ov
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v1 = S(S(u)) = S(S(0)) =
Vg = S(
vs = S(S(vy)) = S(S(4)) =

N
—
S

S
S~—
S~—

I
N
—
N
—
[\»)
N—
N—
I
2B )

1 aixi successivament.

D’aquesta manera obtenim la successio
0,2,4,6,...

Observeu amb aquests exemples com hem definit successions de nombres naturals
sense haver definit encara ni I’addicié ni la multiplicaci6. Només hem fet servir el
nombre inicial 0 i I’aplicacié successor.

L’operacié d’addicié de nombres naturals es defineix per recursié. Tot i que la
nostra intuicié ens permet entendre la definicié sense dificultat, en un desenvolu-
pament complet caldria justificar que existeix una tnica operacié que compleix les
regles segilients. Aquesta justificacid, pero, 'ometrem aqui.

Definici6 1.1
Per a tots a,b € N definim

a+0=a,
{ a+ S(b) = S(a+b).

El nombre natural a + b s’anomena suma dels nombres a i b, i diem que a i b
son els sumands.

Un conjunt dotat d’una operaci6é és una estructura algebraica. Aquesta es-
tructura s’anomena monoide quan l'operaci6 és associativa i té element neutre. A
més, si 'operacioé és commutativa, el monoide s’anomena commutatiu. Provarem
tot seguit que els naturals tenen estructura de monoide commutatiu amb 'operacié
d’addicid.

Proposici6 1.1

Peratota € N;a+0=ai0+a=a. Aixo vol dir que 0 és I'’element neutre
de la suma.

Demostracio

La igualtat a + 0 = a es compleix per definici6é. Per a la igualtat 0 + a = a, fem
inducci6 sobre a.
Cas base. Si a = 0, llavors 0 + 0 = 0 per definici6.
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Pas inductiu. Suposem 0+ a = a (hipotesi d’inducci6). Aplicant la definicié i
la hipotesi d’induccio:

0+ S(a) =5(0+a)=5(a).

Pel principi d’induccié, la propietat val per a tot a € N.

Observaci6 1.2

A partir de la proposici6é anterior i de la definici6 podem escriure S(n) =n + 1
per a tot n € N. En efecte,

S(n)=Sn+0)=n+S50)=n+1,
perque per notacié S(0) := 1.

Abans de demostrar les propietats associativa i commutativa de la suma, prova-
rem la segiient propietat.
Proposici6 1.2

Per a tots a,b € N, es compleix

S(a) +b=S(a+b).

Demostracioé

Fixem a € N i demostrem la propietat per induccio sobre b.
Per a b = 0, tenim
S(a) +0=S5(a),

per la definicié de la suma. D’altra banda,
S(a+0) = S5(a),
ja que a + 0 = a. Per tant,
S(a)+0=S(a+0).
Suposem ara que la propietat és certa per a un cert b € N, és a dir,
S(a)+b=S(a+b).

Volem demostrar que també és certa per a S(b).
Per la definicié de la suma,

S(a) + S(b) = S(S(a) +b).
Per la hipotesi d’induccio,

S(S(a) +b) =S(S(a+0b)).
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D’altra banda, com que
a+ S(b) = S(a+b),

tenim

S(a+ S(b)) =S(S(a+10)).
Aixi,

S(a) + S(b) = S(a+ S(b)).

Per tant, la propietat és certa per a S(b). Pel principi d’inducci6, queda provat
que

S(a) +b=S(a+0)
per a tots a,b € N.

Proposicié 1.3

Per a tots a, b, c € N, la suma és associativa:
a+(b+c)=(a+0b) +c,

i commutativa:

at+b=0>b+a.

Demostracio

Associativitat. Fem inducci6 sobre c.
Cas base. Si ¢ =0, llavors a + (b+0) = a + b = (a + b) + 0 per definicio.
Pas inductiu. Suposem a + (b+ ¢) = (a + b) + ¢. Aleshores

a+ (b+S(c)=a+Sb+c)=S(a+(d+c) =S({(a+b)+c)=(a+b)+S(c).

Commutativitat. Fem induccié sobre b.
Cas base. Si b= 0, per la proposicié anterior a +0 =04 a = a.
Pas inductiu. Suposem a + b = b+ a. Aleshores,

a+ S(b) = S(a+0b) per definici6é de suma
=S(b+a) per la hipotesi d’induccié
=S0b)+a per la proposici6 1.2.

Exemple 1.4 (Propietat de simplificacid)

Per a tots a,b,c € N, si ¢+ a = ¢ + b, aleshores a = b.

Solucié

Fem inducci6 sobre c.
Cas base. Si ¢ =0, llavors 0 + a = 0 + b, aixi que a = b.
Pas inductiu. Suposem que ¢+ a = ¢ + b implica a = b. Volem provar que
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S(c) +a = S(c)+ b també implica a = b. En efecte, per la commutativitat de
la suma:

Sic)+a=S()+b = a+S()=b+S(c) = S(a+c)=S50b+c).

Per 'axioma 4 de Peano, a+c = b+c, i de nou per commutativitat c+a = c+0b.
Per la hipotesi d’induccio, a = b.

La multiplicacié de nombres naturals també es defineix per recursi6. Igual que
abans, no justificarem aqui 'existencia i la unicitat d’aquesta operacio.

Definici6 1.2
Per a tots a,b € N definim

a-0=0,
a-S0b)=a-b+a.

El nombre natural a-b s’anomena producte dels nombres a i b, i aib s’anomenen
factors.

Igual que el conjunt dels naturals té estructura de monoide commutatiu amb la
suma, també té estructura de monoide commutatiu amb la multiplicacié. A més, la
multiplicaci6 és distributiva respecte de la suma.

Proposici6 1.4

Peratotae N, a-0=0i0-a=0.

Demostracio

La igualtat a - 0 = 0 es compleix per definicié. Per a la igualtat 0 - a = 0, fem
induccié sobre a.

Cas base. Si a = 0, és immediat que 0 -0 = 0 per definicio.

Pas inductiu. Suposem 0-a = 0. Aplicant la definici6 de multiplicacié i la
propietat de ’element neutre de la suma:

0-5S(a)=0-a+0=0+0=0.
Per tant, 0-a = 0 per a tot a € N.

Proposicié 1.5

PeratotaeN,a-1=ail-a=a. Aixo vol dir que 1 és I'’element neutre de
la multiplicacié.
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Demostracio
En primer lloc, aplicant que S(0) = 1, la definicié de multiplicacié i la propietat
de l'element neutre de la suma:

a-1=a-50)=a-0+a=0+a=a.

Per a la igualtat 1 - a = a, fem inducci6 sobre a.
Cas base. Sia =0, 1-0 =0 per la proposicié anterior.
Pas inductiu. Suposem 1-a = a. Aleshores

1-S(a)=1-a+1=a+1=a+5(0) = S(a+0)=S5(a).

Proposici6 1.6

Per a tot a, b, c € N, la multiplicaci6 és associativa,
a-(b-c)=(a-b)-c,

i distributiva respecte de la suma,

a-(b+c)=a-b+a-c

Demostracio

Distributivitat. Fem inducci6 sobre c.
Cas base. Si ¢ =0, és immediat que a- (b+0)=a-b=a-b+a-0.
Pas inductiu. Suposem a - (b+c¢) =a-b+a-c. Aleshores

a-(b+S() = a-Sb+c)
= a-(b+c)+a
= (a-b+a-c)+a
= a-b+(a-c+a)
= a-b+a-5(c).

Associativitat. Fem inducci6 sobre c.

Cas base. Sic=0,a-(b-0)=(a-b)-0=0.

Pas inductiu. Suposem a-(b-¢) = (a-b)-c. Aplicant la definici6 de multiplicacid
i la propietat distributiva:

a-(b-S(c) = a-(b-c+0)

= (a-b)-ct+a-b
(

Abans de demostrar la propietat commutativa de la multiplicaci, provarem la
propietat segiient.
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Proposicié 1.7
Per a tots a,b € N, es compleix

S(a)-b=a-b+b.

Demostracio

Fixem a € N i demostrem la propietat per induccioé sobre b.
Per a b = 0, tenim

S(a)-0=0,
per la definicié del producte. D’altra banda,
a-0+0=0+0=0.

Per tant,
S(a)-0=a-0+0.

Suposem ara que la propietat és certa per a un cert b € N, és a dir,
S(a)-b=a-b+b.

Volem demostrar que també és certa per a S(b).
Per la definici6é del producte,

S(a)-S(b) = S(a)-b+ S(a).
Per la hipotesi d’induccio,
S(a)-S(b) = (a-b+0b)+ S(a).
Per l'associativitat de la suma,
(@-b+b)+ S(a)=a-b+ (b+ S(a)).
Ara bé, per la definicié de la suma i per la commutativitat de la suma,
b+ S(a)=S(b+a)=Sa+0b) =a+ S(b).
Aixi,
S(a)-Sb)=a-b+ (a+ S(b)).
Per l'associativitat de la suma,
a-b+(a+95(0)=(a-b+a)+S().
Finalment, per la definicié del producte,
a-b+a=a-S(b).

Per tant,
S(a)-S(b)=a-S()+ S().

Aix0 prova la propietat per a S(b). Pel principi d’induccié, queda demostrat que
S(a)-b=a-b+b

per a tots a,b € N.
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Proposicié 1.8

La multiplicaci6é és commutativa: a-b=b-a per a tots a,b € N.

Demostracio

Fem inducci6 sobre b.
Cas base. Sib=0, ésclarquea-0=0-a = 0.
Pas inductiu. Suposem a -b = b-a. Aleshores,

a-Sb)=a-b+a per definicié del producte
=b-a+a per la hipotesi d’induccié
=S5()-a per la proposici6 1.7.
Exemple 1.5

Per a tot a € N es compleix S(a) # a.

Solucio

Fem inducci6 sobre a.

Cas base. Si a =0, S(0) # 0 per 'axioma 3 de Peano.

Pas inductiu. Suposem S(a) # a. Pel contrareciproc de 'axioma 4 de Peano,
si S(a) # a, Navors S(S(a)) # S(a). Per tant, la propietat també és certa per a
S(a).

Exemple 1.6 (El factorial)

Definim el factorial d’un nombre natural per recursio:

0!:=1,
{ S(n)!:= S(n)-nl

Aixi,

ol =1,
=50)!=S50)-00=1-1=1,
20=5S()!=501)-11=2-1=2,
3=52)!=5(12)-2!=3-2=6.

Exemple 1.7

Expressa per recursio la successio de Fibonacci
f£=1(0,1,1,2,3,5,8,13,...).

Per fer-ho, observa que cada terme a partir del tercer s’obté com a suma dels
dos termes anteriors.
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Solucié

Per a tot n € N definim:

f(0) =0,
f) =1
fn+2) = f(n)+ fln+1)

Observa que

f2)=f0+2)=f(0)+f(1)=0+1=1,
fB)=f1+2)=f)+f(2)=1+1=2
f@)=712+2)=f2)+fB)=1+2=3,

A partir de I'addicié podem definir en el conjunt N una relacié d’ordre de la
manera seguent.

Definicio 1.3

Per a tots a,b € N, diem que a és més gran o igual que b, i ho escrivim a > b
o b < a, si i només si existeix n € N tal que a = b+n. Diem que a és més gran
estrictament que b, i ho escrivim a > bo b < a, siinoméssia >bia #b.
Direm que a és positiu si i només si a > 0.

Abans de demostrar que < és una relacié d’ordre total en N, necessitem un
resultat teécnic.
Proposicié 1.9
(i) Per a qualsevol a € N\ {0}, es compleix a + b # b per a tot b € N.
(ii) Per a tots a,b € N, si a # 0, aleshores a + b # 0.

Demostracio

(i) Fem inducci6 sobre b. Si b =0, com a # 0 tenim a + 0 = a # 0. Suposem
a+b # b. Per la definici6 de suma, la hipotesi d’inducci6 i el contrareciproc
de 'axioma 4 de Peano,

a+S(b) = S(a+b) #Sb).

Aixi, a + b # b per a tot b € N.

(ii) Fixem a € N amb a # 0 i fem inducci6 sobre b.

Si b = 0, aleshores
a+0=a#0.

Suposem a + b # 0. Per la definicié6 de suma, la hipotesi d’inducci6 i el
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contrareciproc de ’axioma 4 de Peano,

a+ S(b) = S(a+b) #0.
Aixi, a + b # 0 per a tot b € N.

Proposicié 1.10

La relacié < és una relacié d’ordre parcial sobre N.

Demostracio

Reflexivitat. Es clar que a < a per a tot a € N, ja que a = a + 0.
Antisimetria. Suposem que a < bib < a. Per la definici6 de l'ordre, existeixen
m,n € N tals que

b=a+m i a=b+n.

Substituint la primera igualtat en la segona, obtenim
a=(a+m)+n.

Per I'associativitat de la suma,
a=a+ (m+n).

Per la commutativitat de la suma,
a=(m+n)+a.

Si m + n # 0, aleshores, per la Proposici6 1.9, aplicada a m + n i a, apartat (i),
tindriem
(m+n)+a#a,

cosa que contradiu la igualtat anterior. Per tant, m +n = 0. Ara bé, si m # 0,
per la Proposici6 1.9, apartat (ii), tindriem m+n # 0, contradicci6. Aixi, m = 0.
Finalment, com que b = a + m, obtenim b = a + 0 = a. Per tant, a = b.
Transitivitat. Suposem que a < bib < c¢. Si a = b, aleshores, com que b < c,
tenim a < ¢. Si b = ¢, aleshores, com que a < b, tenim a < ¢. Finalment,
suposem que a < bi b < c. Aleshores existeixen n,m € N, amb n # 01im # 0,
tals que
b=a+n i c=b+m.

Per tant,
c=b+m=(a+n)+m=a+ (n+m).

Aixi, existeix n +m € N tal que
c=a+ (n+m),

i, per definicid, obtenim
a<c.
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Teorema 1.11 (Tricotomia de 1’ordre)

Per a tots a,b € N es compleix exactament una de les tres condicions:

(i) a<b (i1) a=10 (i73) b < a.

Demostracioé

Si es compleix (ii), llavors @ = b 1 per definici6é de < s’exclouen (i) i (iii). Si no
es compleix (ii) pero es complissin (i) i (iii) alhora, la propietat antisimetrica de
< ens portaria a contradicci6é. Per tant, com a maxim una de les tres condicions
pot ser certa.

Ens queda provar que almenys una de les tres es compleix. Ho farem per induccio
sobre a.

Cas base. Si a = 0, hem de provar que 0 <bo0O=bob<0. Sib=0, és
immediat. Si b # 0, per 'exemple 1.2 existeix m € N tal que S(m) = b. Per
I'observacié 1.2, m +1 =1+ m = b, i per definici6 d’ordre b > 0. Notem que
no és possible que b < 0, ja que aixo voldria dir 0 =b+mn amb b #0in € N,
contradient la proposicié 1.9, apartat (ii).

Pas inductiu. Suposem que la propietat és certa per a un cert a € N. Es a dir,
per a tot b € N, es compleix exactament una de les tres possibilitats:

a<b, a=b, b <a.

Volem provar que, per a tot b € N, es compleix exactament una de les tres
possibilitats:
S(a) < b, S(a) =0, b < S(a).

Fixem b € N. Per la hipotesi d’induccié aplicada a a i b, tenim tres casos.

Cas 1: a =b.
Aleshores

S(a) = S(b)
Com que

S(b)=b+1,
obtenim

b < S(a).

Cas 2: b < a.

Com que b < aia < S(a), per la transitivitat de 'ordre obtenim

b< S(a).

Cas 3: a <b.
Com que a < b, existeix n € N, amb n # 0, tal que

b=a+n.
Com que n # 0, existeix k € N tal que
n=S(k).
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Per tant,
b=a+ S(k)=S(a+k).

Ara distingim dos subcasos.
Si k = 0, aleshores

Per tant,

Si k # 0, aleshores
b= S(a+k).

D’altra banda, com que
S(a)+k=S(a+k),

tenim

b= S(a)+ k.

Com que k # 0, per la definicié de l'ordre estricta obtenim
S(a) < b.
Aixi, en tots els casos obtenim una de les tres possibilitats:

S(a) < b, S(a) = b, b < S(a).

Corol - lari 1.12

La relacié d’ordre sobre N és total.

Demostracio

Recordem que < és total si per a qualssevol a,b € N es compleix a < b o b < a.
Aix0 és immediat del teorema anterior.

Definici6 1.4

Sigui A C N. Diem que n € A és el primer element o element minim de A
sin < m per a tot m € A.

Es immediat comprovar que si hi ha un primer element, aquest és inic. En efecte,
si n’hi haguessin dos, diguem n; i no, llavors n; < ny per ser ny primer element, i
ne < ny per ser ny primer element. Per la propietat antisimetrica, nq; = neo.

Una de les propietats més importants dels nombres naturals és la possibilitat
d’estudiar quan un nombre es pot obtenir multiplicant-ne un altre per un cert factor.
Aquesta idea dona lloc a la nocié de divisibilitat.
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Definicié6 1.5
Siguin a,b € N, amb a # 0. Diem que a divideix b, i escrivim
alb,
si existeix ¢ € N tal que
b=a-q.

En aquest cas, diem que a és un divisor de b, que b és un multiple de a, i que
q és el quocient de la divisié exacta de b per a.

Exemple 1.8
Tenim
3112,
perque existeix 4 € N tal que
12=23-4.

Per tant, 3 és un divisor de 12 i 12 és un multiple de 3.

Proposicié 1.13 (Propietats basiques de la divisibilitat)

Siguin a,b,c € N, amb a # 01 b # 0. Es compleixen les propietats segiients:
(i) ala,
(i) 1]a,
(iii) a0,

(iv) sia|bib]|c, aleshoresa | c.

Demostraci6
(i) Com que

a=a-1,
tenim a | a.
(ii) Com que

a=1-a,
tenim 1 | a.
(iii) Com que

0=a-0,

tenim a | 0.

(iv) Suposem que a | bib | c. Aleshores existeixen ¢, € N tals que
b=a-q i c=b-r.
Substituint la primera igualtat en la segona, obtenim

c=(a-q)-r.



CAPITOL 1. TEORIA 17

Per I'associativitat del producte,

c=a-(q-r).

Com que ¢ - r € N, concloem que

Definici6 1.6

Siguin a,b € N, amb a # 0 i b # 0. Un nombre natural d és un divisor comua
de a i b si
d|a i d|b.

El maxim com divisor de a i b, que denotem per
med(a, b),

és el divisor comu més gran de a i b.

Exemple 1.9
Els divisors positius de 12 sén
1,2,3,4,6,12,
i els divisors positius de 18 sén
1,2,3,6,9,18.
Els divisors comuns de 12 i 18 sén
1,2,3,6.

Per tant,
med (12, 18) = 6.

Per calcular el maxim comu divisor de dos nombres naturals positius podem
utilitzar I'algorisme d’Euclides. Aquest procediment es basa en la divisié amb
residu.

Recordem que, si a,b € Nib # 0, podem dividir a entre b i escriure
a=b-qg+r,

onq,r € Ni
0<r<hb.

El nombre ¢ s’anomena quocient i el nombre r s’anomena residu de la divisié de
a entre b.
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La idea fonamental de ’algorisme d’Euclides és la segiient: si
a=b-q+r,

aleshores
med(a, b) = med(b, r).

En efecte, els divisors comuns de a i b sén exactament els divisors comuns de b i
r. Per aix0, el maxim comu divisor no canvia si substituim el parell (a, b) pel parell

(b,r).
Aixi, per calcular med(a,b), amb a > b > 0, procedim de la manera segiient.
Primer dividim a entre b:

a:b-q1+7"1, 0<r <b.
Si r; = 0, aleshores
mced(a, b) = b.
Si ry # 0, dividim b entre ry:
bzrl‘QQ+T2, 0<ry <ry.
Si 9 = 0, aleshores
med(a,b) = 7.

Si ro # 0, continuem el procés:
L ="72-q3+ s, 0<rs<ry

1 aixi successivament.
Com que els residus
r1,T2,T3,...

son nombres naturals que van disminuint estrictament, el procés ha d’acabar. L’ul-
tim residu no nul és el maxim comu divisor de a i b.

Exemple 1.10

Calculem
med(252, 198).
Dividim:
252 = 198 - 1 + 5H4.
Per tant,

med (252, 198) = med (198, 54).

Ara dividim 198 entre 54:
198 =54 - 3 + 36.

Per tant,
med(198,54) = med(54, 36).

Ara dividim 54 entre 36:
54 =36-1+ 18.



CAPITOL 1. TEORIA 19

Per tant,
med(54, 36) = med(36, 18).

Finalment,
36 =18-2+0.

Com que I'altim residu no nul és 18, obtenim
mced(252,198) = 18.

Definici6é 1.7

Siguin a,b € N, amb a # 01 b # 0. Un nombre natural m és un multiple coma
de aibsi
a|m i b|m.

El minim comt miiltiple de a i b, que denotem per
mem(a, b),

és el multiple comu positiu més petit de a i b.

Exemple 1.11

Els multiples positius de 4 séon
4,8,12,16,20,24, ...,
i els multiples positius de 6 sén
6,12,18,24,30,....
Els primers miltiples comuns positius de 4 i 6 sén
12,24, . ...

Per tant,
mem(4,6) = 12.

Observaci6 1.3

El minim comd multiple de dos nombres naturals positius existeix. En efecte, si
a,b € N son positius, aleshores a - b és un multiple comi de a i b, ja que

ala-b i bla-b

Per tant, el conjunt dels multiples comuns positius de a i b no és buit. Pel
principi del bon ordre, aquest conjunt té un element minim.
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Observaci6 1.4

El maxim comu divisor de dos nombres naturals positius també existeix. Els
divisors comuns de a i b formen un conjunt no buit, perque 1 divideix qualsevol
nombre natural positiu. A més, cap divisor positiu d’'un nombre positiu pot ser
més gran que aquest nombre. Per tant, els divisors comuns de a i b estan fitats
superiorment, i es pot demostrar que tenen un element maxim.

Definici6 1.8

Dos nombres naturals positius a i b s’anomenen primers entre si si

med(a,b) = 1.

Exemple 1.12

Els nombres 8 i 15 sén primers entre si, perque 'inic divisor comu positiu que
tenen és 1. Per tant,
med(8,15) = 1.

Definici6 1.9

Un nombre natural p és primer si p > 1 i els seus tnics divisors positius son 1
ip.

Exemple 1.13

El nombre 7 és primer, perque els seus unics divisors positius séon 11 7.

Definicié 1.10

Un nombre natural n > 1 és compost si no és primer. Equivalentment, n és
compost si existeixen a,b € N tals que

n=a-b,

amb
l<a<n i 1<b<n.

Exemple 1.14

El nombre 12 és compost, perque
12=3-4,

amb
1<3<12 i 1 <4 <12
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Observaci6 1.5

Els nombres 0 i 1 no sén primers. Per definicid, un nombre primer ha de ser més
gran que 1. Aixi, els primers nombres primers sén

2,3,5,7,11,13,. ..

L’axioma 5 dels axiomes de Peano és I’eina principal per provar propietats sobre
N. A la practica, per demostrar que la propietat P(n) és certa per a tot n € N, s’ha
de provar el cas base P(0) i el pas inductiu P(n) = P(S(n)).

Tanmateix, hi ha situacions on resulta 1util disposar d’una variant més forta
d’aquesta tecnica. Es tracta de la induccié forta, que es dedueix de I'axioma 5 i
resulta especialment 1til en moltes demostracions.

El principi d’inducci6 forta és un metode per provar que una propietat P(n)
és certa a partir d’'un determinat nombre natural, és a dir per a tots els nombres
naturals n > ng, on ng és un nombre natural fix. Per fer-ho, se segueixen dos passos:

« Cas base. Es demostra que P(ng) és certa.

o Pas inductiu. S’assumeix que P(k) és certa per a tots els naturals k tals
que ng < k < n (hipotesi d’induccié forta) i s’ha de demostrar que P(n)
també és certa.

Un cop completats aquests dos passos, es conclou que P(n) és certa per a tot
n > ng.

Vegem-ne dos exemples ben coneguts.
Exemple 1.15 (Existéncia de descomposicié en factors primers)

Demostrem que tot nombre natural n > 2 es pot expressar com un producte
d’un o més nombres primers.

Solucié

Cas base. Per a n = 2, el nombre 2 és primer, aixi que es pot expressar com
un producte d’un sol primer (ell mateix).

Pas inductiu. Suposem que tot nombre natural £ amb 2 < k£ < n es pot
escriure com a producte de primers. Volem provar-ho per a n. Distingim dos
casos:

e Sin és primer, ja és un producte d’'un sol primer (ell mateix).

e Sin és compost, per definici6 existeixen a,b € Namb2 <a<ni2<b<n
tals que n = a -b. Per la hipotesi d’induccié forta, tant a com b es
poden escriure com a productes de primers, diguem a = p; - pg---p, i
b=qi-q---qs. Aleshores

n=pi1-pP2-"Pr-q1-q2""4gs,

que també és un producte de primers.
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Pel principi d’induccié forta, tot n > 2 es pot expressar com a producte de
primers.

Exemple 1.16 (El joc de la balanca amb monedes)

Suposem que disposem d’una balanca i moltes monedes de 3 grams i 5 grams.
Volem demostrar que és possible pesar qualsevol quantitat de grams que sigui
un nombre natural més gran o igual a 8.

Solucio

Casos base. Comprovem directament els primers casos:

e Per an =8, podem pesar 8 = 3 + 5.

e Peran =29, podem pesar 9 =3 + 3 + 3.
e Per an =10, podem pesar 10 =5+ 5.

e Per an =11, podem pesar 11 =3 + 3 + 5.

Pas inductiu. Suposem que podem pesar qualsevol quantitat k amb 8 < k < n
i que n > 12. Aleshores n —3 > 9 > 8, aixi que per hipotesi d’induccié forta
podem pesar n — 3 grams. Afegint una moneda de 3 grams, podem pesar n
grams.

Pel principi d’induccié forta, podem pesar qualsevol quantitat n > 8.

Una propietat important dels nombres naturals és que estan ben ordenats: aixo
significa que qualsevol conjunt no buit de nombres naturals té un primer element.

Teorema 1.14 (Principi del bon ordre)

Tot subconjunt no buit de N té un element minim. Es a dir, si A C N i A # 0,
aleshores existeix m € A tal que m < a per a tot a € A.

Demostracio

Suposem, per reduccié a I'absurd, que existeix un subconjunt no buit A C N
que no té element minim.
Considerem el conjunt

K ={n e N: cap element de A és menor o igual que n}.
Es a dir,
ne€ K <= noexisteix a € A tal que a < n.

Provarem per induccié que K = N.
En primer lloc, provem que 0 € K. Suposem, per contradiccié, que 0 ¢ K. Per
la definicié de K, existiria algun a € A tal que

a <0.
Per la definicié de I'ordre, aixo vol dir que existeix n € N tal que

0=a+n.
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Si a # 0, per la proposicié 1.9, apartat (ii), tindriem
a+n#0,
contradiccid. Per tant, necessariament
a = 0.

Aixi, 0 € A.
Ara bé, per a tot m € N tenim
0<m,

ja que m = 0+ m. En particular, 0 < x per a tot x € A. Per tant, 0 seria
I’element minim de A, en contradicci6 amb la hipotesi que A no té element
minim.
Aixi doncs,

0e K.

Suposem ara que n € K. Volem provar que S(n) € K.
Per contradiccié, suposem que S(n) ¢ K. Aleshores existeix algun a € A tal
que

a<S(n).

Com que n € K, no hi ha cap element de A que sigui menor o igual que n. Per
tant, aquest element a no pot satisfer a < n.
Ara bé, com que a < S(n), per la definicié de I'ordre existeix r € N tal que

S(n)=a-+r.
Si r = 0, aleshores
i per tant
a=S(n).
Suposem, en canvi, que r # 0. Aleshores existeix ¢ € N tal que
r=S(t).

Per tant,
Sn)=a+r=a+5(t)=5S(a+1).

Com que el successor és injectiu, obtenim
n=a-+t.

Aixo vol dir que
a <n,

cosa que contradiu el fet que n € K.
Per tant, no pot ser r # 0, i necessariament ha de ser r = 0. Aixi,

a=.S5(n).
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Per tant,
S(n) € A.

A més, com que n € K, cap element de A és menor o igual que n. Aixo vol dir
que no hi ha cap element de A menor que S(n). Per tant, tot element de A és
més gran o igual que S(n).

Aixi, S(n) seria I’element minim de A, contradient de nou la hipotesi que A no
té element minim. Aquesta contradiccié prova que

S(n) € K.

Hem demostrat que 0 € K i que, si n € K, aleshores S(n) € K. Pel principi
d’induccio,

K =N.
Aixo significa que no existeix cap element de A menor o igual que algun nombre
natural. Pero aixo és impossible, perque A és no buit: si a € A, aleshores
certament

a<a.

Per tant, hem arribat a una contradiccio.
Concloem que tot subconjunt no buit de N té un element minim.

Proposicié 1.15

Siguin a i b nombres naturals. Sia-b = 0, aleshores a = 0 0 b = 0. En particular,
si a i b sén tots dos positius, a - b també és positiu.

Demostracio

Demostrem la propietat per induccié sobre b.
Per a b = 0, el resultat és immediat, ja que aleshores una de les dues alternatives,

ja es compleix.
Suposem ara que la propietat és certa per a un cert b € N. Volem demostrar-la
per a S(b).
Sigui a € N i suposem que
a-S(b)=0.

Per la definicié del producte,
a-Sb)=a-b+a.

Per tant,
a-b+a=0.

Si a = 0, ja tenim el resultat. Suposem, doncs, que

a # 0.
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Per la commutativitat de la suma,
a-b+a=a+(a-b).

Com que a # 0, per la proposicié 1.9, apartat (ii), obtenim

a+ (a-b)#0.
Aix0 contradiu que
a-b+a=0.

Per tant, necessariament

a = 0.
Aixi, si

a-S(b) =0,

aleshores

a=20.

En particular,
a=0 o S(b)=0.

Per tant, la propietat és certa per a S(b). Pel principi d’inducci6, queda provat
que, per a tots a,b € N, si
a-b=0,

aleshores
a=0 o b=0.

La segona afirmaci6 s’obté pel contrareciproc de la primera: si a # 01 b # 0,
aleshores a - b # 0. Per tant, si a i b sén positius, el seu producte també és
positiu.

Quan hem apres a comptar, a vegades ens trobem amb situacions com aquestes:
m’han dit que hi havia 7 pomes i només n’he comptat 5, aixi que penso que me'n
falten dues. O bé: m’han dit que hi havia 8 boles i n’he comptat 9, aixi que
m’ha sobrat una bola. O fins i tot: m’han dit que hi havia 10 gots i n’he comptat
exactament 10, aixi que no ha faltat ni sobrat res.

La raé és que necessitem comptar tant allo que tenim com allo que ens falta, i
distingir bé entre les dues coses. Una manera senzilla de fer-ho seria emprar dos
colors: per exemple, verd per al que tenim i vermell per al que ens falta. Aixi, en
I’exemple anterior escriuriem 5 en verd i 2 en vermell. Pero la convencié habitual
ha estat una altra: hem agafat el costum d’escriure +5 i —2, respectivament. Aixi
hem afegit el simbol 4 per representar les coses que tenim i el simbol — per a les
que ens falten. Diem ara que hem introduit la distincié entre nombres positius i
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nombres negatius.

Ambdoés tipus de nombres serveixen per comptar, uns en un sentit i els altres en
I'oposat. En aquest context, podriem escriure la segiient llista de nombres:

., =3,-2,—1,0,+1,+2,+3, ...

i de seguida ens adonem que hem afegit als nombres naturals nous nombres que
podriem anomenar negatius. Si agafem el conveni que no cal posar signe als naturals
(perque el + resulta redundant), arribem a la presentacié tradicional dels nombres
enters.

Una manera més formal de motivar aquesta extensié és pensar en 'equacio
a+zx=10 (1.2.1)

amb a,b € N. Aquesta equacié no sempre té solucié en N. Per exemple, 1 + z = 0
tindria = —1 com a solucid, pero —1 ¢ N. De fet, (1.2.1) només té solucié en N
quan b > a. Necessitem, doncs, ampliar el conjunt dels naturals.

Hem d’observar un fet important. Considerem parelles ordenades de nombres
naturals com (5,7), (13,15) o (19,21), on convenim a escriure primer la quantitat
que tenim i, en segon lloc, la quantitat que volem comptar. Totes elles representen
la idea de "faltar-ne dos", o —2. Analogament, (7,5), (15,13) i (21, 19) representen
"sobrar-ne dos", o +2. I parelles com (3, 3) i (10, 10) representen "ni faltar ni sobrar".

Observa ara la segiient regularitat:

(5,7)1 (13,15) 5415 =7+ 13,
(5,7)1 (19,21) 5421 =7+ 19,
(7,5)1 (21,19) 7419 =5+ 21,
(3,3) i (10, 10)

3+ 10 =3+ 10,

Aquesta regularitat ens suggereix la relacié segiient entre parelles ordenades de nom-
bres naturals:
(a,b) ~ (¢,d) <= a+d=0b+c.

Volem construir un nou conjunt de nombres que ha d’incloure els naturals i
també els nombres negatius. Fem-ho amb la segiient definici6.

Definicié 1.11

Considerem el conjunt N x N i definim sobre ell la relacié

(a,b) ~ (¢,d) <= a+d=b+c.

Proposici6 1.16

La relacié ~ és d’equivalencia.
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Demostracio

Hem de comprovar que és reflexiva, simetrica i transitiva.

Reflexivitat. (a,b) ~ (a,b) perqué a +b = b+ a en N (commutativitat de la
suma).

Simetria. Si (a,b) ~ (¢,d), llavors a+d =b+c¢,i daquid+a=a+d =b+c=
c+b, és adir, (¢,d) ~ (a,b).

Transitivitat. Si(a,b) ~ (¢,d)i(c,d) ~ (e, f), lavors a+d = b+cic+f = d+e.
Aleshores

(b+c)+e=(a+d)+e=a+(d+e)=a+(c+f)=(a+f)+c
i, d’altra banda,
(b+c)+e=b+(cte)=b+(e+c)=(b+e)+ec

Per tant, (b+e¢e) 4+ c= (a+ f) + ¢, i per la propietat de simplificacié de la suma
en N, b+e=a+ f, ésadir (a,b) ~ (e, f).

Aquesta relacié d’equivaléncia ens permet definir el conjunt dels nombres en-
ters, que denotem per Z, com el conjunt quocient

Z-=NxN/~.
D’aquesta manera, un nombre enter és una classe d’equivalencia
[(a,0)] ={(z,y) :x+ b=y +a}.

En particular,

[(070)] = {({L",y) T = y} = {( ,0), (17 1)7 (272)’ . '}a
[(07 1)] = {(:L’,y) re+1= y} = {(07 1)? (172)’ (273)7 29 '}7
1,0 {(I,y) ZSL’:’y—l—l}:{(1,()),(2,1),(3,2), }7

Tot seguit definim una operacié d’addicié que dota Z d’estructura algebraica de
grup commutatiu. Aixo vol dir que la suma compleix les propietats associativa i
commutativa, 1’element [(0,0)] actua com a element neutre i tot element [(a,b)] té
un element simeétric, que és [(b, a)].

Definici6 1.12
Per a tots [(a,b)], [(c,d)] € Z definim I’addicié de nombres enters com

[(a,0)] + [(¢,d)] = [(a + ¢, b+ d)]. (1.2.2)

Cal comprovar que la suma esta ben definida, és a dir, que no depén dels repre-
sentants escollits. En efecte, suposem

[(a,0)] = [(a", )] 1 [(c,d)] = [(c,d)]. (1.2.3)
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Volem veure que [(a + ¢,b+ d)] = [(a' + ¢/,b' + d')]. Aplicant les propietats de la
suma en N i la definici (1.2.3), tenim

(a+c)+ (¥ +d) =(a+V)+(c+d)
=(b+d)+(d+)
=(b+d)+ (d + 7).

Veiem ara les propietats algebraiques de la suma en Z.
Proposici6 1.17

Per a tots [(a,b)], [(c,d)], [(e, f)] € Z es compleixen:

1. Associativitat:

[(a, )] + ([(c; )] + [(e, ]) = ([(a, b)] + (e, D)]) + [(e, £)]-

2. Commutativitat:

[(a,0)] + [(c, d)]

[(e; )] + [(a, D).
3. Element neutre. [(0,0)] és I'element neutre de la suma i és tnic:

[(a,6)] +[(0,0)] = [(0,0)] + [(a, )] = [(a, b)].

4. Element simétric. L’element simetric de [(a,b)] és [(b,a)], i és unic:

[(av b)] + [(b7 a)] [(ba a)] + [(CL, b)] = [(O’ O)]

Demostracio

Totes aquestes propietats es poden demostrar utilitzant les propietats correspo-
nents dels nombres naturals. Com a exemple, demostrem la propietat 4:

[(a,0)] + [(b,a)] = [(a+0b,b+a)
[(a+b,a+Db)]
= [(07 O)]»

ja que (a+0b,a+0b) ~ (0,0). La unicitat es prova de manera estandard: si [(c, d)]
fos un altre simetric de [(a, b)], llavors
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Es clar que volem que els nombres naturals formin part del conjunt dels nombres
enters, 1 aixo ja es pot intuir. La classe [(0,0)] es correspon amb 0, [(0,1)] amb —1,
[(1,0)] amb +1, i aix{ successivament. La llista completa dels enters seria

-+ 1(0,3)], 10, 2)], [(0, 1)}, [(0, 0], [(1, 0)], [(2,0)], [(3, )] - ..

Identifiquem els nombres naturals a i b amb els enters [(a,0)] i [(b,0)], respec-
tivament. La suma a + b és un nombre natural que es pot identificar amb ’enter
[(@a +b,0)]. Resulta el mateix enter si sumem [(a,0)] + [(b,0)]? La resposta és si,
perque per definicié [(a,0)]+[(b,0)] = [(a+b,0)]. Aixi doncs, l'operaci6 definida en
(1.2.2) estén 'addici6 dels nombres naturals.

Estrictament parlant, és incorrecte escriure N C Z, pero des d’un punt de vista
intuitiu els nombres naturals sén un subconjunt dels enters. Podem fer més rigorosa
aquesta identificacié definint ’aplicacio

f:N—Z, f(n) =[(n,0)].

Es clar que f és injectiva, ja que [(n,0)] = [(m,0)] equival a (n,0) ~ (m,0), i d’aqui
n =m. A més, f conserva l'estructura algebraica de N:

fm+n) = [(m+n,0)] = [(m,0)] +[(n,0)] = f(m) + f(n).

Diem aleshores que f és una injeccié canonica, i quan considerem el subconjunt

f(N) de Z, escrivim N C Z.

Tot seguit definirem una operacié de multiplicacié que compleix les propietats
associativa, commutativa i distributiva respecte de la suma, i que té 1 = [(1,0)] € Z
com a element neutre. Aixi, 'addicié i multiplicacié doten Z d’una estructura
algebraica coneguda com anell commutatiu amb unitat.

Definici6 1.13

Per a tots [(a,b)], [(c,d)] € Z definim la multiplicacié de nombres enters com
[(&,b)] ’ [(C>d)] = [(a ct+b-d, a-d+b- C)]

Cal comprovar que la multiplicaci6 esta ben definida, és a dir, que no depén dels
representants escollits. Suposem

[(a,0)] = [(a’,0)] 1 [(c,d)] =[(c,d)]. (1.2.4)
Volem veure que
((a-c+b-d, a-d+b-c)]=[d - +V-d, d-d+V-),
o equivalentment, que
(@-c+b-d)+(a-d+b-)=(a-d+b-c)+(d -+ -d).

Aplicant repetidament les propietats de la suma i del producte en N, junt amb les
igualtats de (1.2.4), s’arriba a aquesta igualtat (deixem els detalls al lector com a
exercici).
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Proposicié 1.18
Per a tots [(a,b)], [(c,d)], [(e, f)] € Z es compleixen:
1. Associativitat: [(a,b)] - ([(c,d)] - [(e, f)]) = ([(a, )] - [(e, d)]) - [(e, [)].
2. Commutativitat: [(a,b)] - [(¢,d)] = [(¢,d)] - [(a, b)].
3. Element neutre. [(1,0)] és I'element neutre: [(a,b)] - [(1,0)] = [(1,0)] -

[(a,5)] = [(a,b)].
& Distibuivitat [(@,8)] - ([(e;d)] + [(es £)]) = [(@,0)] - [(c,d)] + [(a,b)] -

Les demostracions sén analogues a les del cas de 'addici6 i es deixen al lector.

A la introduccié haviem proposat el problema: "M’han dit que hi ha 7 pomes i
n’he comptat 5, quantes pomes em falten?"'. Haviem dit que en falten 2, pero ara
estem ja preparats per donar una resposta algebraica rigorosa. De fet, se’ns planteja
I'equacié x+2 = 7, on x designa el nombre de pomes que falten, i en general t+b = a
amb a,b € N.

Hem vist en cursos anteriors que la solucié d’aquesta equacié és a — b, pero
aquesta operacié encara no la tenim definida. Tal com hem vist a la secci6é 1.2.4,

intuitivament el nombre enter [(a,b)] s’ha de considerar com a solucié de 1'equaci6
r+b=a.

Per definir-ho amb cura, introduim una operacié unaria que anomenem oposicio,
que assigna a cada nombre enter el seu nombre oposat:
7 — 7, n+— —n,
de tal manera que si n = [(a,b)], llavors —n = [(b,a)], és a dir, el seu simetric.
Aquesta operaci6 esta ben definida perque el simetric existeix i és tnic.

Ara estem preparats per definir la substraccié en Z: per a tots n,m € Z,
n—m:=n+(—m)

Llavors, si a,b € N,
a—>b=|(a,b)].

Per descomptat, per utilitzar simplement nombres enters en els calculs no cal
entendre el concepte de classes d’equivalencia. En lloc d’aixo, s’escriuen els nombres
enters negatius amb el signe menys com —n, amb n natural. Com hem identificat
anteriorment els nombres naturals n amb els enters [(n,0)], ara identifiquem els
nombres negatius —n amb els enters [(0,n)] (on n és natural). A més,

n+[(0,n)] = [(n,0)] + [(0,7)] = [(n,n)] = [(0,0)] =0,

i per tant és —n [(0,n)].
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Exemple 1.17

Proveu que si m,n € Z, llavors m - (—n) = —(m - n).

Solucio

Siguin m,n € Z. Aleshores existeixen a, b, p,q € N tals que

m=[(a,b)] 1 n=[(pq)

Per tant,
—n = [(g, p)].
Aixi,
m - (—n) = [(a,b)] - [(¢, p)].

Per la definicié del producte en Z,
m-(—n)=[(a-¢g+b-p, a-p+b-q)].
D’altra banda,

m-n=[(a,b)]-[(p,q)] = [(a-p+b-q a-g+b-p)]
Per tant,
—(m-n)=[a-g+b-p, a-p+0b-q).
Aixi,

Exemple 1.18

Deduiu de la definicié que el producte de dos nombres negatius és positiu.
Il - lustreu-ho amb (—2) - (—3) = 6.

Solucié

Si n i m sén dos nombres enters negatius, llavors n = —p i m = —q, on p,q €
N\ {0}. Aixi, n = [(0,p)] i m = [(0, ¢)], i tenim

n-m=[(0,p)]-[(0,¢)] =[(p-q,0)] =p-q

Per tant, n - m € N i és positiu.
En particular, (_2) ) (_3) = [(07 2)] ’ [(073)] = [(670)] = 6.

Com hem vist en estudiar els nombres naturals, aquests tenen una relacié d’ordre
<. Ara la farem servir per introduir una relacié d’ordre en Z.

Si [(a,b)],[(c,d)] € Z, com podem definir [(a,b)] < [(¢,d)]? Pel que hem vist
abans, [(a,b)] < [(c,d)] és equivalent a @ — b < ¢ — d. D’aqui, per les propietats de
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la suma en N, s’obté
a—b<c—d <= a+d<b+ec
Aquesta equivaléncia ens permet donar la definicié segtient.
Definici6 1.14
Per a tots [(a,b)], [(c,d)] € Z definim

[(a,0)] < [(c,d)] <> a+d<b+ec.

Proposicié 1.19

La relacié d’ordre en Z esta ben definida.

Demostracié
Veiem ara que < no depeén dels representants escollits. Siguin [(a,b)] = [(¢, )]
i[(c,d)] =[(c,d")]. Per la definici6 de la relacié d’equivaléncia en N x N, tenim
a+b =b+d
i
c+d =d+/¢.
Suposem que
[(a,0)] < [(¢, d)].

Per la definicié de I'ordre, aixo vol dir que
a+d<b+ec.

Volem provar que
[(a, 0] < (¢, )],
és a dir, que
ad+d<bv+c.
Com que
a+d<b+c,

per la compatibilitat de l'ordre amb la suma, podem sumar b’ + ¢ a tots dos
costats i obtenim
a+d+b +d <b+c+b 4.

Reordenant els termes de cada membre, tenim
(a+0)+(@d+) < O+)+ (c+1).

Ara bé, com que
a+bt =b+d

d+cd=c+d,
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substituint obtenim
b+ad)+(c+d)<O+)+(c+7).
Per associativitat i commutativitat de la suma,
b+c+d+d <b+c++c.
Per I’Exercici 2.7, cancel - lant b 4 ¢ a tots dos costats, obtenim
ad—+d<V+c.

Per tant,
[(a’, )] < [(c, d)]-

El raonament invers és identic, intercanviant els papers de (a,b),(c,d) i
(a',V),(d,d). Per tant,

a+d<b+c <— d+d<b+/c.

Aixi, la relacié d’ordre en Z esta ben definida.

Proposicié 1.20

L’ordre definit per < sobre Z és total.

Demostracio

Siguin [(a, )], (¢, )], (e, f)] € Z.

Reflexivitat. [(a,b)] < [(a,b)] perque a+b<b+a=a+b.

Antisimetria. Si [(a,b)] < [(¢,d)] i [(¢,d)] < [(a,b)], lavors a +d < b+ ¢ i
c+ b <d+ a. Per la commutativitat de la suma, a+d <b+cib+c<a-+d,i
com < és antisimetrica a N, a +d = b+ ¢, és a dir, [(a,b)] = [(¢, d)].
Transitivitat. Suposem que

[(a,0)] < [(c,d)] 1 [(ed)]<[(e f)].
Per la definicié de 'ordre en Z, aixo vol dir que

a+d<b+c

c+ f<d+e.
Sumant aquestes dues desigualtats membre a membre, obtenim
(a+d)+(c+f)<(b+c)+(d+e).

Per I'associativitat i la commutativitat de la suma en N, podem reordenar els
termes:

(a+f)+(c+d) < (b+e)+(c+d).
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Ara usem I'’Exercici 2.7, que estableix la cancel - lacié de 'ordre amb la suma en
N. Aplicant-lo amb

r=a-+ f, y=>b+e, t=c+d,
obtenim

a+ f<b+e.

Per tant, per la definicié de 'ordre en 7Z,

[(a,b)] < [(e, f)].

Aixi, I'ordre en 7Z és transitiu.
Total. Com a+d i b+ ¢ sén naturals i < és total a N, es compleix a+d < b+c¢
0 b+ ¢ < a+d. Per commutativitat, aixo equival a [(a,b)] < [(¢,d)] o [(¢,d)] <

[(a,b)].

Sin,m € Z, escrivimn < m siinoméssin <min#m. Amés, n>més
el mateix que m < n. Diem que n € Z és positiu si n > 0, no negatiu si n > 0,
i negatiu si n < 0. Observa que [(a,b)| és positiu quan b < a, ja que a —b > 0
equival a a > b. També, n = [(a,b)] > 0 és equivalent a a — b > 0, i aix0 equival
a0>b—a,ésadir, —n = [(b,a)] < 0. Per tant, n és positiu si i només si —n és
negatiu.

L’ordre dels nombres enters és compatible amb les operacions de suma i producte.
Aixo vol dir que podem sumar un mateix enter als dos membres d’una desigualtat
sense alterar-ne el sentit. En canvi, en multiplicar una desigualtat per un enter, cal
distingir si aquest enter és positiu, nul o negatiu.

Proposicié 1.21 (Compatibilitat de ’ordre amb la suma i el producte)
Siguin a, b, ¢ € Z. Es compleixen les propietats segiients:

(i) sia<b, aleshores a+c<b+c,
(i) sia<bic>0, aleshores ac < be,
(iii) sia <bic <0, aleshores be < ac.

Demostracio

Recordem primer que, per a dos enters z,y € Z, tenim
z <y

si, i només si,
y—ax > 0.

Aquesta és una manera equivalent d’expressar ['ordre en Z.



CAPITOL 1. TEORIA

(i) Suposem que

a <b.
Aleshores
b—a>0.
Ara bé,
(b+c)—(a+e)=b+c—a—c=b—a.
Per tant,

(b+¢)—(a+c) >0.

Aixo vol dir que
a+c<b+c

(ii) Suposem ara que

Com abans,
b—a>0.

Com que el producte de dos enters no negatius és no negatiu, obtenim
(b—a)c>0.
Per la propietat distributiva,
(b—a)c = bc — ac.
Aixi,
bc —ac > 0.

Per tant,
ac < be.

(iii) Finalment, suposem que

Aleshores
b—a>0

—c > 0.

Com que el producte de dos enters no negatius és no negatiu, tenim

(b—a)(—c) > 0.
Ara bé,
(b—a)(—c) = ac— bec.
Per tant,
ac — bc > 0.
Aixo vol dir que
be < ac.

Aixi queden demostrades les tres propietats.
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Observaci6 1.6

36

L’apartat (iii) expressa el fet conegut que, quan multipliquem una desigualtat

per un enter negatiu, el sentit de la desigualtat s’inverteix.

Definicié 1.15 (Valor absolut)

L’aplicaci6 | | : Z — N definida com

n si n>0,
In| = .
—n si n<O0,

s’anomena valor absolut.

Proposicié 1.22 (Propietats basiques del valor absolut)

Per a tot n € Z es compleixen les propietats segiients:

@) |l =0,
(ii) |n|=0 <= n=0,
(i) —|n| < n < |nl.

Amés, sikeZik >0, aleshores

In| <k <— —-k<n<k.

Demostracioé

Demostrem les propietats a partir de la definicié del valor absolut.

(i) Provem que |n| > 0.
Sin > 0, aleshores, per definicio,

|n| = n.
Per tant,

In| > 0.
Sin < 0, aleshores

In| = —n.

Com que n < 0, el seu oposat és positiu. Per tant,

—n >0,
i, en particular,

In| > 0.
Aixi, en tots els casos,

|n| > 0.

ii) Provem que
(ii) q
In| =0 < n=0.
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En primer lloc, si n = 0, aleshores
In| = |0[ = 0.

Reciprocament, suposem que
In| = 0.

Si n > 0, aleshores |n| = n, i per tant

n = 0.
Si n < 0, aleshores |n| = —n, i per tant

—n = 0.
D’aqui es dedueix igualment que

n = 0.

Per tant,
In|=0 < n=0.

(iii) Provem que
—In| <n < fnl.

Sin > 0, aleshores |n| = n. Per tant,
n < [n|

és una igualtat. A més, com que |n| =n > 0, tenim

—|n| <0< n.
Aixi,
—In| <n <|n|.
Si n < 0, aleshores |n| = —n. Per tant,
—[n| = =(=n) =n,
i la desigualtat
—[n| <n
és una igualtat. A més, com que |n| =—n > 01in <0, tenim
n < |nl.

Per tant, també en aquest cas,

—[n| <n <.

Finalment, provem que, si k& > 0, aleshores

In| <k <— —-k<n<k

37
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Suposem primer que

In| < k.
Per la propietat anterior sabem que
—[n| <n <nl.
Com que |n| < k, obtenim
n <k.
A més, de |n| < k es dedueix
—k < —|n].
Com que
—[n| <m,
tenim
—k<n
Per tant,
—k<n<k
Reciprocament, suposem que
—k<n<ek.

Distingim dos casos.
Si n > 0, aleshores |n| = n. Com que n < k, obtenim

In| < k.
Si n < 0, aleshores |n| = —n. De la desigualtat

—k<n
se’n dedueix, canviant el signe, que

—n < k.
Per tant,

In| < k.
Aixi,

In| <k <— —-k<n<k.

Observaci6 1.7

Altres propietats importants del valor absolut, com ara

[mn| = |m|n|

m +n| < |m[ + [n],

es treballaran com a exercicis resolts a la Practica.

38
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Introduim ara algunes nocions ttils. Diem que un subconjunt S C Z esta fitat
superiorment quan existeix a € Z tal que n < a per a tot n € S, i diem que a
és una fita superior de S. Analogament, S esta fitat inferiorment quan existeix
a € Z tal que a < n per a tot n € S, i diem que a és una fita inferior de S. Diem
que S esta fitat quan ho esta superiorment i inferiorment.

Anomenem suprem d’un subconjunt S C Z a la més petita de les fites superiors,
i el denotem per supS. Analogament, I'infim és la més gran de les fites inferiors,
denotat inf .S. El maxim de S és el suprem quan pertany a S, denotat max S, i el
minim de S és 'infim quan pertany a S, denotat min S.

Teorema 1.23

Sigui S C Z, S # () i fitat inferiorment. Aleshores S té minim. Analogament, si
S esta fitat superiorment, llavors S té maxim.

Demostracio

Provarem la primera part; l'altra es demostra de manera analoga. Com S esta
fitat inferiorment, existeix una fita inferior a € Z tal que a < n per a tot
nesS Aixin—a>0,in—a € N per atotn € S. Considerem el conjunt
T={n—a:neS} ComS #0, també T # (), i T C N. Pel principi de bon
ordre a N, T té primer element, diguem m = p — a per a un cert p € S. Llavors
p és I'element minim de S, perqué m < n — a per a tot n € S implica sumant a
als dos costats p < n per atotn e S.

Els nombres enters es poden representar geometricament com a punts d’una recta,
que anomenem recta numeérica. Per fer-ho, fixem un punt de la recta i I'identifiquem
amb el nombre 0, que anomenarem origen. A continuacid, triem una unitat de
longitud i un sentit positiu sobre la recta.

Amb aquestes convencions:

e el nombre 1 es representa pel punt situat a una unitat de 1'origen en el sentit
positiu;

o el nombre 2 es representa pel punt situat a dues unitats de I'origen en el mateix

sentit;

» en general, cada enter positiu n es representa avancant n unitats des de I'origen
en el sentit positiu;

o el nombre —1 es representa pel punt situat a una unitat de l'origen en el sentit
contrari;

e en general, cada enter negatiu —n es representa avancant n unitats des de
I'origen en el sentit negatiu.

D’aquesta manera, a cada nombre enter li correspon un tnic punt de la recta, i
reciprocament, els punts obtinguts aixi representen nombres enters.
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| | | |

| s | | |
T hd T T T T T

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
Representacio d’alguns nombres enters sobre la recta numérica.

Aquesta representacié geometrica permet visualitzar I’ordre dels nombres enters.
Sia,b € Z, aleshores
a<b

si, i només si, el punt que representa a queda a l’esquerra del punt que representa b
sobre la recta numerica.

Per exemple,
—3<-1<0<2<5,
perque, en la recta numerica, el punt corresponent a —3 queda més a 1’esquerra que
el punt corresponent a —1, aquest queda a ’esquerra de 0, i aixi successivament.
La distancia d’'un nombre enter a 'origen queda determinada pel seu valor abso-
lut. Aixi, els nombres 3 i —3 es representen en punts simetrics respecte de ’origen
i es troben tots dos a distancia 3 del punt 0.

Vam aprendre a fer divisions enteres fa anys per resoldre qiiestions com la segiient:
volem repartir 15 pomes entre 7 persones de manera que cadasci rebi el maxim
possible i tots la mateixa quantitat. Fent la divisi6 de 15 (dividend) entre 7 (divisor),
obtenim que cadasci rep 2 (quocient) pomes i sobra 1 (residu). Aritmeéticament,
15=7-2+4 1. El resultat que vindra ens diu que sempre podem fer aixo a Z.

Teorema 1.24 (Teorema de la divisid)

Siguin a,b € Z, amb b # 0. Aleshores existeixen uns tnics ¢, r € Z tals que

a=bq+r

0<r<lb.

El nombre ¢ s’anomena quocient i el nombre r s’anomena residu de la divisié
de a per b.

Demostracioé

Comencem amb un cas concret per il - lustrar la idea. Sia =151 b = 7, hem
de trobar ¢,r € Z tals que 15 = 7¢+r amb 0 < r < 7. Aillant, r = 15 — 7q, i
provant valors de ¢ obtenim

...,29,22,15,8,1,—6, ...

La condici6 0 <r < 7ensdonar=11iqg=2.
Aquesta intuicié6 permet la prova general. Suposem primer b > 0 i considerem
el conjunt

R={a—bq: q€Zia—>bg>0}.
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Aquest conjunt és no buit. En efecte, si a > 0, prenent ¢ = 0 obtenim a —b-0 =
a>0,ipertant a € R. Si a <0, prenent ¢ = a s’obté

a—b-a=(1-0)-a.
Com que b > 0, tenim b > 1, i per tant
1-56<0.
Aixi; com que a < 0i1—0b <0, resulta que
(1-0)-a>0.
Per tant,

a—b-a€R,

i R # (). Aixi doncs, R és un subconjunt no buit dels enters no negatius.
Identificant els enters no negatius amb nombres naturals, pel principi del bon
ordre, R té un element minim. Sigui » = min R. Llavors, per definicié de R,
existeix q € Z tal que

r=a— bq.

Aleshores
a=bq+r.

A més, com que r € R, tenim r > 0. Vegem ara que r < b. Fem-ho per reduccid
a I’absurd, suposem que r > b. Aleshores r — b > 0, pero

r—b=(a—bg) —b=a—-0b(qg+1).

Aixi,
r—beR.

Com que b > 0, tenim
r—b<r,

cosa que contradiu que r era I'’element minim de R. Per tant, » < b. Hem provat,
doncs, que si b > 0, existeixen ¢,r € Z tals que

a=bqg+r i 0<r<hb.
Provem ara la unicitat en el cas b > 0. Suposem que tenim dues descomposicions
a="bqg+r i a=0bq +r,

amb
0<r<b i 0<7" <b.

Volem provar que

Si ¢ = ¢, aleshores, de
bg+1r=bg+1,
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obtenim directament
r=r'.

Suposem ara que ¢ # ¢'. Per la tricotomia de l'ordre en Z, o bé ¢ < ¢/, o bé
q <q.
Si g < ¢, aleshores existeix un enter positiu ¢ tal que

¢ =q+t.

Substituint en la igualtat
bg+1=0bq +1,

obtenim
bg+r=>blqg+t)+1r =bg+bt+r.

Cancel - lant bg, resulta

r=bt+7.
Com que b > 01it > 0, tenim
bt > b.
Com que " > 0, obtenim
r=>bt+r >b,
cosa que contradiu que
r <b.

Per tant, no pot ser ¢ < ¢'.
De manera analoga, si ¢ < ¢, obtindriem

r' > b,
contradient que

r’ < b.
Per tant, tampoc no pot ser ¢’ < g.
Aixi, necessariament

q=q,
i aleshores també

r=r.

Aix0 prova la unicitat en el cas b > 0.
Considerem ara el cas b < 0. Aleshores

—b > 0.
Pel cas ja demostrat, aplicat a a i a —b, existeixen uns tnics ¢’,r € Z tals que

a=(-b)¢ +r

0<r<—b.

Com que
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si definim
q=—q,
obtenim
a=0bq+r.
A més, com que b < 0, tenim
|b| = —b.
Per tant,
0<r<|b.

Aixi queda provada l'existéncia també en el cas b < 0.
Finalment, provem la unicitat en el cas b < 0. Suposem que tenim dues descom-
posicions

a=bqg+r i a=0bq +1,

amb
0<r<]|b i 0 <|b.

Com que b < 0, tenim |b] = —b. Aleshores podem escriure
a=(=b)(-g)+r 1 a=(=b(=d)+r"

Com que —b > 0, aquestes sén dues descomposicions de a respecte del divisor
positiu —b, amb residus r i 7’ que compleixen

0<r<-—b i 0<7r < —b.

Per la unicitat ja demostrada en el cas del divisor positiu, obtenim

Per tant,
g=4¢q i r=r.

Aixi, per a qualsevol a,b € Z, amb b # 0, existeixen uns tnics ¢, r € Z tals que

a=bqg+r i 0<r<|b.

La nocié de divisibilitat també es pot estudiar en el conjunt dels nombres enters.
La diferencia principal respecte dels nombres naturals és que ara els divisors poden
ser positius o negatius.

Definicié 1.16 (Divisibilitat en Z)
Siguin a,b € Z, amb a # 0. Diem que a divideix b, i escrivim

a|b,
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si existeix q € Z tal que
b= aq.

En aquest cas, diem que a és un divisor de b, que b és un muiltiple de a, i que
q és el quocient de la divisi6é exacta de b per a.

Exemple 1.19

Tenim
-3 12,

perque existeix —4 € 7Z tal que
12=(-3)-(—4).

Per tant, —3 és un divisor enter de 12.
També tenim

perque
—12=3-(-4).

Observaci6 1.8

En 7Z, els divisors apareixen per parelles de signe. Per exemple, els divisors
enters de 12 son
+1, £2, £3, +4, £6, +12.

Aixo vol dir que
1,-1,2,-2,3,-3,4,—4,6,—6,12, —12

son tots divisors de 12 en Z.

Proposicié 1.25 (Propietats basiques de la divisibilitat en Z)

Siguin a, b, ¢ € Z, amb a # 0. Es compleixen les propietats segiients:
(i) alaq,
(i) a0,
(iii) sia|b, aleshores a | (—=b)i (—a) | b,
(iv) sia|bialc, aleshoresa | (b+ c),
(v) sia|bib]|ec, amb b#0, aleshores a | c.

Demostracio
Demostrem cada propietat a partir de la definicié de divisibilitat.

(i) Com que
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il e Z, tenim

ala
(ii) Com que
0=a-0
i0 € Z, tenim
a | 0.
(iii) Suposem que
a|b.
Aleshores existeix ¢ € Z tal que
b= aq.

Per tant,
Com que —q € Z, obtenim
D’altra banda,

Com que —q € Z, obtenim

(iv) Suposem que
alb i a|c.

Aleshores existeixen ¢,r € Z tals que

Per tant,
b+c=aqg+ar=alqg+r).

Com que q + r € Z, concloem que

al|(b+c).

(V) Suposem que
alb i b|ec,
amb b #£ 0. Aleshores existeixen ¢, € Z tals que
b=aq i c=br.
Substituint la primera igualtat en la segona, obtenim
¢ = (aq)r = a(gr).

Com que gr € Z, concloem que
alc.

Aixi queden demostrades les propietats basiques.
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Observaci6 1.9

En treballar amb el maxim comu divisor dins de Z, normalment es pren el
representant positiu. Per exemple, tot i que 6 i —6 s6n divisors comuns de 18 i

24, escrivim
mcd(18,24) = 6,

ino —6.



Exercici 2.1 (Us directe dels axiomes de Peano)

Prova que 3 # 0 i que 3 # 2, entenent

1=5(0), 2=25(500), 3=5(S(5(0))).

Solucié

Tenim 3 = S(S(S(0))). Si 3 = 0, aleshores S(S(S(0))) = 0, contradiccié amb
I’axioma que diu que 0 no és successor de cap natural.
Si 3 = 2, aleshores

5(5(5(0))) = S(5(0)).

(0))
Per injectivitat de .S, obtenim S(S(0)) = S(0), i aplicant de nou la injectivitat,
S(0) = 0, contradicci6. Per tant, 3 # 2.

Exercici 2.2 (Induccid)

Demostra que per a tot n € N,

143454+ -+ 2n+1)=(n+1)>2

Solucio

Per n = 0, el membre esquerre és 1 i el dret és (04 1)? = 1.
Suposem certa la igualtat per a n:

143+ +(2n+1)=(n+1)>~
Aleshores, per a n + 1,

1+3+-+2n+ 1)+ 2n+1)+1)=Mn+1)>+2n+3
=n’+2n+1+2n+3
=n+4n+4
= (n+2)%

Aixi queda provada la formula per induccio.
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Exercici 2.3 (Induccié forta)

Prova que tot natural n > 2 és primer o producte de nombres primers.

Solucié

Fem inducci6 forta sobre n. El cas n = 2 és cert perque 2 és primer.

Suposem que la propietat és certa per a tots els naturals £ amb 2 < k < n,
i provem-la per a n + 1. Si n + 1 és primer, no cal fer res. Si no és primer,
existeixen a,b € N amb

l<a<n+1, l<b<n+1, n+ 1= ab.

Per hipotesi d’induccid, a i b sén primers o producte de primers. Per tant,
n + 1 = ab és producte de nombres primers.

Exercici 2.4 (Algoritme d’Euclides)

Calcula mcd(252,198).

Solucio

Fem divisions successives:
252 =198 - 1 + 54,

198 = 54 - 3+ 36,
54 =36 -1+ 18,
36 =18-2+0.
Per tant, med(252,198) = 18.

Exercici 2.5 (Cancel - lacié de la suma)

Prova que, per a tots a,b,c € N, si

at+c=b+c,
aleshores
a=b.
Solucié
Fem inducci6 sobre c.
Per a ¢ =0, si
a+0=b+0,

aleshores, per la definicié de la suma,

a=b.
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Suposem ara que la propietat és certa per a un cert ¢ € N. Volem provar-la per

a S(c). Suposem que

a+S(c)=b+ S(c).

Per la definicié de la suma,
S(a+c)=S(b+c).
Com que el successor és injectiu, obtenim
a+c=b+c
Per la hipotesi d’induccid, concloem que
a=Db.

Per tant, per induccio, la propietat queda provada per a tot ¢ € N.

Exercici 2.6 (Compatibilitat de I’ordre amb la suma)

Prova que, per a tots a,b,c € N, si

aleshores

Solucié

Suposem que a < b. Per definicié de l'ordre, existeix n € N tal que
b=a+n.

Aleshores
b+c=(a+n)+ec

Per I'associativitat i la commutativitat de la suma,
(a+n)+c=(a+c)+n.

Per tant,
b+c=(a+c)+n.

Aixo vol dir, per definicié de 'ordre, que

at+c<b+ec

Exercici 2.7 (Cancel - laci6é de 'ordre amb la suma)
Demostra que, per a tots a,b,c € N, si

a+c<b+ec,
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aleshores
a<b
Solucid
Suposem que
at+c<b+ec.

Per la definicié de 'ordre en N, existeix n € N tal que
b+c=(a+c)+n.
Per I'associativitat de la suma,
(a+c)+n=a+ (c+n).
Per la commutativitat de la suma,
c+n=n-+c

Per tant,
a+(c+n)=a+(n+c)=(a+n)+ec
Aixi,
b+c=(a+n)+ec

Per la propietat de cancel - lacié de la suma, obtenim
b=a+n.

Com que existeix n € N tal que
b=a-+n,

per la definicié de I'ordre concloem que

a <b.

Exercici 2.8 (Compatibilitat de ’ordre amb el producte)
Prova que, per a tots a,b,c € N, si
a < b,

aleshores
a-c<b-c.

Prova també que, si a < b i ¢ # 0, aleshores

a-c<b-c.
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Solucié

Suposem primer que a < b. Per definicié de I'ordre, existeix n € N tal que
=a-+n.
Multiplicant per ¢, obtenim
b-c=(a+n)-c
Per la distributivitat del producte respecte de la suma,
(a+n)-c=a-c+n-c

Aixi,
b-c=a-c+n-c

Com que n - ¢ € N, per definicié de I'ordre tenim
a-c<b-c.

Suposem ara que a < b i c # 0. Aleshores existeix n € N, amb n # 0, tal que
b=a+n.

Com abans,
b-c=a-c+n-c

Com que n # 0 i ¢ # 0, pel resultat sobre el producte nul tenim
n-c#0.
Per tant, per definicié de 'ordre estricte,
a-c<b-c

Exercici 2.9 (Cancel - lacié del producte)

Prova que, per a tots a,b,c € N, si ¢ A0 i

a-c=b-c,
aleshores
a=>b.
Solucioé
Suposem que ¢ # 0 i que
a-c=b-c

Per la tricotomia de I'ordre en N, es compleix exactament una de les tres possi-
bilitats:
a<b, a=2>, b < a.
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Sia < b, com que ¢ # 0, per la compatibilitat estricta de 'ordre amb el producte

tenim
a-c<b-c,

cosa que contradiu la igualtat a-c=b-c.
Si b < a, de la mateixa manera obtenim

b-c<a-c,
que també contradiu a-c=b- c.

Per tant, I'inica possibilitat és
a=b.

Exercici 2.10 (Poténcies definides per recursid)

Siguin a,n € N. Definim les potencies de base a per recursio:

Prova que, per a tots m,n € N,

Solucié
Fixem a,m € N i fem induccié sobre n.

Per a n = 0, tenim

Com que m + 0 = m, obtenim

Volem provar que també és certa per a S(n). Per la definicié de potencia,
a™-a’™ = g™ . (a" - a).
Per I'associativitat del producte,

Per la hipotesi d’induccié,

Per la definicié de poteéncia,
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Finalment, com que
tenim

Per tant,

per a tots m,n € N.

Exercici 2.11 (Classes d’equivaléncia en Z)

Decideix si els parells (4,9), (7,12), (10,15) i (2,5) representen el mateix enter.

Solucio

Recordem que (a,b) ~ (¢,d) si a +d = b+ c¢. Comparem:
(4,9) ~ (7,12) <= 4412=9+47,
i aixo és cert perque tots dos membres valen 16. També
(4,9) ~ (10,15) <= 4+4+15=9+ 10,
i tots dos membres valen 19. En canvi,
(4,9) ~ (2,5) <= 4+5=9+2,

que és fals, perque 9 # 11. Per tant, els tres primers parells representen ’enter
—5, mentre que (2,5) representa —3.

Exercici 2.12 (Suma i oposat)
Siguin
Calcula z +y, —x iz —y.

Solucio

Per definicio,
2y = [(3+10,8+4) = [(13,12)].
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Aquesta classe representa 1. L’oposat és
—z =[(8,3)].
Finalment,
r—y=z+(-y)=[(3,8)] +[(4,10)] = [(7,18)],

que representa —11.

Exercici 2.13 (Producte d’enters com a classes)

Calcula
[(2,7)] - [(9,4)] -

Interpreta el resultat amb la notacié usual d’enters.

Solucio

La férmula del producte és

[(a,b)] [(c,d)] = [(ac + bd, ad + bc)]

Per tant,

[(2,7)]-1(9,4)] =[(2-9+7-4,2-447-9)] = [(46,71)].
La classe [(46, 71)] representa 46 —71 = —25. Aixo concorda amb la interpretacié
usual:

(2—7)(9—4) = (=5)-5=—25.

Exercici 2.14 (Ordre en Z)

Comprova, usant la definicié d’ordre per classes, que
[(2,9)] < [(5,1)].

Solucio

Per definicié,
[(a,b)] < (c,d)] <= a+d<c+b.

En aquest cas,
2+1<5+9,

és a dir, 3 < 14, que és cert. A més, les classes no sén iguals, perque

24+1#£9+5.

Per tant,

[(2,9)] < [(5,1)].
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Exercici 2.15 (Equacions de la forma z + a = b)

Resol en 7Z 'equacio
z+7=o.

Interpreta la soluci6 utilitzant classes d’equivalencia.

Solucio

Volem trobar un enter = tal que

Aixo equival a

Com que identifiquem 5 i 7 amb els enters [(5,0)] i [(7,0)], tenim
Per definici6 de la resta en Z,

[(5,0)] = [(7,0)] = [(5,0)] + [=(7, 0)].

Com que l'oposat de [(7,0)] és [(0,7)], obtenim

[(3,0)] + [(0, )] = [(5, 7)]-

Per tant,
z =[(5,7)].

Aquest enter correspon a —2, ja que representa la diferencia 5 — 7.
Comprovem-ho:

[(5, D]+ [(7,0)] = [(12,7)].

Ara bé,
[(12,7)] = [(5,0)],
perque
12+0=7+05.
Aixi,
x+7=0>5.

Exercici 2.16 (Producte i signe)

Calcula els productes segiients i interpreta’n el signe:

[(0,3)] - [(0,4)],  [(5,0)]-[(0,2)],  [(0,6)] - [(7,0)].
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Solucié

Recordem que
[(a,0)] - [(c,d)] =[(a-c+b-d, a-d+b-c)].
En primer lloc,
[(0,3)] - [(0,4)]=[(0-0+3-4, 0-4+4+3-0)] =[(12,0)].

Per tant,
(—=3)-(—4) =12.

El producte de dos enters negatius és positiu.
En segon lloc,

[(5,0)] - [(0,2)]=[(5-0+0-2, 5-240-0)] = [(0,10)].

Per tant,
5-(=2) = -10.
Finalment,
[(0,6)] - [(7,0)]=[(0-7T+6-0, 0-04+6-7)] =[(0,42)].
Per tant,

(—6) -7 = —42.

Exercici 2.17 (Compatibilitat de ’ordre amb la suma)

Siguin a, b, ¢ € Z. Demostra que, si

a <b,
aleshores
at+ec<b+ec
Solucioé
Suposem que
a<b
Aixo vol dir que
b—a>0.
Ara bé,
(b+c)—(a+c)=b+c—a—c=b—a.
Com que
b—a >0,
obtenim

(b+c¢)—(a+c)>0.
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Per tant,
at+ec<b+ec

Aixi, sumar un mateix enter als dos membres d’una desigualtat no en modifica
el sentit.

Exercici 2.18 (Multiplicacié d’una desigualtat per un enter positiu o
negatiu)

Siguin a, b, c € Z amb
a <b.

Demostra que:
(i) sic>0, aleshores ac < be,

(ii) sic <0, aleshores be < ac.

Solucio
Com que
a <b,
tenim
b—a>0.
(i) Suposem primer que
c>0.

Aleshores el producte de dos enters no negatius és no negatiu, i per tant
(b—a)c>0.
Per la propietat distributiva,

(b —a)c = bc — ac.

Aixi,
bc —ac >0

Per tant,

ac < be
(ii) Suposem ara que

c<0

Aleshores

—c>0
Com que

b—a>0
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tenim

(b—a)(—c) > 0.
Per la propietat distributiva,

(b—a)(—c) = ac — bc.

Aixi,
Per tant,

Aixo mostra que, quan multipliquem una desigualtat per un enter positiu, el
sentit de la desigualtat es conserva, mentre que, quan la multipliquem per un
enter negatiu, el sentit s’inverteix.

Exercici 2.19 (Us de la compatibilitat de I’ordre amb les operacions)

Resol la desigualtat

—3r+2<11
en el conjunt dels nombres enters.
Solucioé
Partim de la desigualtat
—3r+2 <11
Restem 2 als dos membres:
—3x <9.

Ara multipliquem els dos membres per —1. Com que multipliquem per un enter
negatiu, el sentit de la desigualtat s’inverteix:

3r > —9.

Aixo equival a
—9 < 3z.

Com que 3 > 0, podem dividir intuitivament per 3, o bé observar que aixo
equival a
T > —3.

Per tant, les solucions enteres sén

T €L amb T > —3.

Es a dir,
ze{-3,-2,-1,0,1,2,...}.
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Exercici 2.20 (Oposat i valor absolut)

Demostra que, per a tot n € 7Z,

| —nl=Inl|.
Solucié
Distingim casos segons el signe de n.
Sin > 0, aleshores
|n| = n.
En aquest cas, —n < 0, i per tant
=7l = ~(-=n) =n
Aixi,
| —n|=n]|
Sin < 0, aleshores
In| = —n
En aquest cas, —n > 0, i per tant
| — n| = —n.
Aixi,
| —n| = |nl|
Per tant, en tots els casos,
| —n| = In|

Exercici 2.21 (Distancia entre enters)

Demostra que, per a tots n,m € Z,
|In —m| =|m —n|.

Solucié

Observem que
n—m=—(m—n).

Per la propietat demostrada a 1’exercici anterior,
| = (m —n)| = |m —nl|.

Per tant,
In—m| =|—(m—n)|=|m—n|.
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Exercici 2.22 (Valor absolut d’un producte)

Demostra que, per a tots n,m € Z,
[n-m| = [n| - |m].

Solucio

Distingim casos segons els signes de n i m.
Sin>01im >0, aleshores n-m > 0 i, per tant,

|n-m|=mn-m=|n|-|m|.

Sin>01im <0, aleshores n-m < 0. Per tant,

In-m|=—(n-m)=n-(—m).
Com que |n| =n i |m| = —m, obtenim
n-m| = |n| - [m].

Sin <0im >0, el raonament és analeg:
In-m| = (=n)-m=|n|-|m]|.
Finalment, si n < 01 m < 0, aleshores n - m > 0. Per tant,
In-m|=mn-m.

Ara bé, com que |n| = —n i |m| = —m, tenim

Aixi,

Exercici 2.23 (Desigualtat triangular)

Demostra que, per a tots n,m € Z,

n+m| <[n| +[m].

Solucio

Per les propietats basiques del valor absolut, sabem que

—[n| <n <|n|

—|m| <m < |m.
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Sumant aquestes desigualtats, obtenim

—(|n| 4+ |m|) <n+m < |n|+ |m|.

Com que
In| + [m| = 0,

podem aplicar la propietat
|'CE|§]{’)é §—k§l’§k3,

amb

r=n+m 1  k=|n|+|m|

Aixi,
In+m| < |n| + |m|.
Exercici 2.24 (Desigualtats amb valor absolut)

Troba tots els enters n € Z que compleixen

In — 3| < 2.

Solucio

Utilitzem la propietat
lz] <k <<= —k<z<k,

amb
Aixi,
In—3] <2
equival a
—2<n—-3<2.

Sumant 3 a tots els membres, obtenim
1 <n<5.
Per tant, els enters que compleixen la desigualtat son

ne{l,2,3,4,5}.

Exercici 2.25 (Teorema de la divisi6é en Z)

61

Troba el quocient i el residu de la divisi6 de —37 entre 5, i també de la divisi6

de —37 entre —5.



CAPITOL 2. PRACTICA

Solucié

Primer dividim —37 entre 5. Busquem ¢, r € Z tals que

—37=5q+r
i
0<r<h5s.
Si prenem g = —8, obtenim
5g =5 (—8) = —40.
Per tant,

—37=—-40+3=5-(-8)+3.

Aixi, en la divisi6 de —37 entre 5, el quocient és

1 el residu és

Ara dividim —37 entre —5. Busquem ¢, r € 7Z tals que

—37=(-5)g+r

0<r<|—5|=5.

Si prenem ¢ = 8, obtenim
(=5) - 8 = —40.

Per tant,
—37=-40+3=(-5)-8+3.

Aixi, en la divisié6 de —37 entre —5, el quocient és

1 el residu és

Exercici 2.26 (Divisibilitat en Z)

Determina si les afirmacions segiients son certes o falses:

—4]20,  4](=20), —5|(=35),  6]20.

Solucid

Recordem que, si a,b € Z i a # 0, diem que

alb
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si existeix q € Z tal que

b= aq.
En primer lloc,
—4 | 20,
perque
20 = (—4) - (=5)
Per tant, ’afirmacio6 és certa.
En segon lloc,
4| (-20),
perque
—20=4"-(-5).
Per tant, ’afirmacio6 és certa.
En tercer lloc,
perque
—35=(-5)-T7.
Per tant, 'afirmaci6 és certa.
Finalment,
6 1 20.

En efecte, no existeix cap g € Z tal que

20 = 6q,
ja que 20 no és multiple de 6.
Aixi,
pero
6 1 20.

Exercici 2.27 (Divisors enters d’un nombre)

Troba tots els divisors enters de 18.

Solucio

Busquem tots els enters d € Z, amb d # 0, tals que
d | 18.
Es a dir, busquem tots els enters d per als quals existeix ¢ € Z tal que
18 = dgq.
Primer trobem els divisors positius de 18:

1,2, 3,6, 9, 18.
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Com que treballem en Z, també hem de considerar els divisors negatius corres-

ponents:
—1, —2, —3, —6, -9, —18.

Per exemple,
18 = (=3) - (=6),

de manera que —3 també és divisor de 18.
Per tant, els divisors enters de 18 sén

+1, £2, £3, £6, £9, £18.
Es a dir,
{-18,-9,-6,-3,-2,-1,1,2,3,6,9, 18}.

Exercici 2.28 (Propietats basiques de la divisibilitat en 7Z)

Siguin a, b, ¢ € Z, amb a # 0. Demostra que, si

alb i al e,
aleshores
a|(b—c)
Solucié
Suposem que
alb i alc.

Per la definicié de divisibilitat en 7Z, existeixen q,r € Z tals que

Per tant,
b—c=aq—ar.

Factoritzant a, obtenim
b—c=alqg—r).

Com que
q—r €,

existeix un enter ¢ — r tal que
b—c=ua(q—r).
Aixi, per definici6 de divisibilitat,

al(b—c).
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Exercici 2.29 (Transitivitat de la divisibilitat)
Siguin a,b,c € Z, amb a # 0 i b # 0. Demostra que, si

alb i b|ec,
aleshores

alc.

Solucié

Suposem que
alb i b|ec.

Per la definicié de divisibilitat en Z, existeixen q,r € Z tals que
b= aq i c=br.

Substituint la primera igualtat en la segona, obtenim

¢ = (aq)r.
Per associativitat del producte,

c=a(qr).
Com que

qr € 7,

existeix un enter gr tal que

c=al(qr).
Per tant,

alc.

En les operacions combinades amb nombres enters cal respectar 1’ordre habitual
de les operacions:

1. parentesis;

2. poténcies i arrels;

3. multiplicacions i divisions;
4. sumes i restes.

També cal tenir una cura especial amb els signes. Recordem que el producte o
el quocient de dos nombres enters amb el mateix signe és positiu, mentre que el
producte o el quocient de dos nombres enters amb signes diferents és negatiu.
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Observaci6 2.1

La divisi6é de dos nombres enters no sempre dona un nombre enter. En aquesta
subseccié només farem divisions exactes, és a dir, divisions el resultat de les
quals és un nombre enter.

Exercici 2.30

Calculeu:
—7+12-5-09.

Solucio

Agrupem els termes positius i els termes negatius:

—7+12-5-9=12—(T+5+9).

Com que

7T+549=21,
tenim

12 — 21 = -9.
Per tant,

=i Z=5=0==0

Exercici 2.31

Calculeu:
—3-(5—-8)+4-(-2).

Solucié

Primer resolem el parentesi:

5—8=-3.

Per tant,
—3-(5—-8)+4-(-2)=-3-(=3)+4-(-2).

Ara fem els productes:

-3-(-3)=9
i

4.(-2)=-8
Aixi,

9+ (-8)=1
Per tant,
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Exercici 2.32

Calculeu:
18:(—=3)—2-(4-9).

Solucié

Primer resolem el parentesi:
4—9=-5.

Aleshores

18: (=3) —2- (4—9) = 18: (—3) — 2 (=5).

Ara fem la divisi6 i el producte:

18 : (—3) = —6

2. (=5) = —10.

Per tant,
—6 — (—10) = -6+ 10 = 4.

Aixi,

18:(—3)—2-(4—9) =4.
Exercici 2.33
Calculeu:

(=2)* = 3% (=1) + (-5).

Solucio

Primer calculem les poténcies:

Per tant,

(=2)' =3 (=) +(-5)=16—-9-(=1) — 5.

Ara fem el producte:
9-(-1)=-9.
Aixi,
16—(-9)—5=164+9—5=20.
Per tant,
(=2)* = 3%. (=1) + (=5) = 20.

67
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Exercici 2.34

Calculeu:
—2% 4 (—2).

Solucié

Aquest exercici és important perque mostra el paper dels parentesis.

En primer lloc,
—2¢ = —(2%) = —16.

En canvi,

(—2)* = 16.

Per tant,
—2% 4+ (—2)* = —16 + 16 = D.

Exercici 2.35

Calculeu:

V49 — /=27 + (-3)%.

Solucié

Calculem cada terme:

V49 =7,

perque 'arrel quadrada principal és no negativa.

També tenim
V=27 = -3,

perque
(—=3)% = —27
Finalment,
(=3)*=9
Per tant,
V49 — /=274 (=3)2=7— (=3) +9.
Aixi,

7—(=3)4+9=7+3+9=19.

Exercici 2.36

Calculeu:

[(-4)? =3 (6-10)] : (-7).

Solucid

Primer resolem el parentesi interior:

6 —10 = —4.
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Aleshores
3-(6—10)=3:(—4)=-12.

També tenim
(—4)? = 16.

Per tant,
(—4)* - 3. (6 —10) = 16 — (—12) = 28.

Ara fem la divisié:

Aixi,

Exercici 2.37

Calculeu:

—5+2 3% - V16 — (-2)%.

Solucid

Primer calculem les potencies i I'arrel:

Per tant,

32— V16— (=2 =9 — 4 — (-8).

Ara simplifiquem:
9—4—(-8)=9—-4+8=13.

Aixi,
—5+2[32 = V16— (-2)°| = -5+2-13.
Finalment,
—5+ 26 = 21.
Per tant,

—5+2 3% — V16 — (—2)*| =21.

Els nombres naturals i enters no serveixen només per fer calculs abstractes. Tam-
bé permeten descriure i resoldre situacions molt habituals: organitzar grups, repartir
objectes, estudiar cicles que es repeteixen, interpretar saldos, comparar temperatu-
res, mesurar diferencies o saber si una quantitat es pot repartir exactament.

En cada cas, el pas important és identificar quina estructura matematica hi ha
darrere de la situacié. Si volem formar grups iguals tan grans com sigui possible,
apareix el maxim comu divisor. Si volem saber quan coincideixen dos processos
periodics, apareix el minim comu multiple. Si repartim una quantitat i en sobra una
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part, fem servir la divisié amb residu. Si treballem amb guanys, perdues, temperatu-
res sota zero o desnivells, necessitem els nombres enters. I si només ens interessa la
distancia entre dues quantitats, sense importar el signe, fem servir el valor absolut.

Les situacions segiients mostren com les idees treballades en aquesta unitat apa-
reixen de manera natural en problemes quotidians.

Exercici 2.38 (Situacié 1. Organitzar grups iguals)

En una activitat de centre hi participen 84 alumnes de primer de batxillerat i
60 alumnes de segon. Es volen formar grups de la mateixa mida, sense barrejar
nivells i sense que sobri cap alumne. A més, es vol que els grups siguin tan grans
com sigui possible.

Quants alumnes ha de tenir cada grup?

Solucio

Cal trobar el nombre més gran que divideixi 84 i 60. Per tant, hem de calcular
mcd(84, 60).
Fem la descomposicié en factors primers:
84=22.3.7, 60 =22-3.5.
Els factors comuns amb I’exponent més petit son
2?3 =12.

Per tant,
med (84, 60) = 12.

Aixi, cada grup ha de tenir 12 alumnes. Es formaran 7 grups de primer, perque
84 =127,

i 5 grups de segon, perque
60 =12 -5.

Exercici 2.39 (Situacié 2. Cicles que tornen a coincidir)

Dos autobusos passen per una mateixa parada. El primer passa cada 12 minuts
i el segon cada 18 minuts. Si ara acaben de coincidir, d’aqui a quants minuts
tornaran a coincidir?

Solucié

Cal trobar el primer instant que sigui multiple de 12 i també de 18. Per tant,
hem de calcular
mcm(12, 18).
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Descomponem:
12 =22.3, 18 =232

Prenem tots els factors que apareixen amb l’exponent més gran:
mem(12,18) = 22 - 32 = 36.

Aixi, els dos autobusos tornaran a coincidir d’aqui a 36 minuts.

Exercici 2.40 (Situacié 3. Repartiments amb residu)

Una biblioteca ha rebut 157 llibres nous i els vol col - locar en capses de 12 llibres.
Quantes capses completes es poden omplir? Quants llibres sobraran?

Solucio

Hem de fer una divisié amb residu:
157 = 12q +r, 0<r<12.
Com que
12-13 = 156,

obtenim
157=12-13 + 1.

Per tant, es poden omplir 13 capses completes i sobrara 1 llibre.
Aquesta és una aplicacié directa del teorema de la divisié: el quocient indica el
nombre de capses completes i el residu indica allo que sobra.

Exercici 2.41 (Situacié 4. Saldos positius i negatius)
Una persona té 25 euros al compte. Després paga una factura de 40 euros i, més

tard, rep un ingrés de 18 euros. Quin és el saldo final?

Solucié

Representem els ingressos amb enters positius i les despeses amb enters negatius.
El saldo final és

25 — 40+ 18.
Primer,
25 — 40 = —15.
Després,
—154+ 18 = 3.

Per tant, el saldo final és de 3 euros.
Els nombres enters permeten expressar en un mateix calcul quantitats a favor i
quantitats en contra.
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Exercici 2.42 (Situacié 5. Comparar temperatures sota zero)
En dues poblacions de muntanya, la temperatura minima ha estat de —7°C en

una i de —3°C en l'altra. En quina poblacié ha fet més fred?

Solucié

Cal comparar els enters
—7 i - 3.

En l'ordre dels enters es compleix
-7 < -3
Per tant, ha fet més fred a la poblacié on la temperatura ha estat de
—7°C.

Aquest exemple mostra que, quan treballem amb nombres negatius, un nombre
amb valor numeric aparentment més gran pot representar una quantitat menor.
En particular, —7 és menor que —3.

Exercici 2.43 (Situacié 6. Mesurar errors amb valor absolut)

Un termometre havia previst una temperatura de 18°C, pero la temperatura
real ha estat de 15°C. Un altre dia havia previst 11°C, pero la temperatura real
ha estat de 14°C. En quin dels dos dies ’error ha estat més gran?

Solucié

L’error no ha de dependre del signe, sin6 de la distancia entre la previsio i el
valor real. Per aixo fem servir el valor absolut.
En el primer cas, l'error és

115 — 18] = | — 3| = 3.

En el segon cas, l'error és
|14 — 11| = |3| = 3.

Per tant, en tots dos dies ’error ha estat el mateix:
3°C.
El valor absolut permet mesurar una diferencia sense importar si ens hem quedat
per sobre o per sota del valor real.
Exercici 2.44 (Situacié 7. Repartir un deute exactament)

Un grup de 7 persones ha acumulat un deute conjunt de 84 euros. Volen repartir-
lo exactament a parts iguals. Es pot fer? Quin enter representa la part que
correspon a cada persona?
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Solucié

El deute total es pot representar amb 1’enter
—84.
Volem saber si aquest nombre és divisible per 7. Com que
—84="7-(-12),
tenim
7| (—84).

Per tant, el deute es pot repartir exactament.
A cada persona li correspon
—12

euros, és a dir, un deute de 12 euros.
Aquest exemple mostra que la divisibilitat també té sentit en Z: no només podem
dividir quantitats positives, siné també saldos negatius, perdues o deutes.



Exercici 3.1 (Us dels axiomes de Peano)

Usant només els axiomes de Peano, prova que
2#0, 2 #1, B3

Indicacié: Escriu 1 = 5(0), 2 = S(1), 3 = 5(2), etc. Usa que 0 no és successor de cap natural i
que el successor és injectiu.

Exercici 3.2 (Suma dels primers naturals)

Demostra per induccié que, per a tot n € N,

20+14+24+---+n)=n(n+1).

Indicacié: Fes inducci sobre n. En el pas inductiu, escriu la suma fins a n+ 1 com la suma fins
an mésn+ 1, i factoritza n + 1.

Exercici 3.3 (Suma dels quadrats)

Demostra per induccié que, per a tot n € N, amb n > 1,

6(12 +2*+---+n?) =n(n+1)(2n + 1).

Indicacié: Fes inducci6 sobre n. En el pas inductiu, afegeix 6(n+1)? als dos membres i comprova
que el resultat es pot factoritzar com (n + 1)(n + 2)(2n + 3).

Exercici 3.4 (Cancel - lacié de la suma)

Demostra que si a,b,c € N i
a+c=b+c,

aleshores
a=b.

Indicacié: Fes inducci6 sobre c. En el pas inductiu, transforma a+.S(c) = b+ .5(c) en S(a+c) =
S(b+ c) i usa la injectivitat del successor.

4
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Exercici 3.5 (Cancel - lacié de 'ordre amb la suma)

Demostra que, per a tots a,b,t € N, si
a+t<b+t,

aleshores
a <b.

Indicaci6é: Usa la definicié d’ordre: de a +t < b+t obtens b+t = (a+1t) + n per a algun n € N.
Reordena els termes i aplica la cancel - lacié de la suma.

Exercici 3.6 (Compatibilitat de I’ordre amb la suma)

Demostra que si a,b,c € N i
a <D,

aleshores
a+c<b+c

Indicacié: Escriu b = a + n per a algun n € N. Després suma c i reordena:

b+c=(a+c)+n.

Exercici 3.7 (Compatibilitat de I’ordre amb el producte)

Demostra que si a,b,c € N i
a <D,

aleshores
a-c<b-c.

A més, sia <bic+#0, demostra que
a-c<b-c.
Indicacié: Escriu b = a + n. En multiplicar per ¢, obtens

b-c=a-c+n-c

Per a la desigualtat estricta, usa que si n # 0 i ¢ # 0, aleshores n - ¢ # 0.

Exercici 3.8 (Cancel - lacié del producte)

Demostra que si a,b,c € N, ¢ #£ 0, i

aleshores

Indicacié:  Usa la tricotomia de l'ordre. Si a < b, aleshores a-c < b-¢; si b < a, aleshores
b-c < a-c. Tots dos casos contradiuen la igualtat.
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Exercici 3.9 (Poténcies)

Definim les potencies d’un natural a per recursio:

Indicaci6: Fixa m i fes induccié sobre n. En el pas inductiu, usa

M = am . q
i associativitat del producte.

Exercici 3.10 (Algorisme d’Euclides)

Calcula
med (924, 396)

amb l'algorisme d’Euclides i expressa’l com a combinacié lineal amb coeficients
enters de 924 i 396.

Indicacié: Comencga dividint 924 entre 396:
924 = 396 - 2 4 132.
Després divideix 396 entre 132. Per a la combinaci6 lineal, ailla el residu 132 de la primera igualtat.
Exercici 3.11 (Descomposicié en factors primers)

Descompon en factors primers els nombres 840, 1155 i 2025. Calcula després el
mcd i el mem de 840 i 1155.

Indicaci6é: Descompon cada nombre en poténcies de primers. Per al mcd, pren els factors comuns
amb ’exponent més petit. Per al mem, pren tots els factors amb ’exponent més gran.

Exercici 3.12 (Classes d’equivaléncia)

Comprova si els parells segiients sén equivalents en la construccié de Z:
(8,13), (2,7), (10, 14), (15,20).

Agrupa’ls per classes d’equivalencia.

Indicacié: Recorda que
(a,b) ~ (¢,d) <= a+d=b+ec

Compara cada parell amb (8, 13). Tres dels parells representen el mateix enter.
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Exercici 3.13 (Representants d’una mateixa classe)

Demostra que, per a tots a,b, k € N,

[(a,b)] = [(a + Kk, b+ K)].

Indicaci6: Cal provar que
(a,b) ~ (a+k, b+ k).

Es a dir, comprova que
a+(b+k)=b+(a+k)

usant l’associativitat i la commutativitat de la suma en N.

Exercici 3.14 (Suma, resta i producte)

Calcula, com a classes d’equivaléncia:

6,101 +19,2],  [6,1)]=[9,2],  [(6,11)]-[(9,2)].
Interpreta cada resultat en la notacié usual dels enters.
Indicacié: Per a la suma, suma component a component. Per a la resta, primer pren l'oposat de
[(9,2)]. Per al producte, usa

[(a,b)] - [(¢,d)] = [(ac + bd,ad + bc)] .

Exercici 3.15 (L’oposat d’un enter)

Prova que 'oposat de
[(a, )]
és

[(b, a)].

Indicacioé: Suma les dues classes:
[(a,0)] + [(b, @)] .-

Has d’obtenir una classe equivalent a [(0, 0)].

Exercici 3.16 (Equacions de la forma z + a = b)

Resol en Z I'equacio
x+7=>5.

Dona la solucié com a classe d’equivalencia i en la notacié usual dels enters.

Indicacio: Ailla formalment:
zt=5-"17.

Després escriu 5 = [(5,0)], 7 = [(7,0)] i usa la definicié de resta.
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Exercici 3.17 (Producte d’enters i signe)

Calcula els productes segiients i interpreta’n el signe:
[(0,3)]-1(0,4)],  [(5,0)]-[(0,2)],  [(0,6)]-[(7,0)].

Indicacié: Interpreta primer les classes com enters usuals:
[(07 3)} =-3, [(0’4)] = —4, [(5»0)] = 5.
Després comprova els resultats amb la férmula del producte de classes.

Exercici 3.18 (Ordre en Z)

Usant la definicié d’ordre en Z, ordena de menor a major les classes segiients,
indicant si n’hi ha dues d’iguals:

(L8], (5.9, [(92)],  [B3,10)].

Indicacié: Pots interpretar cada classe com la diferéncia entre els seus components. Observa
especialment que [(1,8)] i [(3,10)] representen el mateix enter.

Exercici 3.19 (Compatibilitat de ’ordre amb la suma)

Demostra que, si x < y en Z, aleshores
r+z<y+z

per a tot z € Z.

Indicaci6: Usa la caracteritzacid
r<y <= y—x>0.
Després observa que

(y+2)—(@+2) —y—=.

Exercici 3.20 (Multiplicacié d’una desigualtat)

Siguin a, b, ¢ € Z, amb
a <b.

Demostra que:
(i) sic >0, aleshores ac < be,

(ii) sic <0, aleshores be < ac.
Indicacié: De a < b dedueix b—a > 0. Si ¢ > 0, estudia (b — a)c. Si ¢ <0, estudia (b — a)(—c).

Exercici 3.21 (Resolucié d’una desigualtat)

Resol en Z la desigualtat
=3z +2 < 11.
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Indicaci6é: Resta 2 als dos membres. Després multiplica per —1 i recorda que el sentit de la
desigualtat s’inverteix.

Exercici 3.22 (Calculs amb valor absolut)

Calcula:
|_8|’ |5_12|7 |_46|

Indicaci6: Calcula primer 'enter que hi ha dins del valor absolut i després pren-ne la distancia
a 0.

Exercici 3.23 (Oposat i valor absolut)
Demostra que, per a tot n € Z,

| = nf=|n|.

Indicacié: Distingueix els casos n > 01 n < 0. En cada cas, aplica directament la definicié de
valor absolut.

Exercici 3.24 (Distancia entre enters)
Demostra que, per a tots n,m € Z,

|In —m| =|m —n|.

Indicacio: Observa que
n—m=—(m-—n).

Després aplica la propietat | — x| = |z|.
Exercici 3.25 (Valor absolut d’un producte)
Demostra que, per a tots n,m € Z,

[nm| = [n[|m].

Indicacié: Distingueix quatre casos segons els signes de n i m: tots dos no negatius, un no
negatiu i I'altre negatiu, o tots dos negatius.

Exercici 3.26 (Desigualtat triangular)
Demostra que, per a tots n,m € Z,
[n+m| < |nf+|ml.
Indicaci6é: Parteix de
—In| <n < |n| i —|m| <m < |m|.

Suma les dues desigualtats i aplica la caracteritzacié de |z| < k.
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Exercici 3.27 (Desigualtats amb valor absolut)

Troba tots els enters n € Z que compleixen

In — 3| < 2.

Indicacié: Transforma la desigualtat en
—-2<n-3<2.
Després suma 3 als tres membres.
Exercici 3.28 (Teorema de la divisi6 en Z)

Troba el quocient i el residu de la divisio de —37 entre 5, i també de la divisié
de —37 entre —5.

Indicacié: El residu ha de ser sempre no negatiu i menor que el valor absolut del divisor. Busca
q de manera que
—37=0bg+r, 0<r<|b.

Exercici 3.29 (Divisibilitat en Z)

Determina si les afirmacions segiients son certes o falses:

—4]20,  4](=20), —=5|(=35), 6]20.

Indicacié: Usa la definici6: a | b si existeix ¢ € Z tal que b = aq. En cada cas, intenta trobar
aquest enter q.

Exercici 3.30 (Divisors enters)

Troba tots els divisors enters de 18.

Indicacié: Comenca trobant els divisors positius de 18. Després afegeix els oposats corresponents,
perque en Z els divisors apareixen per parelles de signe.

Exercici 3.31 (Diferéncia de miltiples)

Siguin a, b, ¢ € Z, amb a # 0. Demostra que, si

aleshores

al(b—c).

Indicaci6é: Escriu b =aq i c = ar, amb q,r € Z. Després factoritza:

b—c=aq—ar=a(qg—r).
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Exercici 3.32 (Transitivitat de la divisibilitat)
Siguin a,b,c € Z, amb a # 0 i b # 0. Demostra que, si
alb i b|ec,

aleshores
alc.

Indicacié: Escriu b= aq i ¢ = br, amb g,r € Z. Substitueix b dins de 1'expressié de c.
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Instruccions. Marca una sola resposta per pregunta. En acabar, prem el
bot6 Corregir. El camp Nota mostrara el resultat.

Corregir Netejar Nota:

1. Quin axioma garanteix que 0 no és successor de cap nombre natural?

(a) La injectivitat de S.
(b) L’axioma que afirma que no existeix cap n € N tal que S(n) = 0.
(c) La commutativitat de la suma.
(d) La definicié del producte.
Correcci6:

2. La suma a + b es defineix recursivament per:
(a) a+0=aia+ S(b)=S(a+Dd).
(b

) a+0=0ia+S(b)=a+0d.
(c) a+b=0b+ a, que és una definicio.
(d) at+b=a-b.
Correcci6:

3. El producte a - b es defineix recursivament per:
(a) a-0=aia-S0b)=a-b.
(b

) a-0=1ia-S(b)=S(a-b).
(c) a-b=b-a, que és una definicio.
(d) a-0=0ia-S(b)=a-b+a.
Correccio:

82
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4. Segons la definici6 d’ordre en N, a < b vol dir:
(a) Existeix n € N tal que a = b+ n.
(b)

(c) a divideix b.

(d)

Existeix n € N tal que b = a + n.

a i b sén primers entre si.
Correccio:

5. La tricotomia de I'ordre afirma que, per a tots a,b € N:

(a) Sempre es compleixen alhora a < b, a=01b < a.
(b) Sempre es compleix a < b.
(c) Es compleix exactament una de les tres possibilitats: a < b, a =100
b < a.
(d) Cap nombre natural pot ser comparat amb un altre.
Correccio:

6. Sial|b, amb a,b € Nia+#0,aixo vol dir que:
a =b.

b| a.

a és primer.

Existeix ¢ € N tal que b=a - q.

Correcci6:

7. Quin és mcd(84,90)?

(a) 6.
(b) 12.
(c) 18.
(d) 1260.
Correccio:

8. Quin és mem(4,6)?
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(d) 24.
Correccié:

9. Quin dels nombres segiients és primer?

(a) 21.
(b) 23.
(c) 25.
(d) 27.
Correccio:

10. Quan és especialment 1til el principi d’induccié forta?

(a) Quan per demostrar el cas n convé usar tots els casos anteriors.
(b) Quan no es vol usar cap hipotesi d’induccié.
(c) Quan es treballa només amb nombres enters negatius.
(d) Quan es vol evitar definir 'ordre en N.
Correcci6:

Instruccions. Marca una sola resposta per pregunta. En acabar, prem el
bot6é Corregir. El camp Nota mostrara el resultat.

Corregir Netejar Nota:

1. En la construccio de Z, la relacié d’equivalencia sobre N x N és:

(a) (a,b) ~ (¢,d) <= a+d=0b+c.
(b) (a,b) ~ (¢,d) <= ab= cd.

(c) (a,b) ~ (¢,d) <= a+b=c+d.
(d) (a,b) ~ (¢,d) <= a=c.

Correccio:

2. La classe [(0, 3)] representa habitualment:

84
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(c) 0.
(d) 1/3.
Correcci6:

3. La suma d’enters es defineix per:

(a) [(a,0)] + [(c, d)] = [(ac, bd)].

(b) [(a,0)] + [(c,d)] = [(a + d,b+ c)]

(c) [(a,0)] + [(c,d)] = [(a — ¢, b= d)]

(d) [(a,0)] + [(c,d)] = [(a + ¢, b + d)]
Correccio:

4. El producte [(a,b)] [(c,d)] és:

(a) [(ac, bd)].

(b) [(a+c,b+ d)]

(c) [(ac + bd, ad + be)]

(d) [(ad; be)]
Correccié:

5. L'oposat de [(a, b)] és:

(a) [(b; @)].

(b) [(a, b)]-

(c) [(0,0)].

(d) [(a+ 1,0+ 1)]
Correcci6:

6. Segons 'ordre definit en Z, [(a, b)] < [(c, d)] si:

(a) a+b<cH+d.

(b) a+c<b+d.

(c) ab < cd.

(d) at+d<b+ec
Correccio:

7. En Z, la solucié de I'equacio
r+T7=5

és:
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a

b

(c
(d

(a)
(b)
)
)
Correcci:

8. Sia<bic<0, aleshores:

(a) ac < be.

(b) at+c>b+ec.

(c) ac = be.

(d) be < ac.
Correcci6:

9. En la divisio euclidiana de —37 entre 5, el quocient i el residu son:

(a) q= _77 ir = —2

(b) q= _77 ir = 2

(c) g=28,r=3

(d) qg= -8, r=23.
Correccio:

10. Quina afirmaci6 de divisibilitat en Z és certa?

(a) —4 | 20.
(b) 6 | 20.
(c) 51 23.
(d) 0] 12.

Correcci6:

Instruccions. Marca una sola resposta per pregunta. En acabar, prem el
boté Corregir. El camp Nota mostrara el resultat.

Corregir Netejar Nota:
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1. Quina és la manera canonica d’identificar un nombre natural n amb un enter?

(a) Mitjancant la classe [(0,n)].
(b) Mitjancant la classe [(n,0)].
(c) Mitjangant la classe [(n,n)].
(d) Mitjangant la classe [(0,0)].

Correccio:

2. Quina de les equacions segiients té solucié en Z, pero no en N?

(a) 7 4= 7 = &

(b) z+5=2

(c) r+0="7.
)

(d r+3=3.
Correcci6:

3. Sia,beNia<b, qué podem dir de l'enter [(a,b)]?

(a) Es sempre positiu.

(b) Es sempre nul.

(c) Es no positiu, és a dir, [(a,b)] < 0.

(d) No es pot comparar amb 0.
Correccié:

4. Quina igualtat expressa correctament la resta en Z7

(a) a—b=a-+(=b).
(b) a—b=a+b.

(c) a—b=b—a.
(d) a—b=—(a+Db).
Correcci6:

5. Sip,q € N\ {0}, quin és el resultat de

[(Ovp>] ’ [(Ov Q>]?

Un enter negatiu.
La classe [(0, pq)].
La classe [(p, q)].
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(d) La classe [(pg, 0)], que representa un enter positiu.

Correccio:

6. Quina diferencia hi ha entre els divisors de 12 en N i en Z7
(a
(b

(c
(d

) En Z, 12 no té divisors.

) En N, 12 té divisors negatius.

) En 7Z, també apareixen els oposats dels divisors positius.
) En Nien Z els divisors sén exactament els mateixos.

Correcci6:

7. En el teorema de la divisié en Z, si a = bg + r, amb b # 0, quina condici6é ha
de complir el residu?

(a)
(b)
©  o0<r<|b.
(d)

—[b] <7 < |bl.

0<r<|b.

r < 0.
Correccio:

8. Quina afirmacié és correcta sobre el maxim comu divisor en el context dels

enters?
(a) Es pren habitualment el representant positiu; per exemple, med(18,24) =
6.
(b) Sempre es pren el representant negatiu; per exemple, med(18,24) =
—6.
(c) No té sentit parlar de maxim comu divisor en Z.
(d) El maxim comu divisor de dos enters sempre és 0.
Correccio:

9. Sin € N\ {0}, que representa U'enter [(0,n)]?

El natural n.
L’enter 0.
L’enter negatiu —n.

Un nombre que no pertany a Z.

Correccio:
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10. Quin metode és natural per demostrar que tot nombre natural n > 2 és primer
o producte de primers?

La inducci6 forta.
La definici6 de I'oposat en Z.
La divisi6 euclidiana amb divisor negatiu.

La definicié de valor absolut.

Correcci6:

Instruccions. Marca una sola resposta per pregunta. En acabar, prem el
bot6é Corregir. El camp Nota mostrara el resultat.

Corregir Netejar Nota:

1. Quin és el valor de 'expressié
—3% + (—3)%?

(a) 18,

b)  -18.

(c) 0.
)

(d —9.
Correcci6:

2. Calculeu:
—7+4-(3—8)—18:(-3).

(a) —33.
(b) —21.
(c) -9.
(d) 19.
Correcci6:
3. Calculeu:

(=2)* =5 (—4) + 36 : (=6).
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(a) —34.
(b) —18.
(c) 6.
(d) 18.
Correccio:

4. Quin és el resultat de
214 (—2)* - (=3)"7

(a) —-9.
(b) 9.
(c) —41.
(d) 0.
Correccio:
5. Calculeu:
(=42 =5-(3-17)]: (-12).
(a) 3.
(b) —1.
(c) 12.
(d) -3.
Correccio:
6. Calculeu:
V64 — /=125 4 (—2)°.
(a) —29.
(b) —19.
(c) —9.
(d) 45.
Correccio:

7. Quin és el valor de

(a) 23.
(b) 13.
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Correccio:

8. Quin enter representa l'expressié segiient?

[(0,4)] - [(3,0)] + [(5,2)] -

(a) [(0,9)].
(b) [(9,0)]-
(c) (0, 15)].
(d) [(15,0)].
Correccio:
9. Sigui

a=(-3)%+2-8-5.

En la divisi6 euclidiana de a entre 5, quin és el quocient i quin és el residu?

(a) g=-3,r=—1.

(b) g=-3,r=1.

(c) g=—4,r=4.

(d) q=4,r = —-36.
Correccio:

10. En la recta numerica, quin enter esta a distancia 7 de —2 i és més petit que
—27

(a)
(b)
(c) -9.
(d)

Correccio:

11. Calculeu:
mcd(—84,60) — mem(12, 18).

(a) 24.
(b) —24.
(c) 48.
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(d) —48.
Correccio:

12. Quina de les expressions segiients no representa un nombre enter?

(a) 14 : 5.

(b) V81 — /=27
() (~2°+3-7.
(d)  (—18):3+4.

Correcci6:
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