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Aquests apunts de Conjunts, Relacions i Aplicacions han estat elaborats amb la
finalitat de servir de guia i suport als estudiants de batxillerat que volen aprofundir
en els fonaments de la teoria de conjunts i les seves aplicacions en matematiques. El
seu objectiu principal és oferir una base solida per comprendre i aplicar els conceptes
basics de conjunts, relacions i funcions, eines essencials per a qualsevol estudiant que
vulgui enfocar-se en disciplines cientifiques o tecnologiques.

El text sestructura de manera progressiva, comencant pels conceptes més basics
de conjunts i les seves operacions, passant per les relacions binaries i les relacions
dequivaléncia i dordre, fins a arribar a les aplicacions (funcions) i les seves propietats.
Cada capitol inclou exemples practics i exercicis resolts per facilitar la comprensio i
laprenentatge.

Es recomana als estudiants que abans de comencar amb aquesta unitat, facin una lec-
tura comprensiva dels apunts Logica, Raonament i Demostracio, ja que els conceptes
i les tecniques que shi desenvolupen sén fonamentals per a una correcta assimilacio
dels continguts que aqui es presenten.

Aquests apunts no només pretenen ser un recurs per a lestudi, sind també una eina
per a la reflexi6 i el desenvolupament del raonament logic i matematic. Esperem
que resultin utils i enriquidors per a tots els que sapropen a aquests temes.



La teoria de conjunts és la base sobre la qual es construeixen les matematiques
modernes. Des de les operacions més simples fins als conceptes més abstractes,
els conjunts sén presents en totes les branques del saber matematic. En aquesta
introduccid, ens aproparem a la noci6 intuitiva de conjunt, entes com una coltleccié
dobjectes, i comencarem a familiaritzar-nos amb el llenguatge i les notacions basiques
que ens acompanyaran al llarg de tot el text.

Els objectius daquesta unitat son:

o Comprendre les nocions basiques de conjunt, element i pertinencga.
o Aprendre a definir conjunts per extensio i per comprensio.
o Entendre les relacions digualtat i inclusié entre conjunts.

e Dominar les operacions basiques amb conjunts: unié, interseccié, diferéncia i
complementari.

e Introduir el concepte de parell ordenat i producte cartesia.

o Estudiar les relacions entre conjunts, especialment les relacions binaries, de-
quivalencia i dordre.

o Definir el concepte daplicaci6é (funcid) i les seves propietats: injectivitat, ex-
haustivitat i bijectivitat.

o Aprendre a calcular el cardinal dun conjunt i entendre les seves propietats

basiques.

A mesura que avancem, descobrirem com aquests conceptes no sén només abstractes,
sind que tenen aplicacions practiques en la resolucié de problemes i en la formalit-
zacié de molts aspectes de les matematiques i daltres disciplines.

Esperem que aquest viatge pels fonaments de la teoria de conjunts sigui clar, esti-
mulant i, sobretot, 1til per a la teva formacié matematica.

1i



Partint de la noci6 intuitiva de conjunt, en aquesta seccié desenvoluparem les pro-
pietats basiques dels conjunts. L’objectiu d’aquesta breu exposicié sera aconseguir
que et familiaritzis amb la terminologia i les notacions que s’introdueixen i que s’em-
praran en totes les altres unitats didactiques. Es recomanable abans de seguir fer
abans una lectura comprensiva dels apunts “Logica, Raonament i Demostracio”.

Una caixa de boles, un raim, o un album de fotos sén tots exemples de conjunts
de coses o coluleccions d’objectes. La nocié de conjunt és fonamental en totes les
branques de les matematiques. Per exemple:

o En geometria plana es diu circumferéncia el conjunt de punts que séon equidis-
tants d’un punt fix donat.

o En algebra es parla del conjunt dels nombres parells que esta format per tots
els enters que sén divisibles per 2.

e En calcul s’anomena domini d’una funcié real de variable real el conjunt de
nombres reals pels quals hi ha ben definida la seva imatge.

Emprarem la paraula conjunt com a sinonim de coltileccié d’objectes. Els objectes
que formen un conjunt es diuen elements del conjunt. D’aquesta manera, direm
que un conjunt esta format per elements o que uns determinats elements formen un
conjunt.

Ara bé, un conjunt estara ben definit si és possible donar un criteri que permeti
decidir si un element donat qualsevol pertany o no al conjunt. Per exemple, les boles
vermelles d’aquesta caixa o les fotos d’en Miquel en aquest album sén conjunts ben
definits. En el primer cas, una bola de la caixa és del conjunt si és vermella i, en el
segon, una foto és del conjunt si en ella apareix en Miquel. Observa ambdos casos,
pero que abans de definir els conjunts anteriors, tenim els elements, o sigui les boles
de la caixa i les fotos de I'album.

Si ara simbolitzem per U una determinada coltileccié d’objectes, llavors diem que
uns determinats objectes d’U formen un conjunt A i si x simbolitza un element d’A,
aleshores direm que 1’element x pertany al conjunt A i escriurem

z € A.
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Si x és un element d’U, pero no és un element de A, direm que l'element x no
pertany al conjunt A i escriurem

x ¢ A.

El simbol matematic € s’interpreta com la relacié de pertinencga que s’estableix entre
elements i conjunts. Per consegiient, un conjunt esta determinat per una relacié de
pertinenca a ell. Tot i aix0, com veurem més endavant (quan parlem del conjunt de
parts d’'un conjunt donat), un element pot ser alhora un conjunt i un conjunt pot
ser un element d’un altre conjunt.

Per cursos anteriors, tenim coneixement de 'existencia d’alguns conjunts numerics
I"as dels quals és molt freqiient en les matematiques i que es designen amb simbols
especials. Aixi, tenim

Conjunts numerics | Simbol
Naturals N
Enters Z
Racionals Q
Reals R
Complexos C

Exemple 1.1

Pel coneixement que d’ells ja tenim, podem escriure les segiients relacions:

—2¢N -3¢Z V2¢Q V5 €R
1
1eN §¢Z 2.3555... € Q 1+i¢R

Direm que un conjunt esta determinat per extensié si donem una llista de tots els
seus elements. En tal cas, escriurem als elements entre claus separats per comes.
Per exemple, el conjunt A format pels niimeros

1,2,3

I’escriurem per

A={1,2,3}.

Un conjunt esta determinat per comprensié si donem una condicié que satisfan
tots els seus elements. Aixi, el conjunt anterior el podem definir per comprensi
dient que A és el conjunt format pels nombres enters positius menors que quatre.
En aquest ltim cas escriurem

A={re€Z:0<x <4}

i es llegeix com “A és el conjunt de nombres enters que sén majors que 0 i menors que
4”. En general, si P(x) expressa una condici6é o propietat que depen d’una variable
x, llavors

B={zeU:P(z)}
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designa el conjunt dels elements d’U que satisfan la propietat P(z).

Pot ocorrer que per a una certa propietat no hi hagi cap element d’un conjunt ates
que la satisfaci. Per aquesta rad, admetem l'existencia d'un conjunt que no conté
elements i al qual denominem conjunt buit, designant-ho pel simbol (). D’aquesta
manera, per a tot x la relacié

z €

és sempre falsa, i

el

és sempre vertadera.

Es instructiu representar graficament un conjunt mitjancant una regié tancada del
pla de manera que tots els elements del conjunt estiguin tancats en aquesta regio.
Es diuen diagrames de Venn i es construeixen com s’indica en el segiient grafic,
on hem representat el conjunt A = {a, b, e}.

Observaci6 1.1

Observa que no hem definit els conceptes de conjunt i element. En el seu lloc,
hem intentat donar una idea intuitiva clara de totes dues nocions. En cursos més
avangats es pot veure que en la construccié axiomatica d’una teoria de conjunts,
els termes “conjunt” i “pertinenca” no es defineixen i s’empren sense explicar
el seu significat. Un conjunt sera qualsevol cosa que satisfaci els axiomes de la
teoria. D’aquesta manera, no hi ha dubte que la intuicié sobre la qual es basa
la teva nocié de conjunt pot estar equivocada, pero del que es tracta no és tant
de saber que sén els conjunts siné que podem fer amb ells correctament. Aixo
ultim és el que volem fer aqui.

Observaci6 1.2

Podria semblar natural admetre que tota condicié P(z) defineix un conjunt
{z : © compleix P(x)}, (1.1.1)

pero, d’aquesta manera, resulta que hi ha condicions “rares” que donen lloc
a “conjunts” contradictoris sobre els quals no és possible raonar. Per exemple
, si considerem la condicié x ¢ x (tots els conjunts que no sén elements de si
mateixos) i denotem per B al “conjunt” d’elements que satisfan aquesta condicio,
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és a dir,
B={z:z ¢ x}
llavors es compleix
(Vx)(xr € B<=z ¢ x)

i, en particular, també es compleix
BeB<«<=B¢B

el que, evidentment, constitueix una contradiccio. Per a evitar aquests absurds,
és preferible limitar la condici6 als elements d’algun conjunt ja conegut U. Per
aquest motiu hem escrit

{z € U : x compleix P(z)}

en lloc de (1.1.1).

Direm que dos conjunts A i B sén iguals si contenen els mateixos elements, és a
dir, si per a cada x, x € A equival a x € B. En simbols

(Vz)(x € A<=z € B)

i es llegeix “per a tot x, x és de A si i només si z és de B”. Si els conjunts A i B
son iguals, escriurem

A=B

i la seva negaci6 per a

A+B.

El simbol matematic = s’interpreta com la relacié d’igualtat que s’estableix entre
conjunts. A partir de la definicié, és immediat comprovar que aquesta relaci6 satisfa
les segiients propietats:

1. Per a tot conjunt A, A = A.
Demostracié
Sabem que r € A <= x € A és una equivaléncia logica. Com =z és
un element arbitrari d’A, aleshores es compleix (Vz) (x € A <=z € A) i,
com a consequencia, A = A.

2. Donats dos conjunts A i B, si A = B llavors B = A.

Demostracio

Sabem que per a tot x, es té que © € A +— x € B és equivalent a
r € B+— x € Ai, per tant, si A = B, llavors B = A.

3. Donats tres conjunts A, BiC,si A= BiB=C, llavors A =C.
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Demostracio

Sabem que per a tot z,esté quer € A«—xr € Bix e B+—z e (.
Llavors, per la propietat transitiva del bicondicionalestéxz € A +— x € C
i, per tant, si A= Bi B =C, llavors A =C.

Si Ai B son dos conjunts tals que tot element d’A és també un element de B, és a
dir,
(Vz)(r€e A=z € B),

llavors es diu que A és un subconjunt de B o que A esta inclos en B i se simbolitza

per a
ACB o BDA.

Mitjancant diagrames de Venn, representem aquest fet aixi

ACB
=}

Si AC BiA# Besdiuque A és un subconjunt propi de B. El simbol matematic
C s’interpreta com la relacié d’inclusié que s’estableix entre conjunts; en particular,
simbolitzem per A ¢ B el fet que A és un subconjunt propi de B. A partir de
la definici6 i regles de deduccio logica, és immediat comprovar que aquesta relacié
satisfa les segiients propietats:

1. Per a tot conjunt A, A C A.
2. Donats dos conjunts Ai B,si AC Bi A D B, llavors A = B.
3. Donats tres conjunts A, BiC,si AC Bi B C C, llavors A C C.

Exemple 1.2

Observa que es compleixen les segiients relacions:
« PCA
« {1} Cc{1,2,3}
e {2,4} C {z € N: z és parell}
e {€Z:0<x<4}G{reZ: 22 -3x+2=0}
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En aquest apartat veurem com podem construir nous conjunts a partir d’uns altres
ja donats. Suposem que existeix un conjunt U que anomenem univers i del qual
prendrem tots els subconjunts.

Si A és un conjunt, es diu conjunt de parts d’A el conjunt els elements del qual
sén tots els subconjunts d’A i es designa per P(A). Aixi, tenim

PA)={zCcU:2CA}.

Observa que P(A) és un conjunt els elements del qual sén alhora conjunts.

Exemple 1.3

Observa que si A = {a, b, c}, llavors

P(A) ={0,{a},{b},{c},{a,b} {a,c},{b,c}, A}.

Si Ai B sén conjunts, es diu unié d’A i B al conjunt simbolitzat per A U B que
té per elements tots els que pertanyen a A o a B o als dos alhora. Mitjancant
diagrames de Venn, representem aquest fet aixi

AUB

Simbolicament, escrivim
AUB={ze€U:z€ A o z € B}
Exemple 1.4
Observa que si A ={1,2,3} i B ={3,4,5}, llavors

AUB =1{1,2,3,4,5}.

Si Ai B sén conjunts, es diu interseccié d’A i B al conjunt denotat per AN B que
té per elements tots els que pertanyen tant a A com a B. El diagrama de Venn que
representa aquest fet és el seglient:
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Simbolicament, escrivim
ANB={zeU:z€A i x€ B}

Si AN B = (, llavors es diu que els conjunts A i B sén disjunts, o sigui que no
tenen res en comu.

Exemple 1.5
Observa que si A = {1,2,3} i B ={3,4,5}, llavors

ANB={3}.

Donats tres conjunts qualssevol A, B i C' es compleixen les segiients relacions:
1. AUA=AiANA=A

2. AUBUC)=(AUB)UCiAN(BNC)=(AnB)NC

3. AUB=BUAiANB=BNA

4. AUBNC)=(AUB)N(AUB)i AN(BUC)=(ANnB)U(ANCQC)
5. AU(BNA)=AiAN(BUA)=A

6. AUD=AiAND=10

Les demostracions d’aquestes propietats les trobaras en els exercicis resolts.

Si A1 B son conjunts, es diu diferéncia entre A i B al conjunt denotat per A\ B
i que té per elements tots els que pertanyen a A i que no sén de B. El diagrama de
Venn en aquest cas és:

A—-B

Simbolicament, escrivim

A-B={zxeU:z€A i z¢ B}
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Exemple 1.6
Si A=1{1,2,3} i B=1{3,4,5}, llavors es té

A-B=1{1,2}.

Donat un conjunt A, es diu complementari d’A al conjunt denotat per CA i que
té per elements tots els que sén de 'univers F i no pertanyen a A.

CA

En altres paraules, es té

CA={zcE:z ¢ A}

Es evident que es compleix
CA=E- A

Exemple 1.7
SiE=RiA={xeR:|z| =1} llavors es té

CeA=R-{-1,1}

Si U és I'univers, llavors es compleixen les segiients propietats:
1. CU=0ilp=U
2.C(CA)=4
3. Lleis de De Morgan: ((AUB)=C0ANCBiC(AnB)=C0AulB

Les demostracions d’aquestes propietats les trobaras en els exercicis resolts.

Es diu parell ordenat de dos elements x i y al conjunt denotat per (x,y) que té
per elements els conjunts {x} i {z,y}, és a dir,

(z,y) = {{z}, {=z,y}}.
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Llavors, diem que x és la primera component i y és la segona component del
parell ordenat (z,y). Per la definicié d’igualtat de conjunts, és facil deduir que es
compleix

{a,b} ={c,d} <= a=cib=dobéa=dib=c

mentre que

(a,b) =(c,d) <= a=cib=d

Per tant, I"inica diferéncia entre els conjunts {x,y} i (x,y) resideix en l'ordre. Si z
i y sén dos elements diferents, llavors {z,y} = {y, z} i, en canvi, (z,y) # (y, ).

Donats dos conjunts A i B, es diu producte cartesia d’A i B al conjunt denotat
per A X B que té per elements tots els parells ordenats la primera component dels
quals és un element d’A i la segona component és un element de B, simbolicament
escrivim

AxB={(z,y):x € Aiye B}.
Exemple 1.8
Si A={1,2} i B = {a,b}, llavors es té

AxB= {(1,(1), (17b)7 (2,@), (27b)}
Observa que

Bx A= {(a’ 1)7 (G,Q), (bv 1)7 (ba 2)}
iés evident que A x B# B x A.

Identifiquem les relacions amb conjunts de parells ordenats i, per tant, amb subcon-
junts del producte cartesia de dos conjunts donats. Que un parell ordenat pertanyi
a una relaci6 significa que la relacié en qiiestié es dona entre el primer component
del parell i el segon.

Donats dos conjunts A i B, es diu relacié entre A i B a tot subconjunt de A x B.
Si R C A x B és una relaci6 entre A i B, llavors quan es compleix que (a,b) € R
diem que la relacié es dona entre a i b, o simplement, que a esta relacionat amb

b.
Exemple 1.9

Si A ={1,2}1B = {a,b}, lavors R = {(1,a),(2,0)}, S = {(L,a)} i T =
{(2,a),(2,b)} sén relacions entre A i B i, en canvi, J = {(a,2),(2,1)} no ho és.

Per ser conjunts, si R i .S sén relacions entre A i B, llavors R = S si i només si R i
S contenen els mateixos parells ordenats. Es diu domini d’una relacié R entre A
i B al conjunt denotat per D (R) que té per elements les primeres components dels



CAPITOL 1. TEORIA 10

parells ordenats de R. Es diu recorregut de R el conjunt denotat per R (R) que
té per elements les segones components dels parells ordenats de R. Aixi, tenim

D(R) ={z:z € Aiexisteix y € B tal que (z,y) € R}

R(R)={y:y € Biexisteix x € A tal que (z,y) € R}.
Exemple 1.10

SiA={1,2}, B={a,b} i R=1{(2,a),(2,b)} és una relaci6 entre A i B, llavors
D(R)={2}iR(R) ={a,b} =B.

Si A és un conjunt, diem que R és una relacié binaria en Asi R C A x A. En tot
conjunt A sempre podem definir les relacions binaries segiients:

1. Relaci6 d’identitat en A: Iy = {(z,z): x € A}
2. Relacié nultila en A: ()
3. Relacié total en A: A x A

Considerem un conjunt A i una relacié binaria R C A x A. Distingim les segiients
propietats de R:

1. R ésreflexiva: peratot z € A, (z,z) € R

2. R ésirreflexiva: per atot z € A, (z,2) ¢ R

3. R és simétrica: per a tot z,y € A, si (z,y) € R llavors (y,x) € R
4. R és asimetrica: per a tot x,y € A, si (z,y) € R llavors (y,x) ¢ R
)

. R és antisimeétrica: per a tot z,y € A, si (z,y) € R1i (y,z) € R, llavors
=1y

6. R és transitiva: per a tot x,y,z € A, si (z,y) € Ri (y,2) € R, llavors
(x,2) € R

Exemple 1.11
SiA={1,2,3}i R={(1,2),(2,3),(2,2),(1,3)}, llavors es compleix:
e R no és reflexiva, doncs (1,1) ¢ R.
» R no ¢és irreflexiva, doncs (2,2) € R.
e R no és simetrica, perque (1,2) € Ri (2,1) ¢ R.
e R no és asimétrica, doncs (2,2) € R.

e R és antisimetrica, perque no hi ha cap parell d’elements diferents z, y tals
que (z,y) € Ri (y,x) € R.

e R és transitiva, perque no hi ha tres elements z,y, z tals que (z,y) € R i
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(y,2) € Ri(x,2) ¢ R.

Donat un conjunt A i una relacié6 binaria R en A, diem que R és una relacid
d’equivaléncia si R és reflexiva, simetrica i transitiva.

Tota relacié d’equivalencia R en un conjunt A ens permet classificar els elements
del conjunt en classes d’equivalencia. Es diu classe d’equivaléncia d'un element
a € A al conjunt denotat per [a] que té per elements tots els elements d’A que estan
relacionats amb a. Aixi, tenim

[a] ={x € A: (z,a) € R}.
De la definicié de classe d’equivalencia, deduim de seguida que
[a]| =[] < (a,b) €R
o bé,
[a] = [b] < (a€[b] <= b€ la])

Llavors es diu conjunt quocient de A per la relacié R al conjunt denotat per A/R
que té per elements les classes d’equivaléncia de tots els elements d’A respecte de R.
Aixi, tenim

A/R=A{la] :a € A}

Quan R és d’equivaléncia diem que el conjunt quocient A/R és una particié del
conjunt A, aixo vol dir que és una coluleccié de subconjunts no buits d’A, disjunts
dos a dos, i tals que la seva unié és A. Podem expressar aixo afirmant que en A/R
es compleixen les segiients propietats:

1. Per atot a € A, [a] # 0.
2. Per a tot a,b € A i [a] # [b], [a] N [b] = 0.

3. UA /R = A, on UA/ R és la unié de totes les classes d’equivalencia, doncs
A/R és el conjunt els elements del qual son els que pertanyen a alguna classe
de A/R, o sigui

v €| JA/R <= existeix alguna classe [a] € A/R tal que z € [a].

Es habitual usar ~ o = com a simbols de relacions d’equivaléncia sobre un conjunt.
Exemple 1.12

En el conjunt dels nombres enters Z es defineix la segiient relacié binaria =
r=y <= z —y és multiple de 3

Es immediat comprovar que = és una relacié d’equivaléncia en Z:

o = és reflexiva: per a tot x € Z, v = x doncs x — x = 0, que és un multiple
de 3.
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o = és simetrica: per a tot x,y € Z, si x =y, és a dir si  — y és un multiple
de 3, llavors —(z — y) = y — = també és un multiple de 3 i, per tant, y = x.

e = és transitiva: per atot x,y,z2 € Z, siz =yix =z ésadir,siz—yi
y—z sén multiples de 3, també ho sera la seva suma, (z—y)+(y—z) = x—=z
i, per tant, = = 2.

Existeixen tres classes d’equivaléncia per a aquesta relacio:
e [0] ={x € Z | x és multiple de 3} ={..., —6,—3,0,3,6, ...}
e [I]={z €Z|z—1ésmiltiple de 3} ={..., —5,—-2,1,4,7, ...}
e 2]={r €Z|z—2és miltiple de 3} ={..., —4,—-1,2,5,8, ...}

Finalment, el conjunt quocient és

z) =={[1,[2],3}-

Donat un conjunt A i una relacié binaria R en A, diem que R és una relacié d’ordre
si R és reflexiva, antisimetrica i transitiva. Un conjunt amb una relacié d’ordre es
diu un conjunt ordenat.

Una relacié d’ordre R en un conjunt A es diu d’ordre total si per a tot x,y € A es
compleix:

(x,y) € R obé (y,z)€ R.

En aquest cas es diu que A esta totalment ordenat. En canvi, si existeixen
z,y € Atals que (z,y) ¢ Ri(y,x) ¢ R, llavors la relacié es diu d’ordre parcial i es
diu que A esta parcialment ordenat. Es habitual usar < com a simbol de relacié
d’ordre en un conjunt.

Exemple 1.13
Si A =1{1,2,3}, la segiient relaci6
R={(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(1,3)}

és un ordre parcial en A, mentre que la relacid
5={(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(1,3),(2,3)}
és un ordre total en A.

Exemple 1.14

Si A és un conjunt qualsevol, la relacié d’inclusié és un ordre parcial en el conjunt
de parts d’A.
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Exemple 1.15

La relaci6 < és un ordre total en N, Z, Q o R.

Si A és un conjunt ordenat per la relaciéo <, llavors tenim les seglients definicions:

1. a € A és un element maximal d’A si no existeix x € A iz # a tal que a < z.
2. a € A és un element minimal d’A si no existeix x € A i x # a tal que z < a.
3. a € Aésel maxim d’A si per a tot x € A, x < a, i s’escriu @ = max A.

4. a € A és el minim d’A si per a tot © € A, a < z, i s’escriu ¢ = min A.

No és dificil demostrar que en tot ordre parcial hi ha com a maxim un element maxim
i un element minim. Aix{ mateix, un element maxim (resp. minim), si existeix, és
un element maximal (resp. minimal). Si l'ordre és total, tot element minimal és
minim i tot element maximal és maxim.

Exemple 1.16

Considerem el conjunt A = {a, b, ¢, d, e, f, g} ordenat per la relacié

R = {(a,b), (a,c), (b,d), (c,d), (a,d), (e, [)} UA4.
Llavors, tenim:
e R no és un ordre total
o Els elements d, f i g sén maximals
o Els elements a, e i g son minimals

e No hi ha maxim ni minim

Exemple 1.17

Donat el conjunt A = {a, b}, considerem el conjunt de parts P(A) ordenat per
la relacié d’inclusié. Llavors es té:

e A és maximal i ) és minimal
e A és maxim i () és minim
Si A és un conjunt ordenat per la relaciéo < i B C A, llavors:
1. a € A és una cota superior o mayorante de B si per a tot x € B, x < a.
2. a € A és una cota inferior o minorante de B si per a tot x € B, a < .

3. a € A és el suprem o extrem superior de B si a és el minim de les cotes
superiors de B; en tal cas s’escriu a = sup B.

4. a € Aéslinfim o extrem inferior de B si a és el maxim de les cotes inferiors
de B; en tal cas escrivim a = inf B.
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Exemple 1.18

Considerem el conjunt A = {2,3,4,5,6,8,9,10, 12} ordenat per la relaci6 | defi-
nida per

rly <= xdivideix a y
Volem: (a) representar graficament aquest ordre, (b) trobar els seus elements ma-
ximals, minimals, maxim i minim, (c) considerant el subconjunt B = {4, 6,8, 10},
trobar cotes superiors i inferiors, suprem i infim.

Solucid

(a) Una possible representaci6 grafica d’aquest ordre és:

12

8
.
10 4 6 9
N N
5 2 3

(b) Els maximals s6n 10,8,12 i 9; els minimals sén 5,2 i 3; i no hi ha maxim ni
minim.

(c¢) No hi ha cotes superiors i només hi ha una cota inferior que és 2. Per tant,
no hi ha suprem i inf B = 2.

Si A és un conjunt ordenat, diem que A esta ben ordenat si tot subconjunt de A
té minim.
Exemple 1.19

El conjunt dels nombres naturals N esta ben ordenat per la relacié <.

Exemple 1.20

El conjunt dels nombres reals R no esta ben ordenat per la relaciéo < perque, per
exemple, el subconjunt (1,2) no té minim.

Exemple 1.21

Donat el conjunt A = {a,b,c}, considerem el conjunt de parts P(A) ordenat
per la relacié d’inclusié. Considerant els subconjunts B = {{a},{a,b}} i C =
{{b},{c},{b,c}}, (a) volem saber si aquests conjunts estan o no ben ordenats.
(b) Volem també trobar els elements notables d’aquesta relacié en P(A), Bi C.

Solucio

(a) B esta ben ordenat perque {a} C {a} i {a} C {a,b}; a més, observa que B
esta totalment ordenada per C. En canvi, C' no ho esta, ja que el subconjunt
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{{b},{c}} no té minim.

(b) Els elements notables son:

P(A) | B C
Maximals A {a,b} {b, c}
Minimals 0 {a} {0} {c}
Maxim A {a, b} {b, ¢}
Minim 0 {a} No n’hi ha
Cotes superiors | A {a,b} ,A | {b,c},A
Cotes inferiors | () {a},0 0
Suprem {a, b} {b,c}
Infim 0 {a} 0

Donats dos conjunts A i B, i una relacié R entre A i B, es diu aplicacié d’A en B
si D(R) = Aiperatot a € D(R) existeix un tnic b € B tal que (a,b) € R. Es
habitual usar f, g o h com a simbols d’aplicacions. D’aquesta manera, per a designar
una aplicacié f d’A en B escriurem

f:A— B,

o bé
AL B

Considerem l'aplicaci6 f : A — B i sigui a € A, llavors f(a) es diu la imatge
d’a per f. Si f(a) = b, llavors diem que a és una antiimatge de b per f; també
simbolitzem aquest fet com a — f(a) = b. Al conjunt

R (f) ={y € B : existeix x € A tal que f(x) =y}

se'n diu imatge o recorregut de l'aplicaci6 f i també s’escriu Im f. Observa
que R (f) és el conjunt dels elements de B que tenen almenys una antiimatge per
I’aplicacio f.

Donades dues aplicacions f : A — B ig : A — B, diem que sén iguals,
representant-ho per f = g, si per a tot x € A es compleix f(z) = g(z). En simbols,
escrivim

f=9 <= (Vz)(r € A= f(z) = g(z))

Es diu graf de I'aplicacié f : A — B al conjunt

G(f)=A(z,y) € AxB: f(x) =y}

Llavors, és evident que dues aplicacions f i g d’A en B sén iguals si i només si

G(f)=61(9)
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Exemple 1.22

Donats els conjunts A = {0,1,2,3,4} i B = {2,6,9, 12,20, 21}, considerem la
relacié R entre A i B definida per: x € A esta relacionat amb y € B si i només
si y = 3z. (a) Es aquesta relacié una aplicacié d’A en B? (b) Quins nombres
s’han d’excloure de A perque ho sigui? Calcula la imatge i el graf de 'aplicacié
que aixi s’obté.

Solucio

(a) Aquesta relaci6 no és una aplicaci6 d’A en B, perque el seu domini és el
conjunt {2,3,4} i no coincideix amb A.

(b) Si excloem 0 i 1 d’A, llavors la relacié defineix una aplicacié de D(R) =
{2,3,4} en B. Es clar que la imatge d’aquesta aplicaci6 és

R(R) = {6,9,12}
iel graf és
G(R) ={(2,6),(3,9),(4,12)}.
Exemple 1.23
Siguin A = {1,2,3,4}, B=1{1,2,3,4,5,6,7} i considerem el segiient conjunt
G={(r,y) e AxB|y=2zx—1}
(a) BEs G el graf d'una aplicacié f d’A en B? (b) Si ho és, com es defineix la
imatge d’un element qualsevol d’A? Quins elements de B tenen antiimatge?

Solucio

(a) Es immediat comprovar que

G ={(1,1),(2,3),(3,5), (4,7}

Es clar que G defineix una aplicacié f d’A en B perqué D(f) = A1 tot element
d’A té una i només una imatge.

(b) L’aplicacié f es defineix per f(z) = 2z — 1. Els elements de B que tenen
antiimatge determinen el recorregut de I’aplicacié que és

R(f)=1{1,3,5,7}.

Observaci6 1.3

Els conceptes d’aplicacio i funcié es consideren sovint com a sinonims. Tot i
aixo, el concepte de funcié pot considerar-se menys restrictiu que el d’aplicacié.
La ra6 esta en el fet que quan tractem amb funcions és habitual no especificar
des d’un principi els conjunts de sortida i d’arribada com aixi fem en definir el
concepte d’aplicacié. En general ; una funcio es defineix com una relacié R entre
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dos conjunts referencials (prou amplis) que satisfa la segiient propietat: per a
qualssevol objectes a, b, ¢

(a,b) e Ri(a,c) e R = b=c

En altres paraules, una relacié R entre dos conjunts referencials és una funcié
si i només si per a tot a € D(R) existeix un unic b tal que (a,b) € R. Definit
d’aquesta manera el concepte de funcio, aleshores diem que f és una funcié d’A
en B si D(f) = AiR(f) C B. Ara, és evident que una funcié d’A en B és
una aplicacié d’A en B. Per exemple, les funcions de R en R (funcions reals de
variable real) son aplicacions del seu domini en R.

Donats els conjunts A, B i 'aplicacié f : A — B. Distingim les seglients classes
d’aplicacions:

1. L’aplicacié es diu injectiva quan qualsevol parell d’elements diferents de A
tenen imatges diferents, o dit d’una altra forma equivalent, si no hi ha dos
elements diferents d’A amb la mateixa imatge. En simbols, escrivim

f és injectiva <= z #y= f(x) # f(y)
= fl@)=fly) =z=y

per a tot z,y € A.

2. L’aplicacio es diu exhaustiva si tot element de B té almenys una antiimatge
en A, o dit d’'una altra forma equivalent, si R (f) = B. En simbols, escrivim

f és exhaustiva <— (Vy)(y€ B= (Fx)(x € A1 f(z) =vy))

3. L’apliaci6 es diu bijectiva quan és injectiva i exhaustiva.
Exemple 1.24

L’aplicacié f : R — R definida per f(x) = 2 no és injectiva ni exhaustiva. En
efecte, f no és injectiva perque, per exemple, —1 # 1 i, en canvi, f(—1) = f(1).
Tampoc és exhaustiva perque —1 no té antiimatge.

Exemple 1.25

L’aplicacié f : [0,4+00) — R definida per f(x) = 22 és injectiva perd no és
exhaustiva. En efecte, f és injectiva perque si f(x) = f(y), deduim z? = ¢
D’aqui, obtenim |z| = |y|, pero com z,y € [0,4+00), deduim x = y. No és
exhaustiva perque, per exemple, —1 no té antiimatge.

Exemple 1.26

L’aplicaci6 f : R — [0, +00) definida per f(x) = 2% no és injectiva pero si que és
exhaustiva. En efecte, f no és injectiva perque —1 # 11, en canvi, f(—1) = f(1).
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2
Siy € [0,+00), llavors \/y € R i es compleix f (\/y) = <\/§> = y. Per tant,
qualsevol element de [0, +00) té antiimatge i, per tant, f és exhaustiva.

Exemple 1.27

L’aplicaci6 f : [0,4+00) — [0,+00) definida per f(z) = z? és bijectiva. En
efecte, el raonament utilitzat en (2) prova que f és injectiva, i el raonament
utilitzat en (3) prova que f és exhaustiva. Per tant, f és bijectiva.

Donats els conjunts A, B i I'aplicacié f : A — B. Considerem C' C Ai D C B,
llavors es diu imatge del conjunt C' al conjunt

f(C) ={y € B : existeix x € C tal que f(x) =y},

és a dir, el conjunt f(C') esta format per les imatges de tots els elements de C'. Es
diu antiimatge del conjunt D al conjunt

[7(D) = {r € A: f(z) € D},

és a dir, el conjunt f~1(D) esta format per les antiimatges de tots els elements de
D.

Exemple 1.28

Considerem I'aplicacié f : R — R definida per

x?—1

@)=

Volem calcular la imatge del conjunt {—2,—1,0,1,2} i Pantiimatge del conjunt

{0,1,2}.

Solucio

Per a determinar f ({—2,—1,0,1,2}) haurem de calcular les imatges de tots els
elements del conjunt en qiiesti6. Aixi, tenim

f(-2) =2t = ¢
f(=1) =g =0
fO) =gz =-1
fQ) =137 =0
==

Per tant,

F{=2,-1,0,1,2}) = {—1,0, g}
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Per a determinar f~!({0,1,2}) haurem calcular les antiimatges de tots els ele-
ments del conjunt en qiiestié. Aixi, tenim

f(z)=0 = ii:zo =— s=log=-—1

flz)=1 = iz: =1 = No hi ha solucié
o x2—1 0 .z
— =1 =

f(x)=2 = %5 =2 = No hi ha soluci6

Per tant,

f_l ({07 1, 2}) = {_1’ 1} o

Observaci6 1.4

Veurem en un altre apartat que si una aplicacié f és bijectiva, llavors existeix
I'aplicacié f~! que se’'n diu inversa de f. En usar la notacié f~*(D) no s’ha de
pressuposar que f és bijectiva; ara f~1(D) designa simplement el conjunt que
té per elements totes les antiimatges dels elements de D. Tot i aixo, en el cas
que f sigui bijectiva, la notacié f~1(D) sera consistent amb el fet que f~1(D)
s’interpreti també com la imatge del conjunt D per I'aplicacié inversa de f.

Donats els conjunts A, B i C, considerem les aplicacions f: A — Big: B — C.
A Taplicacio h : A — C definida per

se’n diu aplicacié composta de f i g o aplicacié6 composicié de f amb g, i
s’escriu h = g o f. El segiient diagrama justifica la definicié de I’aplicacié composta
de f amb g.

gof

e T B D

X o= ) e glfixd)
Exemple 1.29

Considerem les aplicacions f : R — R i g : R — R definides per f(z) =z +1
i g(x) =1 — 2x. Volem calcular I’aplicacié composta de f amb g.
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Solucié
Segons la definici6, tenim
(go f)z) =g(f(z))
=g(r +1)
=1-2(z+1)
=1—2z—2
=—-1-2x

Observaci6 1.5
Volem fer dues observacions importants:

« Es important assenyalar que la composici6 g o f de dues aplicacions f i g
només existeix quan el conjunt d’arribada de f coincideix amb el conjunt
de sortida de g.

e Observa que en 'expressio g o f les aplicacions apareixen escrites en ordre
invers al d’actuaci6, que és: primer f i després g.

Donada una aplicacié f : A — B bijectiva, I'aplicacié g : B — A definida per

gy) =z = f(x)=y

es diu aplicacié inversa de f i és habitual denotar-la per f~!. Segons la definicio,
és immediat comprovar que

flof=14 i fof'=1Ip

on les aplicacions 14 : A — A i Ig : B — B definides per I4(x) = x per a tot
r € Ailg(x) = x per a tot x € B es diuen, respectivament, 1’aplicacié identitat
d’A i I'aplicacié identitat de B.

Exemple 1.30
Considerem 'aplicacié f: R — {1} — R — {2} definida per

_21:—1—1
-1

()

(a) Provarem que f és bijectiva i (b) calcularem l'aplicaci6 inversa.
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Solucié
(a) Si z,y € R — {1} i suposem que f(x) = f(y), llavors
2r+1  2y+1

r—1 y—1
20y — 2z +y—1=2z2y+ax—2y—1
3y =3z
Yy=2x

i, per tant, f és injectiva. Siy € R — {2} i fem f(x) = y, llavors
20 4+ 1

=1l
2r+1=2y—y
l+y=ay — 22
l+y=2(y—-2)

=Yy

I+y
e
y—2
Per tant, donat y € R — {2}, existeix
I+y
— cR—-{1
Y er-qy
i es compleix
I+y
22

Aixo vol dir que f també és exhaustiva i, en conseqiiéncia, f és bijectiva.
(b) Com que per a tot z € R — {1} iy € R — {2}, es compleix

Hy _ p —

2z+1
y—2 z—1 g
llavors L+
=1 Y
f @)—gjz
Substituint ara y per x, obtenim
1+z
-1 .

En aquest apartat precisarem la nocio intuitiva que tots tenim de nombre d’elements
d’un conjunt finit.

Diem que dos conjunts A i B sén equipotents quan existeix una aplicaci6 bijectiva
d’A en B. Ara podem associar a cada conjunt A el que es diu cardinal o poténcia
d’A que es denota per #A. El cardinal d’un conjunt es defineix de manera que es
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compleixi la segiient condicié: Dos conjunts tenen el mateix cardinal si i només si
son equipotents.

Si U és I'univers i considerem en P(U) la relacié de equipoteéncia ~ definida per
A~B < #A=4%#DB,

és immediat comprovar que ~ és una relacié d’equivaléncia en P(U) i cada classe es
diu un nombre cardinal. En altres paraules, n és un nombre cardinal si existeix
un conjunt A tal que #A = n.

Aixi, tots els conjunts equipotents a un conjunt unitari com, per exemple , {0}, direm
que tenen cardinal 1, tots els conjunts equipotents a un parell com, per exemple,
{0,{0}} tenen cardinal 2, i aix{ successivament. Admetem que el cardinal del conjunt
buit és 0, és a dir, #0 = 0.

Intuitivament, és clar que un conjunt finit no pot ser equipotent a un dels seus
subconjunts propis. Tanmateix, aixo és possible per a conjunts infinits. Per exemple,
el conjunt dels nombres naturals N és equipotent amb el seglient subconjunt propi
format pels parells:
P={2n:neN}

ja que l'aplicacio

N — P

n — 2n

és bijectiva. Aquest fet justifica la segiient definicio.

Diem que un conjunt A és infinit si A és equipotent amb un subconjunt propi de A.
Si un conjunt no és infinit, llavors diem que és finit. D’aquesta manera, per a dos
conjunts finits A i B, evidentment tenim que A és equipotent a B si i només si A i
B contenen el mateix nombre d’elements. Per als conjunts infinits, la idea "tenir el
mateix nombre d’elements'és vaga, mentre que la idea que A sigui bijectable amb
B conserva la seva claredat.

Finalment, diem que un conjunt A és infinit numerable si A és equipotent al
conjunt dels nombres naturals N, i diem simplement numerable si A és finit o
infinit numerable.

Les férmules més usuals (encara que no les uniques) que relacionen els cardinals i
les operacions entre conjunts son:

1. #(AUB) = #A+ #B— #(ANDB)

2. #(AUBUC) = #A+ #B+ #B— #(ANB)— #(ANC)— #(BnC)+
#(ANBNC)

3. #0A = #U — #A
4. #(Ax B)=#A-#B
5. #P(A) = 2#4

Les demostracions d’aquestes propietats les trobaras en els exercicis resolts.
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Exemple 1.31

A un examen de Matematiques i Fisica han concorregut 100 alumnes. Sabent
que Fisica I'han aprovat 60 alumnes, Matematiques 48 i que el nombre d’alumnes
que han aprovat totes dues assignatures ha estat 30, volem esbrinar el nombre
d’alumnes que no han aprovat cap assignatura en aquest examen.

Solucio

Tenim els segiients conjunts: el conjunt U d’alumnes que s’examinen, el conjunt
A d’alumnes que han aprovat Fisica i el conjunt B d’alumnes que han aprovat
Matematiques. Per I'enunciat del problema, se sap que #U = 100, #A =
60, #B = 48 i #A N B = 30. El conjunt d’alumnes que han aprovat alguna
assignatura és AU B i el nombre d’elements d’aquest conjunt és

#(AUB)=#A+#B—#(ANDB)
= 60 + 48 — 30
=178

Llavors, el nombre d’alumnes que no han aprovat cap assignatura és 22 perque
aquest nombre és el cardinal del conjunt [(A U B) i es compleix que

#L(AUB) = #U — # (AU B)

=100 — 78
=22



Exercici 2.1

Escriu simbolicament els conjunts segiients i determina els seus elements en cada
cas:

1. El conjunt dels nombres reals tals que el seu quadrat és 12.
2. El conjunt dels nombres reals tals que el seu quadrat és —9.

3. El conjunt dels nombres reals tals que el seu quadrat és major o igual que
0.

4. El conjunt dels nombres naturals compresos entre 3/2 i 13/3.
5. El conjunt dels nombres reals que sén soluci6 de 1'equacié 3x — 1 = 10.

6. El conjunt dels nombres enters que sén solucié de 'equacié 3z — 1 = 10.

Solucio

(1) El conjunt dels nombres reals tals que el seu quadrat és 12 s’escriu com
segueix

A:{xGR:x2:12}
= {-2v3,2v3}.

(2) El conjunt dels nombres reals tals que el seu quadrat és —9 és el conjunt buit,
ja que no hi ha cap nombre real el quadrat del qual sigui negatiu.

(3) El conjunt dels nombres reals tals que el seu quadrat és major o igual que 0
s’escriu com segueix

C={zxeR:z>0}
= [0, +00).

(4) El conjunt dels nombres naturals compressos entre 3/2 i 13/3 és

D={xeN:3/2<2<13/3}
={2,3,4}.

24
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(5) El conjunt dels nombres racionals que sén soluci6 de 'equacié 3z —1 = 10 és

E={zxe€Q:3z—-1=10}
-{3}
=13
(6) El conjunt dels nombres enters que sén solucié de 'equacié 3z — 1 = 10 és el

conjunt buit perque no existeix cap nombre enter que multiplicat per 3 doni 11.

Exercici 2.2

Defineix els segiients conjunts mitjancant una condicié que compleixen tots els
seus elements:

1. {5}
2. {1,3,5,7,9,11}
3. {~1,0,1}

Solucié

(1) Es clar que
{}={reN:4<x<6}.

(2) Es clar que
{1,3,5,7,9,11} = {r € N: z és senar i x < 11}.

(3) Es clar que
{—1,0,1}:{xER:I3—x:O}

Exercici 2.3

Sén iguals els conjunts

A = {z : x és una lletra de la paraula “matematica”}

B ={a,m,i,c,t, e}

Per que?

Solucié

Es evident que
A={m,a,t e ic}

i, per tant, A = B, ja que tenen els mateixos elements.
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Exercici 2.4

Calcula el conjunt de parts dels conjunts segtients: (1) A ={1}; (2) B = {1, 2};
(3) ¢ =1{1,2,3}.

Solucié

(1) Si A = {1}, llavors
P(A) ={0,A}.

(2) Si B = {1, 2}, llavors

P(B) ={0,{1},{2},B}.
(3) Si C = {1,2,3}, llavors

P(C) = {0, {1},{2}, {3}, {1,2} . {1,3} . {2,3},C}.

Exercici 2.5

Donat el conjunt A = {a, b, ¢}, quines sén vertaderes de les seglients expressions?

a) a€A b) {b}eA c) cCA
d {ctCcA e {abc}CcA [f) AcA

Solucio

a) Es clar que a és element d’A i, per tant, és cert que a € A.

b) {b} € A és falsa, ja que {b} no és element d’A.

c) ¢ C A és falsa, ja que ¢ és element d’A i no subconjunt.

d) Es clar que ¢ és element d’A i, per tant, és cert que {c} és subconjunt d’A
e) Es clar que a,b i ¢ sén elements d’A i, per tant, és cert que {a,b,c} és
subconjunt de A.

f) A € A és falsa, ja que A no és element de si mateix.

Exercici 2.6

Donat el conjunt A = {1,2,3}, quins de les segiients relacions sén vertaderes?

a) {3}eA b) {1,2} C A ¢) 3e€P(A)
d) 0eP(A) e) 0 cCP(A) ) {2,3} cP(4)
9) {0}cP4)  h) 0e{0} i) {{1}} € P(4)

Solucid

a) {3} € A és falsa, ja que {3} no és element d’A.

b) Es clar que 11 2 s6n elements d’A i, per tant, és cert que {1,2} és subconjunt
d’A.

¢) Es clar que 3 no és subconjunt d’A i, per tant, 3 € P(A) és falsa.

d) Es clar que () C A i, per tant, és cert que ) € P(A).
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e) Es clar que (0 és subconjunt de qualsevol conjunt i, per tant, és cert que
0 c P(A).

f) Es clar que ni 2 ni 3 sén subconjunts d’A i, per tant, és fals que {2,3} C P(A).
g) Es clar que §) € P(A) i, per tant, és cert que {#} C P(A).

h) En ser () element de {(}, és cert que ) € {0}.

i) Es clar que {{1}} no és subconjunt d’4 i, per tant, és fals que {{1}} € P(A).

Exercici 2.7
Demostra que es compleixen les segiients propietats de la relacié d’inclusio:

1. Per a tot conjunt A, A C A.
2. Donats dos conjunts Ai B,si AC Bi A D B, llavors A = B.
3. Donats tres conjunts A, BiC,si AC Bi B CC, llavors A C C.

Solucio

(1) Donat qualsevol conjunt A, per definici6, tenim
ACA <= Mr)(ze A= =x€ A
Des del punt de vista logic, la implicacié
reA=zxzcA

és vertadera qualssevol que sigui x. Per tant, A C A.
(2) Donats dos conjunts qualssevol A i B, si A C B, llavors

(Vz) (r € A= x € B)
A més, si B C A, llavors
(Vz)(x € B=z € A)
Des del punt de vista logic, de les dues implicacions anteriors es dedueix
r€AzcB

per a tot x. Per tant, per definicié d’igualtat de conjunts, A = B.
(3) Donats tres conjunts qualssevol A, B'i C, si A C B, llavors

reA=zx€B
per a tot xz. A més, si B C C, llavors
reB=uzeC

per a tot x. Des del punt de vista logic, de les dues implicacions anteriors es
dedueix
reA=zxzel’

per a tot z, i per tant, per definicié, es compleix A C C.
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Exercici 2.8

Donades les segiients condicions:

P(z): x és multiple de 6

Q(z) : x és multiple de 3

(a) Demostra que per a tot z € Z es compleix la segiients implicacié

P(r) = Q(z)

i(b) si
A={z€Z:P(x)} 1 B={reZ:Q(z)}

quins de les segiients relacions és correcte A C Bo B C A?

Solucié

28

(a) Es evident que tot nombre enter que sigui multiple de 6 és també multiple

de 3. Per tant, la implicacié logica segiient
P(r) = Q(z)

és certa per a tot x € Z.
(b) Com que, per a tot x € Z es compleixen

r€A <= Px) i xz€B <= Q)
i, segons 'apartat anterior,
P(r) = Q(z)

llavors,
reEA=—2x€B

i, com a consequiencia, A C B.

Exercici 2.9
Donats els segiients intervals de la recta real
A=(-2,5] i B=][1,9

Determina els conjunts ANB, AUB, A— BiB— A.

Solucio

Tenim que ANB=1,5], AUB=(-2,9, A-B=(-2,1)iB— A= (5,9].
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Exercici 2.10

Una companyia d’assegurances té una cartera de clients U i tracta d’estudiar
algunes caracteristiques d’aquests. Sigui A el conjunt d’adults, B el de dones i
C el dels clients casats. (a) Descriu els segiients conjunts: CA, CB, CC, BNCA,
ANB, AUBiBNCC. (b) Expressa mitjancant conjunts les segiients enunciats:
(1) Adults casats, (2) Homes menors no casats i (3) Menors o homes casats.

Solucio

(a) Per definicié de complementari d'un conjunt, si A és el conjunt d’adults, B
el de dones i C' el dels clients casats, llavors CA és el conjunt de menors, 0B el
d’homes i CC el dels no casats. Com que

re€ BNCA <— zeBizelA

llavors B N CA és el conjunt de dones menors. Es clar que AN B és el conjunt
de dones adultes, i, AU B és el conjunt de dones o homes adults. Com que

reBNlC — zeBizelC

llavors B N CC és el conjunt de dones no casades.
(b) Com que A és el conjunt d’adults i C' el dels casats, llavors ANC' és el conjunt
d’adults casats. Es clar que el conjunt d’homes menors no casats és

CBNCANCC

Finalment, el conjunt de menors o homes casats és

CAu(CBnO)

Exercici 2.11

Donats tres conjunts qualssevol A, B i C, demostra que es compleixen les se-
glients relacions:

1. AUA=A1iANA=A

2. AUBUC)=(AUB)UCiAN(BNC)=(AnB)NC
3. AUB=BUAiANnB=BNA
4. AUBNC)=(AUB)N(AUB)iAN(BUC)=(ANnB)U(ANC)
5. AU(BNA) =Ai AN(BUA)=A
6. AUD=AiAND=10
Solucié

Per a demostrar igualtats de conjunts hi ha dos metodes. El primer consisteix
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a utilitzar la propietat antisimetrica de la relacié d’inclusio:
A=B < ACBiBCA

i, el segon, consisteix a expressar primer les igualtats com a enunciats de logica
proposicional i després comprovar que es tracten de tautologies. Utilitzarem
aqui tots dos metodes per a provar les igualtats indicades.

(1) Es clar que AUA = Ai AN A = A s’expressen com els segiients enunciats

r€Aoxrx €A < zcA

reEAireA < z€A
traduits com a expressions formals de la logica d’enunciats, tenim
pVp <— p 1 pAp <— p

on p esta en lloc de 'enunciat € A. Per a provar que sén tautologies hem de
construir les taules de veritat de totes dues proposicions i comprovar que en 1'alti-

p pAp (PAp)<—Dp

ma columna sén tots 1 (valor de veritat). Aixi, tenim 1 1 1
0 0 1
p|pVp | (pVp)s—=p PPAD | (pAP) =P
1|1 1 i[1]1 1
00 1 00 1

on 0 és el valor de falsedat. Per tant, totes dues igualtats sén vertaderes.
(2) Es clar que AU(BUC) = (AUB)UC i AN(BNC) = (ANB)NC s’expressen

com els segiients enunciats

r€Ao (reBoxel) < (x€AozxeB)ozxel

reAi(xeBirzel) < (r€AizeB)izel
que traduits com a expressions formals de la logica d’enunciats, tenim

pV(gVvr) +— (pvVq)Vr

PA(GAT) = (@PAQAT
on p esta en lloc de x € A, g en lloc de z € B, i r en lloc de x € C. Per a

provar que sén tautologies hem de construir les taules de veritat de totes dues
proposicions i comprovar que en 1'iltima columna sén tots 1. Aixi, tenim

plg|r|pVg|gVr|pV(gVvr)| (Vg Vr | pVigVr))<—I[pVeVr]
I[1[1]1L 1 1 1 1
1[1]0]1 1 1 1 1
1[0[1]1 1 1 1 1
1[0[0]1 0 1 1 1
01|11 1 1 1 1
0/1]0]1 1 1 1 1
0j0[1][0 1 1 1 1
0/0[0]0 0 0 0 1
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plalr|pAglaAr [ pA(ghr) | (A AT [IPA(@AT)] <= [pAg AT]
I[1[1]1L 1 1 1 1
1[1]0]1 0 0 0 1
1[0[1]0 0 0 0 1
1[0[0]0 0 0 0 1
0|1[1][0 1 0 0 1
0100 0 0 0 1
0/0[1][0 0 0 0 1
0/0[0][0 0 0 0 1

Per tant, totes dues igualtats son vertaderes.
(3) Es clar que AUB = BUA i AN B = BN A s’expressen com els segiients
enunciats

reAoxeB < xe€BozxeA

re€AizreB < zeBizxecA
traduits com a expressions formals de la logica d’enunciats, tenim
pVqg <— qgVp 1 pAqg <— qADp

on p esta en lloc de 'enunciat x € A i ¢ en lloc de x € B . Per a provar que
son tautologies hem de construir les taules de veritat de totes dues proposicions
i comprovar que en 1'altima columna son tots 1.

plg|pVg|lqVp| (pVag < (qVp)
1]1]1 1 1
1]0]1 1 1
011 1 1
0[0]0 0 1
i
pla|pAqg|arp|(pAqg) +— (gAD)
1]1]1 1 1
1/0]0 0 1
0110 0 1
0100 0 1

Per tant, totes dues igualtats sén vertaderes.
(4) Aqui, utilitzarem el primer metode per a provar AU(BNC) = (AUB)N(AUB)
iAN(BUC)=(ANB)U(ANC). Aixi, tenim

AU(BNC)Cc (AUuB)N(AUB)

AU(BNC)=(AUB)N(AUB) <« { (AUB)N(AUB) C AU(BNC)

Com que

re AUBNC) < z€AoxeBnC

r€Ao (reBizxel)
(xreAoxeB)i(xecAoxel)
re AUBize AUC
r€(AUB)N(AUC)

(N
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Per tant, AU (BNC)=(AUB)N(AUB).

D’altra banda, tenim

AN(BUC)C (ANB)U(ANC)

AN(BUC)=(ANB)U(ANC) = {MﬂBﬂMAmCM:AmeC)

Com que
reAN(BUC) <= z€Aize BUC
< x€Ai(xeBozxel)
< (zr€dizxzeB)o (xeAdizel)
< ze€ANBozxeANC
<— ze€(AnB)UANCOC)
Per tant, AN (BUC) = (ANB)U(ANCQC).
(5) Com que
xr€AU(BNA) reAoxeBNA

reAo (reBixeA)
(xreAozxeB)i(xecAoxeA)
(reAoxeB)izeA

reA

rrree

Aleshores, AU (BN A) = A.

O

‘altra banda,

reAN(BUA) re€AizeBUA

reAi (reBoxecA)
(xreAizeB)o (xeAize A
(e AizeB)oxe A

re A

feone

Per tant, AN (BUA) = A.
(6) Com que
reAU) < xe€Aoxel
< z€A

Per tant, AU = A. D’altra banda, si fos A N no buit, existiria un element
x tal que z € Aix € (), pero aixd no és possible, ja que z € () és una relacié
que sempre és falsa. Per tant, no pot haver-hi cap element en AN i, per tant,

AND=0.
Exercici 2.12

Prenent com univers R, determina els complementaris dels seglients conjunts:

(2, 400), (—00,0], (—3,1] i [0.5,0.7] U[2,3).
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Solucié

Per definicié de complementari d’un conjunt tenim

(7 OO>:( 0072]

C(—o0,0] = (0, +00)

C(-3,1] = (—o0, —3] U (1, +00)
C([0.5,0.7] U [2,3)) = (—00,0.5) U (0.7,2) U [3, +00)

Exercici 2.13

Si E és el conjunt referencial, demostra que es compleixen les segiients propietats:
1.CE=0iC0=F
2. C(CA) =

3.0(AuB)=CAnCB
4. C(AnB)=CAuUCB
Solucié

(1) Si CE no fos buit, existiria un element z tal que x ¢ E, perd aixo no és
possible perqué E és 'univers. Per tant, no pot haver-hi cap element en CF i,
com a consequencia, CE = 0.
Com que
rel) <— zeFixdl
— ze€k

Per tant, 00 = E.
(2) Es clar que E(EA) = A es tradueix com la segiient expressié formal de la
logica d’enunciats,

PSP

on p esta en lloc de 'enunciat x € A. Per a provar que és una tautologia hem
de construir la taula de veritat i comprovar que en 1'iltima columna soén tots 1.
Aixi, tenim

plop|-p|ps—p
110 1 1
0] 1 0 1

Per tant, la igualtat C (CA) = A és certa.

(3) Com que

1r€l(AUB) — z€Eiz¢ AUB
reFi(r¢gAix ¢ B)
(xeFEiz¢ A i(zxeFEiz¢B)
relAizelB

reCANCB

1rey

Per tant, C (AU B) =(0ANCB.

33
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(4) Bs clar que 0 (AN B) = CAUCB es tradueix com la segiient expressié formal
de la logica d’enunciats,
~(pAg) = 7PV g

on p esta en lloc de l'enunciat x € A i g de x+ € B. Per a provar que és
una tautologia hem de construir la taula de veritat i comprovar que en 1'iltima
columna sén tots 1. Aixi, tenim

pla|p|~q|pAg|~(PAg | PVq|(pAg) = —pV—q
1/1]0]0] 1 0 0 1
1ol 0] 1] 0 1 1 1
0[1] 1]0] 0 1 1 1
0(0] 1] 1] 0 1 1 1

Per tant, la igualtat C (AN B) = LA UCB és vertadera.

Exercici 2.14
Suposant que E és el conjunt referencial, simplifica les segiients expressions:

1. (AnCB)N(CANCB)
2. (AnBnC)u(CAuCBUCLC)

3. [An(CAUB)|U[BN(BUC)|UB

Solucio

En tots aquests apartats aplicarem les propietats de la unié i interseccioé entre
conjunts i del complementari d’un conjunt.
(1) Aixi tenim

(ANCB)N(CANCB) =(AnCB)Nn (CBNCA)
=ANn(CBNCB)NCA
=ANCBNCA
= AN (CBNCA)
= AN (CANCB)
=(AnCA)NCB
=0nCB
=0

(2) Aixi, tenim

(ANnBNC)U(CAUuCBUCC)=ANnBNC)U(CANB)uUlO)
=(AnNBNC)UL((ANB)NCO)
=(ANnBNCYUL(ANBNC)

=F
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(3) Aixi, tenim

[An(CAUB)|UBN(BUC)UB

(
=0)U(ANB)UBU(BNC)UB

(ANB)U(BNC)UB
=(ANnB)U[(BNC)U B]
(AmB)UB

Exercici 2.15
Si A = {1,2}, B = {2,4} i C = {a}, determina els conjunts segiients: (a)

Ax (BUC); (b) (CxA)N(C x B).
Solucié

(a) Es clar que
BUC ={2,4,a}

Llavors, segons la definicié de producte cartesia de dos conjunts, obtenim
Ax (BUC)={(1,2),(1,4),(1,a),(2,2),(2,4),(2,a)}
(b) De la mateixa manera obtenim
CxA={(a,1),(a,2)} vy CxB={(a2),(a4)}
Després,
(CxA)N(C % B) ={(a,2)}
Exercici 2.16
Representa graficament el conjunt A x B, sabent que A = {r e R: -3 <x <1}
iB={rzeR:0<z<2}.
Solucié
Segons la definicié de producte cartesia de dos conjunts, obtenim
AxB={(z,y) eRxR:-3<x<11i0<y<2}

Graficament, aquest conjunt representa la regio del pla assenyalada en la figura
seglient

(ANCAUANB)|U(BNB)U(BNC)UB
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Exercici 2.17
Estudiar les propietats de les segiients relacions:

1. “Ser divisor de” en el conjunt dels nombres naturals.

2. “Ser quadrat de” en el conjunt dels nombres naturals.

3. “Tenir igual area que” en el conjunt dels triangles del pla.
4. “Ser perpendicular” en el conjunt de les rectes de 1’espai.
5

. “Tenir el mateix color d’ulls que” en el conjunt dels habitants de la terra.

Solucio

(1) En N considerem la relacié “Ser divisor de”. Es evident que la relaci6 és
reflexiva (Tot nombre natural és divisor de si mateix) i, per tant, no és irreflexiva
ni asimetrica. Tampoc és simetrica (Per exemple, 3 és divisor d’i, 6 en canvi, 6
no és divisor de 3). Es evident que la relaci6 és antisimetrica i transitiva.

(2) En N considerem la relacié “Ser quadrat de”. Es evident que la relacié no
és reflexiva (Per exemple, 3 no és quadrat de 3). Tampoc és irreflexiva ja que 1
és quadrat de si mateix. No és asimetrica ni simetrica pero, en canvi, si que és
antisimétrica. No és transitiva (Sia =% i b = 2, llavors a = (¢?)? = ¢t # ?).
(3) En el conjunt dels triangles del pla considerem la relacié “Tenir igual area
que”. Es evident que aquesta relacié és reflexiva, simétrica i transitiva.

(4) En el conjunt de les rectes de 1’espai considerem la relacié “Ser perpendicular”.
Es evident que la relacié no és reflexiva (Cap recta és perpendicular a si mateixa).
Es irreflexiva, simétrica i no transitiva, com pot comprovar-se de seguida.

(5) En conjunt dels habitants de la terra considerem la relacié “Tenir el ma-
teix color d’ulls que”. Es evident que aquesta relacié és reflexiva, simétrica i
transitiva.

Exercici 2.18

De les segiients relacions binaries R, esbrina quins sén d’equivalencia i descriu
les seves classes: (a)En R, (z,y) € R siinoméssi |z —y| < 1; (b) En R — {0},

(,y) € R si inomés si 7 € Q.

Solucié
(a) La relaci6 és reflexiva, doncs, per a tot x € R es compleix
|zt —z|=0<1
També és simetrica, doncs, si |[x — y| < 1, llavors
[r—yl=I-(-yl=ly—z[<1

En canvi, la relacié no és transitiva, ja que (—1,—-0.5) € Ri (—0.5,0.25) € R i,
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en canvi, (—1,0.25) ¢ R perque
|—1-0.25/ = 1.25 > 1

Per consegiient, aquesta relacié no és d’equivalencia.
(b) La relaci6 és evidentment reflexiva, simetrica i transitiva. Per tant, la relaci6
és d’equivaléncia. La classe d'un element arbitrari a € R — {0} és

[a]:{xeR—{O}:weQ}
—{zrer—{0}:Z—q i qeQ-{0}}
={a-q:q€Q—{0}}

Per tant, si b € Q — {0}, llavors
b ={b-q:q€Q~{0}} =Q— {0}

En resum, hi ha dos tipus de classes d’equivalencia: les classes de la forma [a]
amb a € R — Qi la classe formada per tots els nombres racionals no nuls.

SRS

Exercici 2.19

En Z es defineix la segiient relacié
r=y <= x—y ¢és miltiple de 5.

(a) Demostra que = és una relacié d’equivaléncia, (b) troba el conjunt quoci-
ent Z/ =; (c) calcula un representant = de la classe a la que pertany 127 que
compleixi 8 < x < 15 i un representant y a la que pertany —34 que compleixi
5 <y <10.

Solucioé
(a) La relacié = és d’equivalencia, perque es compleixen les propietats
1. Reflexiva: x = z, per a tot x € Z, ja que x — x = 0 és multiple de 5.

2. Simetrica: x = y implica y = x per a tot x,y € Z, ja que si x — y és
multiple de 5, també ho és —(x —y) =y — x.

3. Transitiva: * = y i y = 2z implica * = 2 per a tot x,y,z € Z, ja que si
x —y iy — zs6n miltiples de 5, també ho és la seva suma x — z.

(b) Considerem un nombre enter arbitrari a i determinem la seva classe d’equi-
valencia. Tenim,

[a| ={x €Z: 2z =a}
={z €Z:x—a és miltiple de 5}
={x€Z:x—a=5k i keZ}
={a+5k:keZ}.
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Per tant, distingim 5 classes d’equivalencia:

0] = {0+5k:kezZ}={.,—10,-5,0,5,10,...

1 ={1+5k:kez}={.,—9,—4,1,6,11,...
2 ={2+5k:kez}={.,—8,-3,2,7,12,..
B ={3+5k:kez}={.,—7,-23,813,..
[4]

o

4 ={4+5bk:keZ}={.,—6,—-1,4,9,14, ...
Per tant, el conjunt quocient és

z/ = ={[0],[1,[2],[3], [4]} .

(¢) Es clar que
127 =2+5-25

i, per tant, 127 € [2]. Aleshores, un representant = de la classe a la que pertany
127 que compleixi 8 < x < 15 és 12. De la mateixa manera, observa primer que

—34=—4+5-(—6)

i, per tant, —34 € [—4] = [1]. Per tant, un representant y a la que pertany —34
que compleixi 5 < y < 10 és 6.

Exercici 2.20

Sigui A ={0,1,2,3,...} i considerem en el conjunt A x A la segiient relaci6
(a,b) ~ (c,d) <= a+d=b+c

(a) Demostra que ~ és una relaci6é d’equivaléncia i (b) troba el conjunt quocient.

Solucio

(a) La relacié ~ és d’equivalencia, doncs es compleixen les propietats:

o Reflexiva: En efecte, per a tot (a,b) € A x A, es compleix a+b=b+a i,
per tant, (a,b) ~ (a,b).

o Simetrica: En efecte, per a tot (a,b), (c,d) € A x A, si (a,b) ~ (¢,d), és a
dir si a +d = b+ ¢, llavors ¢ + b = d + a i, per tant, (c,d) ~ (a,b).

o Transitiva: En efecte, per a tot (a,b), (¢,d), (e, f) € Ax A, si (a,b) ~ (¢,d)
i(c,d) ~ (e, f), ésadirsi

a+d=b+c
c+f=d+e

llavors, sumant membre a membre totes dues igualtats, obtenim
at+d+c+f=b+c+d+e
i d’aqui, simplificant, obtenim

a+f=b+e
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i, per tant, (a,b) ~ (e, f).

(b) Considerem un element arbitrari (a,b) de A x A i determinem la seva classe
d’equivaléncia. Observa primer que

(a,0) ~ (a+k,b+k)
per a tot k € A i, per tant,
[(a,0)] = [(a + k,b+ k)]

per a tot k € A. D’aqui, obtenim que

o= 0w
= DN W N DN
S N N N

son classes d’equivalencia d’aquesta relacio.
En general,

e sia > b, llavors es compleix
[((I, b)] - [(CL - bu O)]

e sia=0b, llavors

[(a,b)] = [(0,0)]

e sia < b, llavors

[(a’ b)] = [(07 b— a)]

Per consegiient, hi ha tantes classes d’equivaléncia en el conjunt quocient com a

nombres enters.
es correspon amb 0

[(0,0)]

[(1,0)] 1
[(0,1)] —1
[(2,0)] 2
[(0,2)] —2

Exercici 2.21

En el conjunt Z x (Z — {0}) es defineix la segtient relaci6
(a,b) ~ (¢,d) <= ad=bc

(a) Demostra que ~ és una relacié d’equivaléncia i (b) Troba el conjunt quocient.
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Solucio
(a) La relacié ~ és d’equivaléncia, perqué es compleixen les propietats:

» Reflexiva: En efecte, per a tot (a,b) € Z x (Z — {0}) es compleix ab = ba
i, per tant, (a,b) ~ (a,b).

« Simetrica: En efecte, per a tot (a,b), (¢,d) € Zx(Z — {0}), si (a,b) ~ (¢, d),
és a dir si ad = be, llavors ¢b = da i, per tant, (c,d) ~ (a,b).

o Transitiva: En efecte, per a tot (a,b),(c,d), (e, f) € Z x (Z —{0}), si
(,5) ~ (¢,d) ¥ (¢, ) ~ (e, f), o sigui si

ad = be
cf =de

Llavors, multiplicat la primera igualtat per f # 0, s’obté
adf = bef
D’aqui, mitjancant la segona igualtat, obtenim
adf = bde
Ara, dividint per d # 0, es dedueix
af = be
i, per tant, (a,b) ~ (e, f).

(b) Considerem un element arbitrari (a,b) de Z x (Z — {0}) i determinem la seva
classe d’equivalencia. Observa primer que

(a,b) ~ (ak, bk)
per tot k € Z — {0} i, per tant,
[(a,b)] = [(ak, bk)]
per tot k € Z — {0}. D’aqui, s’obté

[(0,1)] ={...,(0,-2),(0,-1),(0,1),(0,2),...}

(L, ={..,(-2,-2),(-1,-1),(1,1),(2,2), ...}
[(17 2)] = {7 (_27 _4)7 (_17 _2)7 (17 2)7 (274)7 }
(2, )] ={....,(—4,-2),(-2,-1),(2,1),(4,2), ...}

son classes d’equivalencia d’aquesta relacio.
En general, hi ha tantes classes d’equivalencia en el conjunt quocient com a
nombres de la forma a/b, amb a € Z i b € Z — {0}, és a dir, com a nombres

racionals.
es correspon amb ... =

I
I
= NN [ == == O

~— — N
[ S —

| [
| roro i | == |2
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Exercici 2.22

(a) Demostra que la segtient relacié
T~y <= existeixn €Z tal que z,y € (n—1,n]

és d’equivaléncia en R. Quines son les seves classes d’equivaléncia? (b) Demostra
que els intervals de la forma (n,n + 1], amb n € Z, constitueixen una particid
de la recta real.

Solucio
(a) La relacié ~ és d’equivaléncia, perqué es compleixen les propietats:

o Reflexiva: Donat qualsevol x € R, si n és el menor nombre enter que és
major o igual que x, llavors = € (n — 1,n] i, per tant,  ~ x.

« Simetrica: Es evident que z ~ y implica y ~ z per a tot z,y € R.

o Transitiva: En efecte, si x ~ y, llavors existeix n € Z tal que z,y €
(n—1,n]. A més, siy ~ z, llavors també es compleix que y, z € (n — 1,n].
Aleshores, x,z € (n — 1,n] i, per tant, x ~ z.

Es clar que la classe d’equivaléncia de qualsevol a € R és l'interval (n — 1,7
tal que a € (n — 1,n]. A més, qualsevol altre nombre real d’aquest interval esta
relacionat amb a i, per tant, la seva classe coincideix amb la de a. En definitiva,
les classes del conjunt quocient sén els intervals de la forma (n—1,n] amb n € Z.

(b) En tractar-se d’'una relaci6 d’equivaléncia, el conjunt quocient format pels
intervals de la forma (n — 1,n], amb n € Z, constitueixen una partici6 de R.

Exercici 2.23

Es considera en R la relacié "menor o igual que'designada per <. Comprova que
< és una relacié d’ordre. Es total o parcial? Hi ha algun element maximal? Hi
ha algun element minimal?

Solucioé
La relacié és d’ordre parcial ja que es compleixen les propietats:

o Reflexiva: Per a tot x € R, és evident que x < .
o Antisimetrica: Per a tot x,y e R, si x <y iy <z, és clar que x = y.

o Transitiva: Per a tot z,y,2 € R, si x <y iy < z, llavors és evident que
Tz < z.

La relacié és d’ordre total ja que per a qualsevol parell d’elements x,y € R es
compleix x < y o bé y < z. Es clar que no hi ha elements maximals ni minimals
en aquesta relaci6.
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Exercici 2.24

En el conjunt P(A) de les parts d'un conjunt donat A es considera la relacié
d’inclusiéo C. Comprova que C és una relacié d’ordre. Es total o parcial? Hi ha
algun element maximal? Hi ha algun element minimal?

Solucioé
La relacié és d’ordre parcial ja que es compleixen les propietats:

o Reflexiva: Per a tot X € P(A), és evident que X C X.

o Antisimetrica: Per a tot X,Y € P(A),si X C Y iY C X, és clar que
X=Y.

o Transitiva: Peratot X,Y,Z € P(A),si X CY iY C Z, llavors és evident
que X C Z.

La relacié no és d’ordre total ja que, per exemple, si X € P(A), llavors A— X €
P(A) i X no és subconjunt de A — X ni A— X és subconjunt de X. Es evident
que A és un element maximal i () és un element minimal en P(A) segons aquesta
relacio.

Exercici 2.25

Es considera R amb 'ordre usual < i els subconjunts segtents: (1) Z; (2) (0,2]U
(3,5] 5 (3) (—o0, —2) U [13,19). Calcula (a) els extrems superiors i inferiors i (b)
els maxims i minims, si existeixen.

Solucio

Es clar que

7 (0,2] U (3,5] | (—o0,—2)U[13,19)
Suprem | No existeix | 5 19
Infim No existeix | 0 No existeix
Maxim | No existeix | 5 No existeix
Minim | No existeix | No existeix | No existeix

Exercici 2.26
En el conjunt A ={1,2,3,4,5,6,15,60} es defineix la relaci6

a|b <= aésdivisor de b

(a) Demostra que | és una relacié d’ordre en A. Es total o parcial? (b) Troba
el maxim, minim, suprem i infim del conjunt B = {2,3,6,15}. (c) Calcula el
maxim, minim, suprem i infim de A . (d) Hi ha elements maximals i minimals
en A?

42
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Solucié
(a) La relacié | és d’ordre, ja que es compleixen les propietats:

o Reflexiva: Per a tot x € A és evident que es compleix z | z.
o Antisimetrica: Per a tot x,y € A, six|yiy]|zx, ésclar que x = y.
o Transitiva: Per a tot x,y,z € A, siz |y iy |z, és també clar que x | z.

La relaci6 no és d’ordre total ja que 4,5 € Ai445nib14.
(b) Una representacié grafica d’aquesta relaci6 és

60

15

NN S

|
6
|
3
|
1

A partir d’ella, és evident que sup B = 60, inf B = 1, i no existeixen maxim ni
minim de B.

(c) A partir del mateix grafic de 'apartat anterior, és clar que sup A = max A =
60 iinf A=min A = 1.

(d) Els elements maximal i minimal de A son, respectivament, 60 i 1.

Exercici 2.27

Es considera en el conjunt A = {1,2,3,4,5,6} la segiient relacié
R ={(6,5),(5,1),(1,2),(6,4),(4,1),(4,2),(3,2),(5,2),(6,1),(6,2) } UA,

on A4 és la relaci6 d’identitat en A. (a) Representa graficament aquesta relacio.
(b) Calcula cotes inferiors i superiors de B = {1,4,5} i determina sup B i inf B.
(c) Calcula els elements maximals i minimals d’A. Hi ha maxim i minim d’A?

Soluci6

(a) Una representacié grafica de la relacié és

N
3

VRV RN

2
|
|
|
4
|
6

(b) Per al conjunt B només hi ha una cota inferior 6 i té 1 i 2 com a cotes
superiors. Llavors, és clar que sup B =11 inf B = 6.
(c) Per al conjunt A, observant el grafic de la relacié, es té que 3 1 6 s6n elements
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minimals i només hi ha un element maximal 2. Per tant, no hi ha minim d’A i
max A = 2.

Exercici 2.28

Es considera el conjunt ordenat Q per la relacié d’ordre usual <. Quin subcon-
junt de Q esta ben ordenat? (a) Q; (b) Els nombres enters majors que 9; (c) Els
nombres enters parells menors que 0; i (d) Els nombres enters positius multiples
de 5.

Solucio

(a) Q no esta ben ordenat ja que no té element minim.

(b) El conjunt de nombres enters majors que 9 esta ben ordenat perque és un
subconjunt de N, que esta ben ordenat.

(c) El conjunt de nombres enters parells menors que 0 no esta ben ordenat ja
que no té element minim.

(d) El conjunt de nombres enters positius multiples d’esta 5 ben ordenat perque
és un subconjunt de N, que esta ben ordenat.

Exercici 2.29

Donats A ={1,2,3} i B ={2,3,4,5}, és aplicaci6 de A en B la relaci6 entre A
i B definida per
{(1,3),(2,2),(1,5),(3,5)}

Raona la resposta.

Solucio

No és aplicacié ja que 1 € A esta relacionat amb dos elements de B i aixo no
pot passar.

Exercici 2.30

Estudia si les relacions binaries segiients en R son o no aplicacions. Quan ho
siguin, calcula el seu domini i imatge. (a) Ry = {(x,y) e R x R:y* —z = 0};
(b) Be = {(z,y) ERxR:z+y=2} (c) B3 = {(z,y) e RxR: 2% +y* =1}
i (d) Ry ={(z,y) ERxR:y=I—27}.

Solucié

(a) La relacié R; no és aplicacié ja que (1,1), (1, —1) € R;.

(b) La relaci6 Ry és aplicacio. Es clar que defineix Paplicacié f : R — R
mitjangant f(x) =2 — z. El domini de Ry és R i la imatge és també R.

(c) La relaci6 R3 no és aplicacié ja que (0,1),(0,—1) € Rs.
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(d) La relacié Ry és aplicaci6. Es clar que defineix Paplicacié f : R — R
mitjangant f(z) = 4 — 22. El domini de Ry és [—2,2] i la imatge és [0, 2].

Exercici 2.31

Es considera l'aplicaci6 f : Z — R definida per f(z) = 3z + 1. (a) Calcula les
imatges de —2,0, 3, i les antiimatges, si existeixen, de —5,4/519. Quins sén els
elements que tenen antiimatge? (b) Contesta a les mateixa qilestions prenent
com a conjunt de sortida R en lloc de Z

Solucié

(a) Les imatges de —2,0 i 3 son:

f(=2)=3-(-2)+1=-5
f0)=3-0+1=1
f(3)=3-3+1=10

Calculem les antiimatges de —5,4/51 9. Com que

flz)=-5 = 3z+1=-5
== = -2
Llavors —2 és antiimatge de —5. De la mateixa manera,
_ 4 _ 4

— $——T5

Per tant, no existeix antiimatge de 4/5 ja que —1/15 ¢ Z. Finalment,

flz)=9 = 3z+1=9
— I = %
Per tant, tampoc existeix antiimatge de 9 ja que 8/3 ¢ Z.
Observa que
fley)=y = 3z+1=y
r="—
B
Per tant,
—1
yT €Z = y— 1 és miltiple de 3
— y=1+3k,amb ke Z

Per consegiient, els elements que tenen antiimatge son
{r;=5,-2,1,4,7,...}

(b) Les respostes soén les mateixes que abans perd amb la diferéencia que ara
—1/15 € R és antiimatge de 4/51 8/3 € R ho és de 9. A més, els elements que
tenen antiimatge és ara tot R.
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Exercici 2.32

Donades les aplicacions f,g,h : Z — Z definides per f(z) =x + 2 g(z) = 4z
, i h(z) = 2® — x, esbrina si s6n injectives, exhaustives o bijectivas.

Solucié

L’aplicacio f és bijectiva. En efecte, és injectiva doncs

fle)=fly) = z+2=y+2
— =y

i també és exhaustiva ja que donat qualsevol y € Z tenim

fle)=y = z+2=y
— x=y—2€7Z

i, per tant, cada element y € Z té antiimatge y — 2 € Z.
L’aplicaci6 g és injectiva pero no exhaustiva. En efecte, és injectiva doncs

g(z)=9g(y) = 4dx=4y
— r=1y

En canvi, no és exhaustiva perque qualsevol nombre enter que no sigui multiple
de 4 no té antiimatge en Z.

Finalment, aplicacié h no és injectiva ni exhaustiva. En efecte, ja que h(0) =
h(1) =010 # 1, 'aplicacié no és injectiva. Tampoc és exhaustiva ja que, per
exemple, —1 no té antiimatge per al h no tenir solucions senceres la segiient
equacié de segon grau

zt—x=—1
?—z+1=0

Exercici 2.33

1

Donades les aplicacions f,g,h: R — R definides per f(z) = e®, g(z) = 17

, 1 h(x) = cosx, esbrina si sén injectives, exhaustives o bijectivas.

Solucio

L’aplicacié f és injectiva perd no exhaustiva. Es injectiva ja que si z # y, llavors
és evident que e* # €Y. En canvi, no és exhaustiva ja que e* > 0 per tot z € R
i, per tant, Im f = (0, +00) # R.

L’aplicacié g no és injectiva ni exhaustiva. No és injectiva ja que, per exemple ,
g(1) =g(—1)=1/211 # —1. Tampoc és exhaustiva ja que evidentment

1
0<—x<«1
1+ 22

per a tot x € R i, per tant, Img = (0, 1] # R.
L’aplicacié h no és injectiva ni exhaustiva. No és injectiva ja que, per exemple ,
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h(0) = h(2m) = 11 0 # 27. Tampoc és exhaustiva ja que —1 < cosz < 1 per a

tot x € R i, per tant, Imh = [—1,1].

Exercici 2.34
Considerem l'aplicacié f : R — {—1,1} — R definida per
2

2 —1

fz) =

(a) Si A={-1/2,0,1/2}, calcula f(A)i f~(A). (b) Esbrina si f és injectiva o

exhaustiva.

Solucié

Com que les imatges de —1/2,01 1/2 sén

llavors f(A) = {—1/3,0}.
Calculem les antiimatges de —1/2,0 1 1/2. Com que

deduim que —1/+/3 i 1/4/3 s6n antiimatges de —1/2. De la mateixa manera ,

fz)=0 = £ =0
— x2:
= x=0

Per tant, 0 és antiimatge de 0. Finalment,

f@)=3 = Fx=
— 2=

al no tenir solucions reals aquesta ltima equacié de segon grau, deduim que 1/2

no té antiimatges.

Dels resultats obtinguts, deduim també que f no és injectiva (Hem vist que

f(=1/2) = f(—1/2)) ni exhaustiva (Hem vist que 0 no té antiimatge).

Exercici 2.35

Donada una aplicacié f de A en B, considerem X,Y C Ai Z, T C B. Demostra

que es compleixen les segiients propietats: (a) X C Y implica f(X) C f(Y); (b

)
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Z C T implica f~1(Z) C f~ 1(T),()J‘"(XUY) JXOUFY); (d) f(XNY) C
FXONfY ) e) f7H(ZUT) = f1(Z )Uf HT); () f7H(20T) = f~H(2)Nf~H(T);
(8) X C [ (F(X); (0) £(F7H(2) € 25 (1) £ (CaZ) = Ca(f72(2)).

Solucié

(a) Considerem qualsevol element b € f(X). Llavors, existeix a € X tal que
f(a) = b. Ara bé, per hipotesi, X C Y, després a € Y i f(a) = b € f(Y).
D’aquesta manera hem demostrat que f(X) C f(Y).

(b) Considerem qualsevol element a € f~'(Z). Llavors, f(a) € Z i com, per
hipotesi, Z C T, deduim que f(a) € T. Després, a € f~YT). Per tant,
f=(2) c f7HD).

(¢) Provarem (1) f(XUY) C f(X)U f(Y)i(2) F(X)Uf(Y) C f(XUY).
Llavors, de (1) i (2), deduirem la igualtat. (1) Considerem qualsevol element
b e f(XUY). Llavors, existeix a € X UY tal que f(a) = b. Ara bé, si
a€e XUY, llavorsa € X oa €Y. Sia € X, llavors f(a) = b € f(X) i, per
tant, b € f(X)U f(Y). De la mateixa manera, si a € Y, llavors f(a) =b € f(Y)
i, per tant, b € b € f(X)U f(Y). En qualsevol cas b € f(X)U f(Y), amb el
que deduim que f(X UY) C f(X)U f(Y). (2) Considerem qualsevol element
be f(X)Uf(Y). Llavors, b € f(X) obe f(Y). Sibe f(X), llavors existeix
a € X tal que f(a) = b. Ara bé, si a € X, llavors a € X UY i, per tant,
fla) =be f(XUY). Sibe f(Y), llavors existeix ¢ € Y tal que f(c) = b.
De la mateixa manera que abans, si ¢ € Y, llavors ¢ € X UY i, per tant,
fle)=be€ f(XUY). En qualsevol cas b € f(X UY), amb el que deduim que
F(X)Uf(¥) € F(XUY).

(d) Considerem qualsevol element b € f(X NY'). Llavors, existeix a € X NY
tal que f(a) = b. Ara bé, sia € X NY, llavors a € X i a € Y. Per tant,
fla)=be f(X)N f(Y), amb el que deduim que f(X NY) C f(X)N f(Y).

(e) Considerem qualsevol element a € f~'(Z UT). Llavors,

a€ fY(ZUT) < f(a)eZUT
< f(a)eZ o f(a)eT
< a€fYZ) o ac fYT)

<= ac fH(Z)UfNT)

D’aquestes equivaléncies s’obté directament f~1(ZUT) = f~YZ)u f~1(T).
(f) Considerem qualsevol element a € f~1(Z NT). Llavors,

ae f7Y(ZNT) < fla)eZNT
— fla)eZ i f(a)eT
< acfYZ)iaecf YD)
= ac fTH(Z)NfUT)

D’aquestes equivaléncies s’obté directament f~1(ZNT) = f~YZ)n f~1(T).

(g) Considerem qualsevol element a € X. Llavors f(a) € f(X) i, per tant,
a€ f1(f(X)). Com a conseqiiencia, X C f~!(f(X)).

(h) Considerem qualsevol element b € f (f~!(Z)). Llavors, existeix a € f~1(2)
tal que f(a) = b. Ara bé, si a € f71(Z), llavors f(a) = b € Z. Com a
conseqiiencia, f (f~1(Z)) C Z.
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(i) Considerem qualsevol element a € f~* (B B2 ) Llavors,

CLEfil (BBZ) < f(a)EEBZ
— fla)¢ 2
= at [7(2)
<~ acls(f1(2)

D’aquestes equivaléncies s’obté directament f~* (E BZ) =C4(f71(2)).

Exercici 2.36

Si f: A — B ésinjectivai X,Y C A, demostra que (a) X = f~1(f(X)) i (b)
FXNY)C f(X)nfy).

Solucié

(a) Per I'exercici anterior, només cal provar que f~! (f(X)) C X. Considerem
qualsevol element a € f~' (f(X)). Llavors, f(a) € f(X) i, per tant, existeix
c € X tal que f(c) = f(a). Ara bé, per hipotesi, f és injectiva i, per tant,
deduim ¢ = a. Després, a € X i, com a conseqiiencia, f~1 (f(X)) C X.

(b) Per l'exercici anterior, només cal provar que f(X) N f(Y) C f(X NY).
Considerem qualsevol element b € f(X) N f(Y). Llavors, b € f(X)ibe f(Y).
Per tant, existeixen a € X ic € Y tals que f(a) = f(c) = b. Ara bé, per hipotesi,
f és injectiva i, per tant, deduim a = ¢. Com conseqiiencia, a € X NY i, per
tant, f(a) =b € f(X NY). Aixi, hem demostrat que f(X)N f(Y) C f(X NY).

Exercici 2.37
Si f: A — B és exhaustivai Z C B, demostra que f (f~4(Z)) = Z.

Soluci6

Per Pexercici anterior, només cal provar que Z C f (f~1(Z)). Considerem qual-
sevol element b € Z. Per hipotesi, f és exhaustiva i, per tant, existeix a € A tal
que f(a) = b. Després, f(a) € Z i, per tant, a € f~1(Z). D’aqui, deduim que
fla)=be f(f1(Z)). Com a conseqiiencia, Z C f (f~1(Z)).

Exercici 2.38

Donades les aplicacions f,g: R — R definides per f(x) = 2% g(x) = 2z + 1i .
Calcula (a) go f, (b) fog, (c) fol(gof)i(d)(fof)oy.
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Solucié
(a)

(9o f)(x) = g(f(z))
= g(z*)

=227+ 1

(fog)(x) = f(g(z))
= f(2x+ 1)
= (2z +1)°

(folgef)) ()= f((gof)(x))

Exercici 2.39

Sean f: A — Big: B — (C dues aplicacions. Demostra que es compleixen
les seglients propietats: (a) Si f i ¢g sén injectives, llavors g o f és injectiva; (b)
Si f i g sén exhaustives, llavors g o f és exhaustiva; (c) Si f i g sén bijectivas,
llavors g o f és bijectiva i, a més, (go f)™' = f~tog™! (d) Si go f és injectiva,
llavors f és injectiva; (e) Si g o f és exhaustiva, llavors g és exhaustiva; (f) Si
go f ésinjectiva i f és exhaustiva, llavors g és injectiva; (g) Si go f és exhaustiva
i g és injectiva, llavors f és exhaustiva.

Solucié

(a) Suposem que z,y € A tals que (go f)(z) = (go f)(y). Llavors,
9(f(@)=9g(fly) = [flx)=[f(y)

i, per tant, g o f és injectiva.
(b) Donat qualsevol z € C hem de provar que existeix € A tal que (gof)(x) = z.
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Per ser g exhaustiva, existeix u € B tal que g(u) = z. Ara, per ser f exhaustiva,
existeix € A tal que f(z) = u. Per tant,

(go f)(x) =g (f(z))
= g(u)

=z

i, com a conseqiiéncia, g o f és exhaustiva.

(c) Pels dos apartats anteriors, és clar que si f i g sén bijectivas, llavors g o f és
bijectiva. En ser f,g bijectivas, existeixen les aplicacions inverses f~!i g=! de
f i g, respectivament. Llavors,

(go ) =g (f(x)) =2 <= flz)=g""(2)
= z=["(g"(2) =g )(2)

Per tant,

i, per tant, f és injectiva.

(e) Donat qualsevol z € C' hem de provar que existeix v € B tal que g(u) = z.
Per ser go f exhaustiva, existeix x € A tal que (go f)(x) = g (f(x)) = z. Prenent
u = f(z) € B, llavors tenim que g(u) = g (f(z)) = z i, per tant, g és exhaustiva.
(f) Suposem que u,v € B tals que g(u) = g(v). Per ser f exhaustiva, existeixen
z,y € A tals que f(z) =ui f(y) =v. Llavors, g (f(z)) = g(u) 1 g (f(y)) = g(v)
i, per tant, (go f)(z) = (go f)(y). Ara bé, per hipotesi, go f és injectiva, amb el
que deduim que z = y. Després, f(x) = f(y), és a dir, v = v. En conseqiiéncia,
g ¢és injectiva.

(g) Donat qualsevol u € B hem de provar que existeix = € A tal que f(z) = u.
Es clar que g(u) € C. Per ser go f exhaustiva, existeix z € A tal que (go f)(z) =
g(u), és a dir, g (f(z)) = g(u). Ara bé, per hipotesi, g és injectiva, amb el que
deduim que f(z) = u. En conseqiiéncia, f és exhaustiva.

Exercici 2.40

Demostra que l'aplicacié f: R —{—1/2} — R — {1/2} definida per

z+3

f@) =15

és bijectiva. Calcula I'aplicacié inversa 1.
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Solucié

Vegem que f és injectiva. Per a aix0, suposem que z,y € R — {—1/2} i f(x) =
f(y). Llavors,

r+3  y+3

R — (z+3)(1+2y) = (1+2z)(y+3)
= o+ 2zy+3+6y=y+3+2zy+6x
—> by =5z
= =y

i, per tant, f és injectiva.
Vegem que f és exhaustiva. Per a aix0, donat qualsevol y € R — {1/2} hem de
provar que existeix x € R — {—1/2} tal que f(z) = y. En efecte, suposem que
x existis i vegem quin és. Llavors,
fle)=y = £E =y

= z+3=(1+4+2z)y

— r—22y=9y—3

= z(1-2y)=y-—3

— y=3

T =19y

és a dir, hauria de ser

y—3
xr =
1 -2y
Ara bé, com y # 1/2 tenim que 1 — 2y # 0 i, a més,
y—3 #_}
1—2y 2

per a tot y # 1/2. Per tant,

y—3
= R—-—{-1/2
o= R {-1/2)

i f és exhaustiva. En ser f injectiva i exhaustiva, també és bijectiva. Per tant,
f té aplicacié inversa f~1. Com que es compleix

3 -3
x 4+ PN Y

obtenim que

Exercici 2.41

Donades les aplicacions f,g: R — R definides per
f@)=a+1 vy g@)=Vz=1

calcula go fig o f!, si existeixen.
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Solucié

Les aplicacions f i g son bijectivas com pot comprovar-se de seguida. Per tant,
existeixen les aplicacions inverses f~!i ¢g=! d’i f g, respectivament.
Calcularem ara go f i fog. Aixi, tenim

(go f)(x) = g(f(z))

=g(z® +1)
=vz3+1-1
:31'3

=X

= [ (9())
f (Vo =1)
(\3/:5 1) +1

w

=1 =F 1

D’aquests resultats, deduim que f™' = g ja que fog = go f = Iz. Per
conseguent,
g lofl=gTlog=1Ix

és a dir, g7 o f~! és I'aplicaci6 identitat en R.

Exercici 2.42

Sigui ' un conjunt referencial i considerem dos conjunts finits A i B. De-
mostra les segilients propietats: (a) Si A C B, llavors #A < #B; (b)
#(AUB) = #A+ #B— #(ANDB); (c) #(AUBUC) = #A+ #B+ #C—
#(ANB)— #(ANC)— #(BNCY+ #(ANBNC); (d) #0A = #E— #A;
() # (A x B) = #A #B; (f) #P(A) = 2#4.

Solucio

Es clar que si A i B sén disjunts, llavors
#(AUB)=#A+#B

(a) Com que {A NnB,CAN B} és una particié de B, llavors

#B = #(AnB)+#(CAnB)
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Ara bé, com A C B, llavors AN B = A i, per tant, obtenim
#B = #A+# (CANB)

En ser # (EA N B) > 0, deduim
#A< #B

(b) Com que {A, CAN B}, {B, AN CB} i {A NCB,CANB, AN B} constituei-
xen particions del conjunt A U B, llavors

#(AUB) = #A + # (BnCA)

#(AUB) =#A+#(AnCB)

#(AUB) =# (ANCB) +# (CANB) + #(ANB)
Sumant ara les dues primeres igualtats i restant la tercera, obtenim
#(AUB)=#A+#B—#(ANB)
(c) Segons 'apartat anterior, tenim

#(AUBUC)=#((AuB)UC(C)
=#(AUB)+#C —#((AUB)N Q)
=H#HA+#B-#(ANB)+#C -#((AUuB)NC)
Ara bé, (AUB)NC = (ANC)U(BNC) i, per tant,

#((AUB)NC)=#((ANC)U(BN(O))
=#(ANC)+#(BNC)—#(AnC)Nn(BNC(C))
=#(ANC)+#(BNC)—#(ANBNC)

Per consegiient, obtenim

#(AUBUB)=#A+#B+#C —# (AN B)
—#(ANC)—#(BNC)+#(ANBNCQO)

(d) Com que {A, CEA} és una partici6é de E | llavors

#E = #A+# (CpA)

i, per tant,
# (CpA) = #E — #A

(e) Suposem que #A = ni #B = m. Sigui ¢ : {1,2,...,n} —> Auna aplicaci6
tal que (i) = a; € Al a; # a;si ¢ # j. Aixi, podem escriure

A={ay,a9,...,a,}
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De la mateixa manera, obtenim
B ={b1,bs,....,0n}

Llavors, els conjunts
Fy ={(a1,b1), (a1,b2),...(a1,bm) }
Fy = {(az,b1), (az,bs),...(az,bm) }

Fy = {(an, b1), (any b2)s (G, b))}
constitueixen una particié de A x B i, per tant,

HAXB)=#F +#F+---+#F,=n-m

doncs
HF\=#HF = - =#F,=m

Per tant,
#(AXx B)=#AXx #B

(f) Suposem que #A = n. Sabem que P(A) és el conjunt els elements del qual
son subconjunts d’A. Sigui 0 < m < n, quants subconjunts de m elements té
A? Aquest nombre és per definicié el nombre combinatori

()

que es calcula mitjancant la férmula seglient

(o) = =

sent el factorial d’un nombre n
nl=n-(n—1)-(n—2)----- 2-1
i, per definicio, 0! = 1. Aixi, tenim

Numero d’elements del subconjunt Nuimero de subconjunts

L 0
1 1
2 >

Llavors,
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Aquesta suma pot calcular-se mitjancant la férmula de la poténcia del binomi
de Newton

n __ n n n n—1 n n—2 n n—1 n n
(A+B) _<O>A +<1)A B+<2>A B+ +<n_1>AB +<n>B

Prenent A = B = 1, resulta

(-2

i, per conseglient, obtenim

Exercici 2.43

Suposem que en Joan menja cada mati ous o cereals per esmorzar durant el mes
de gener. Si en 25 matins ha menjat cereals, i en 18, ous, en quants matins ha
menjat ous i cereals?

Solucié

Sigui A el conjunt de dies del mes de gener que en Joan menja ous per esmorzar
i B el conjunt de dies que menja cereals. Segons la informacié de I'enunciat,
tenim #A =251 #B = 18 i, a més, és clar que # (AU B) = 31. Llavors,

#(AUB)=#A+#B—#(ANDB)
31=25+18 - # (AN B)
#(ANDB)=12

Ara bé, # (AN B) representa els dies que en Joan menja ous i cereals per es-
morzar durant el mes de gener. Per tant, en Joan menja ous i cereals en 12
matins.

Exercici 2.44

Se sap que dels 30 alumnes d’una classe 15 juguen al ping-pong i 20 al tennis. A
més, no hi ha cap alumne que no practiqui algun d’aquests dos esports. Quants
alumnes practiquen els dos esports alhora?

Solucid

Sigui A el conjunt d’alumnes de la classe que practiquen ping-pong i B el conjunt
d’alumnes que practiquen tennis. Segons 'enunciat, #4 = 151 #B = 20. Com
sabem també que no hi ha cap alumne que no practiqui algun d’aquests dos
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esports, tenim que # (A U B) = 30. Llavors,

#(AUB)=#A+#B—-#(ANB)
30=154+20—-#(ANB)
#(ANB)=5

i, per tant, hi ha 5 alumnes de la classe que practiquen tots dos esports.

Exercici 2.45

En una classe, 30 alumnes llegeixen el diari A, 20 llegeixen el B, 13 llegeixen 1I’i
A el C, 10 llegeixen el B pero no el C'; 24 no llegeixen C', 7 llegeixen I'i A el
C pero no el B, 9 llegeixen el C' pero no el A ni el B, i 11 llegeixen el A pero
no el B ni el C. (a) Quants alumnes llegeixen almenys un dels tres diaris? (b)
Quants alumnes hi ha en la classe?

Solucio

Reunint la informacié en un diagrama de Venn, obtenim

A partir d’aquest diagrama podem respondre directament les qiiestions planteja-
des. Tot i aixo, aqui el farem mitjancant les formules estudiades sobre cardinals
de conjunts finits.

Sigui E el conjunt d’alumnes de la classe, A el conjunt d’alumnes d’aquesta
classe que llegeixen el diari A, B el conjunt d’alumnes que llegeixen el diari B,
i C el conjunt d’alumnes que llegeixen el diari C'.

Per lenunciat, sabem que #A = 30, #B = 20, #(AnC) = 13,
#(BNCC) = 10, #0C = 24, #(AnCNCB) = 7, # (CNCANCB) = 9 i
#(AnCBNCC) =11.

(a) Ens demanen calcular # (AU B UC'). Segons la informacié que tenim, els
conjunts ANCNCB, CNCANCB, ANCBNCC i B sén disjunts i, a més, com

AUBUO:(AmCmCB)u(CmEAmBB)u(AmEBmEO)UB
s’obté

#(AUBUB) =#(AnCNCB) +#(CNCANCB) +# (ANCBNCC) + #B

=7+9+11+20
=47
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Per tant, hi ha 47 alumnes que llegeixen almenys un dels tres diaris.
(b) Ens demanen en aquest cas #FE. Els conjunts AN BNC, ANCBNC sém
disjunts i, a més,

ANC=(ANBNC)U(ANCBNC)
Per tant,

#(ANC)=#(ANBNC)+#(AnCBNC)
B=#(ANBNC)+7

Llavors, # (AN BN C) = 6. D’altra banda, els conjunts BNCC, ANBNC i
CAN BN C sén disjunts i, a més,

B=(Bnlc)unBnC)U(CAnBNC)
Aleshores,

#B =#(BNCC) +#(AnBNC)+#(CANBNC)
20=10+6+#(CANBNC)

Per tant, # (BA NnBN C’) = 4. Finalment, els conjunts ANC, CANBNC i
ANCBNCC sén disjunts i, a més,

C=(AnC)u(CAnBNC)u(AnCBNCC)

Per tant,
#C =#(ANC)+# (CANBNC) +#(AnCBNLC)
=13+4+9
=26
i, com
#0C = #FE — #C
deduim que
4 — A0 +H4C
=24+ 26
=50

és a dir, hi ha 50 alumnes en classe.

Exercici 2.46

En una acarnissada batalla almenys el 70 % dels combatents perden un ull,
almenys un 75 % perden una orella, com a minim un 80 % perden un brag i
almenys el 85 % una cama. Quants combatents han perdut almenys les quatre
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coses?

Solucid

Sigui A el conjunt de combatents que perden un ull, B el conjunt dels quals
perden una orella, C' el conjunt dels quals perden un brag i D el conjunt dels
quals perden una cama. Per a simplificar els calculs suposarem que hi ha 100
combatents en la batalla (En treballar amb tants per cent és igual el nombre
inicial de combatents). Llavors, per I’enunciat, tenim que #A > 70, #B > 75,
#C > 801 #D > 85. Volem calcular el valor minim de # (AN BN CND).
Sabem que

#((ANB)U(CND))=#(ANB)+#(CND)—-#(ANnBNCND)
Aleshores es té també

#£(ANBNCND)=#(ANB)+#(CND)—#((ANB)U(CN D))
Ara bé, d’altra banda, sabem que

#(ANB)=#A+#B—#(AUB)
> 70475 —100
=45

#(CND)=#C+#D —#(CUD)
> 80 + 85 — 100
= 65

Llavors, d’aquests dos resultats deduim que
#(ANBNCND)>45+65—100 =10

icom que 0 < #((ANB)U(CNC)) <100, s’obté que almenys el 10 % perd
les quatre coses.

Exercici 2.47

En una reunié hi ha més homes que dones, més dones que beuen que homes que
fumen i més dones que fumen i no beuen que homes que no beuen ni fumen.
Demostrar que hi ha menys dones que no beuen ni fumen que homes que beuen
i no fumen.

Solucid

Fem el segiient diagrama per a descriure la informacié de I’enunciat.
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ME

Si H és el conjunt d’homes i M el de dones, llavors per 'enunciat es compleix
que
#H > H#M

Si F' és el conjunt de persones fumadores i B és el conjunt de persones que beuen,
llavors per ’enunciat també es compleix

#(MNB)>#(HNF)

#(MNFNCB) > #(HNCBNCF)

Cal provar que
#(MNCBNCF) <#(HNnBNCF)

Amb l'ajuda del diagrama anterior, podem escriure
#H=a+c+e+g>b+d+ f+h=#M
#MNB)=d+f>a+c=#(HNF)
#(MNF)=b>g=4#(HNCBNCF)
Sumant membre a membre les tres desigualtats anteriors, obtenim

a+ct+e+g+d+f+b>b+d+f+h+atc+g = e>h

és a dir,
#(MNCBNCF) =b<e=4#(HNBNCF)



. Donats els conjunts segiients

A={z:2=2n 1 ne N}
B={z:x=3n i neN}
C={z:z=4n—-11i neN}
D={z:z=4n+1 1 neN}

Troba ANB, CUD,CND,CAi An(CUD).

Solucié: ANB és el conjunt de multiplesde 6, CUD = {x:x =2n+1 i n € N},
CND=0,CA és el conjunt dels nombres imparells, i AN (C'U D) = ().

. Sigui U 'univers dels conjunts A, B i C'. Simplifica les segiients expressions:

a) (ANB)U(ANCB)U(CANB)U((CANCB)

b) [(AuB)NC(BNCA)|U[(AnB)UC(BUCA)]
¢) (ANB)U(ANC)UC(CAUCB)

d) (AnB)u(AnCB)UCANC)U(ANCO)

Solucié: a) U, b) A,c) AnN(BUC)id) AuC
. Si#P (AU P(A)) 8, calcula #A.
Solucié: #A =1

. Una empresa ofereix places d’electricista, de mecanic i de fuster. Sabem que 12
persones soltliciten plaga d’electricista, 12 de mecanic, 15 de fuster, 3 d’elec-
tricista i mecanic, 4 de mecanic i fuster, 5 d’electricista i fuster i, finalment, 1
soltlicita placa de les tres coses. Calcula quanta gent ha fet alguna solilicitud.

Solucié: 28 persones

. En una reuni6 hi ha 25 persones que son medics, musics o politics. Hi ha 20
metges, 12 musics i 17 politics. Hi ha 8 que sén medics i musics, 12 que sén
medics 1 politics i 11 que s6n musics i politics. (a) Quants politics sén musics
i metges alhora? (b) Quantes persones hi ha amb una sola professi¢?

Solucié: (a) 71 (b) 8

. D’un grup de 1000 persones, 950 porten rellotge, 750 porten paraigua, 800
porten corbata i 850 porten barret. Troba el nombre minim de persones que
porten les quatre coses.

Solucié: 350

61



CAPITOL 3. EXERCICIS PROPOSATS 62

7. Comprova si les seglients coliileccions de conjunts formen una particié de N

10.

11.

12.

a) A={2n:neN}iB={2n—-1:neN}

b) A és el conjunt dels nombres primers entre si, B = {2,4,6,8,9} i C' =
{r e N:z > 10}

c) A={2n:neN}, B={2n—-1:neN}iC=B={bn:neN}
Solucié: a) Si, b) No, ¢) No

. En el conjunt A = {1,2,3,4,5,6} es defineix la relacié

r Ry <= y és multiple de x

(a) Escriu el graf de la relacié i (b) estudia les seves propietats.

] (1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,2), )
Sellusite (@) &0 = { (2,4),(2,6),(3,3),(3,6), (4,4), (5,5), (6,6) } b)) £ &

reflexiva, antisimetrica i transitiva.

Quina relacié binaria sobre un conjunt és simetrica i antisimetrica?

Solucié: La relacié d’igualtat.

De les seglients relacions, quines son d’equivaléncia? I en cas de ser-ho, quines
son les seves classes?

a) “Tenir la mateixa altura” en el conjunt dels alumnes d’una classe

C

)

b) “Ser equipoliilent” en el conjunt dels vectors fixos del pla
) “Equidistar d'un punt fix donat” en el conjunt dels punts del pla
)

d) “Estar alineats amb un punt fix donat” en el conjunt de parells de punts
del pla sense el punt fix donat

Soluci6: (a) Es d’equivaléncia i els alumnes queden classificats segons les
seves altures (b) Es d’equivaléncia i les classes sén els vectors lliures del
pla (¢) Es d’equivaléncia i les classes sén les circumferéncies de centre el
punt fix donat (d) Es d’equivaléncia i les classes sén les rectes que passen
pel punt fix donat sense contenir aquest punt.

En el conjunt dels nombres reals es defineix la relacié
z~vy = z] =yl
on |y| significa la part sencera del nombre real x. Es una relacié d’equivalén-

cia? Si ho és, quines son les seves classes?

Solucié: Observa que x ~ ¥y si i només si existeix un nombre enter n tal que
x,y € [n,n+1). Es una relacié d’equivaléncia i les classes sén els intervals de
la forma [n,n + 1) amb n € Z.

Esbrina si la relacié “x divideix y” és d’ordre en cadascun dels conjunts que
s'indiquen a continuacio, i, en el cas que ho sigui, és parcial o total? Troba els
seus elements maximals i minimals.

a) En el conjunt dels nombres naturals N
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b) En el conjunt dels nombres enters Z

Solucié: (a) Es d’ordre parcial, 1 és minimal i no hi ha elements maximals.
(b) No és d’ordre

13. En el conjunt dels nombres reals ordenat segons la relacié d’ordre usual <
es consideren els segiients subconjunts (a) A = [1,5], (b) B = (=2, —1], (c)
C = (m2r),(d) D=[2+), () E=(—5,+00) i (f) F = (—00,0). Calcula,
si existeixen, minim, maxim, infim i suprem de cadascun d’ells.
Solucié: (a) min A = infA = 11imaxA = supA =5, (b) infB = -2 i
max B=sup B = —1, (¢) infC =7 isupC =27, (d) min D = inf D = 2, (e)
inf £ = =5, (f) sup FF =0

14. En el conjunt A = {2,3,5,6, 15} es defineix la relacié
r Ry <= y és multiple de x

(a) Es una relacié d’ordre? Es parcial o total? (b) Troba maxim, minim,
suprem i infim de B = {2,3,6,15}. (¢) Troba maxim, minim, suprem i infim
de A. (d) Hi ha elements maximals i minimals d’A?

Solucié: (a) Es d’ordre parcial (b) No existeixen max B, min B, sup B, inf B.
(c) No existeixen max A, min A, sup A, inf A. (d) 2,3,5 sén minimals i 6,15
son maximals.

15. Es donen els conjunts A = {2,3,4,7,8} i B = {1,2,3,4,5,7,9}. Sigui f :
A — B laplicacié definida per

T

si x és parell
flz) = { ; si x és senar

Estudia quina classe d’aplicacié s’obté.
Solucié: Es una aplicaci6 injectiva

16. Donades les aplicacions f : R — R definida per f(z) = e*ig: [0,4+00) — R

definida per g(z) = y/x. (a) De quina classe d’aplicacions sén f i g? (b) Can-
via els conjunts de sortida i d’arribada de ’aplicacié f perque sigui bijectiva.
(c) Canvia els conjunts de sortida i d’arribada de l'aplicacié g perque sigui
bijectiva. (d) Calcula les aplicacions inverses de les aplicacions dels apartats
(b) i (c). (e) Calcula si és possible fogigo f.
Solucié: (a) f és injectiva pero no exhaustiva i g és injectiva perd no exhaustiva.
(b) L’aplicacié f : R — (0,400) definida per f(xz) = e” és bijectiva. (c)
L’aplicaci6 g : [0,4+00) — [0, +00) definida per g(x) = y/z és bijectiva. (d)
f71:(0,400) — Ramb f'(z) =Inzig’:[0,+00) — [0,+00) amb
g Y(z) =22 (e) fog:[0,400) — Ramb (fog)(z) =ev®igof:R — R
amb (go f)(x) = Ve® ja que Im f = (0, +00) C [0, +00).

17. Donada laplicacié f : R — R definida per f(z) = 2z + 1, calcula f(A) i
F7Y(A) en els casos segiients: (a) A=[1,3], (b) A=[-2,-1), (c) A=[1,+00)
i(d) A= (—o00,-2).
Solucié: (a) f(A) = [3,7)1 f~
[_3/27 _1)7 (C) f(A) [37 +00

3717 = 01 () £4) =8
F(A) = (~o0,=3/2).

)i £71(A) = [0, +00) i (d) f
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18. Sigui f: R — {1} — R — {3} definida per

731‘—1
-1

f(z)

Demostra que és bijectiva i calcula I'aplicacié inversa.

Solucié: Cal demostrar que és injectiva i exhaustiva. L’aplicacio inversa és

_ rz—1
@) = 2




Instruccions. Marca una sola resposta per pregunta. En acabar, prem el
bot6 Corregir. El camp Nota mostrara el resultat.

Corregir Netejar Nota:

1. Donat el conjunt A = {—1,0, 1}, quin dels segiients conjunts coincideix amb
A?

{reN:z*—2z=0}
{reQ:2?<1}
{reR:2?-1=0}
{x €Z:a2*<1}

Correcci6:

2. Sabent que A = {a,{a},{a,{a}}} i B = {{a}}, quina de les segiients afirma-
cions és falsa?

(a) BcCA

(b) acB

(c) {a}cA

(d) {a,{a}} € A

Correcci6:

3. Donat el conjunt A = {a,{a}}, quin de les segiients afirmacions és falsa?
(a) {{a}} CP(4)
(b) {a} € P(4)

(c) {0} cP(A)

(d) {a,{a}} € P(4)

65
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Correcci6:

4. Donat el conjunt referencial £ = {1,2,3,4,5,6} i els subconjunts A = {x € E : x és parell},
B={z € E:zésmiltiplede 3} i C ={z € E:2 <z <6}, llavors

ANnBNC =1
(AuUB)NC =C
C(AuBUCQ) = {1}
Au(BnNnC)=C

(a)
(b)
(c)
(d)

Correccio:

5. Donat el conjunt referencial E i els subconjunts A, B i C. En simplificar
I’expressio

(AnB)nClu[(AnB)nCC| U (CAn B)

m Q @

Correcci6:

6. En el conjunt dels nombres naturals es consideren les segiients relacions

xRy <= xz+y=10
rRyy < x<uy
x R3y <= =,y s6n primers entre si

Quina de les segiients afirmacions és certa?

(a R, 1 Rs s6n transitives
(b

(c
(d

) R, és simetrica i Ry és antisimetrica
) R, i Rs s6n reflexives
) Ry és antisimetrica i R3 és simeétrica

Correcci6:

7. En el conjunt dels nombres reals es consideren les segiients relacions
TRy < z?=19°
rRyy <= z(z+1)=yly+1)

quina de les segiients afirmacions és falsa?
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(a) R; i R, son relacions d’equivalencia

(b) La classe d’equivalencia de 0, segons Ry, és [0], = {0} i, segons Ry,
és [0], = {0, -1}

(c) La classe d’equivalencia de 1, segons Ry, és [1], = {1, —1} i, segons

Ry, és [1], = {1, -2}

(d) R, no és una relaci6é d’equivalencia i Ry si que ho és
Correcci6:

8. En el conjunt dels nombres naturals ordenat per la relacié "ser divisor de'es
consideren els conjunts A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} i B ={3,4,6,12}. Llavors,
quina de les segiients afirmacions és falsa?

a 314 son elements minimals de B
(c sup A = 2520

(a)
(b) Els elements maximals de A sén 6,8 1 9
)
(d) max B = 12

Correccio:

9. En el conjunt dels nombres reals ordenat segons la relacié d’ordre usual < es
considera el conjunt

A:{xER:x2+6x+5<0}
Llavors, quina de les segiients afirmacions és vertadera?
(a) sup A = —1
(b)
(c) max A = —1
(d) min A = -5

—3 és cota inferior d’A

Correcci6:

10. En el conjunt dels nombres enters es considera la relacié segiient

r =y <= x—yés multiplede 7

Si designem per [z] la classe de I'element = segons =, llavors quina de les
segiients afirmacions és vertadera?

(a) 231 € [1]

(b) (=2l = 4]

(c) —5¢€ 2

(d) Cap de les anteriors

Correcci6:
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Instruccions. Marca una sola resposta per pregunta. En acabar, prem el
boté Corregir. El camp Nota mostrara el resultat.

Corregir Netejar Nota:

1. Quina de les segiients relacions R entre A i B és una aplicacié d’A en B?

a A={1,2,34,5}, B={1,2}i R={(1,1),(3,2),(5,1), (4,1)}

(a)
(b) A=B=RiR={(z,y) eRxR:z+y*=0}
(c) A=B=RiR={(z,y) eRxR:zy=1}

(d) A=B=RiR={(z,y) eRxR:y=yz—1}

Correcci6:

2. Es defineix 'aplicacié f : R — R mitjancant f(z) = 22 + 4. Llavors,

(a) 7 {oh) ={-2,2}
(b) f(10,1]) = 0,1]
)
)

a
(c f7H(0,4)) = (0,2)
(d Cap de les anteriors és certa

Correccio:

3. La grafica d'una aplicaci6 f: R — R és

03]
06
04
02
£ 4 2 2 s 6
llavors:
(a) f és injectiva
(b) f és exhaustiva

(c) f:[0,400) — 0,1] és bijectiva
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(d) f:]0,+00) — R és exhaustiva

Correccio:

4. Considerem les aplicacions: f: R — {—-2} — R — {3} definida per

3+3
o - 53

ig:R—{3} — R definida per g(z) = 23. Llavors, quina de les segiients
afirmacions és falsa?

f és bijectiva i f~(z) = 222

f o g no és aplicacio

(a)

(b) g és bijectiva i g7 (z) = V&
)
)

3
go f ésinjectiva i (go f)(z) = (2ti)

Correccio:

5. Sigui f: A — B una aplicaci6 i suposem que #A =n i #B = m. Llavors:

(a) Si f és injectiva, llavors n < m
(b) Si f és exhaustiva, llavors n < m
(c) Si n =m, llavors f és bijectiva
(d) No pot océrrer que n < m
Correccié:

6. Si f, g son aplicacions de R en R tals que g(x) = 2% i (gof)(z) = 23—32°+3x—1.

Llavors:
()  fl@)=z+1
(b) flz)=1-2
(c) fl@)=z-1
(d) f#)=-1-x
Correccio:

7. Sigui f: A — B una aplicacié i considerem XY C Ai Z,T C B, llavors

(a) FXNY)=f(X)nf(Y)
(b) X)) =X
= f-

(c) fH(ZnT) HZ)n fHT)
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10.

(d) [ N2)=2
Correccio:

Efectuant una mostra de 1000 individus s’observa que mengen peix i carn pero
no ous 60, peix i ous perod no carn 40, carn i ous pero no peix 30, només peix
50, només carn 40 i només ous 30. Tots mengen carn, ous o peix. Quants
mengen peix?

(a) 900

(b) 750

() 800

(d) Cap de les anteriors
Correcci6:

En una classe de 100 alumnes que s’han examinat de matematiques i Fisica es
coneixen els segiients resultats: No han aprovat cap assignatura 20 alumnes.
Han aprovat les dues assignatures 25 alumnes. Han aprovat el doble d’alumnes
Matematiques que Fisica. Quants alumnes han aprovat Matematiques?

(a) 10

(b) 20

(c) 35

(d) 70
Correccio:
En el conjunt dels nombres naturals menors que 500, quants nombres no séon
multiples de 2, ni de 3, ni de 57

(a) 120

(b) 134

(c) 100

(d) Cap de les anteriors
Correcci6:

Instruccions. Marca una sola resposta per pregunta. En acabar, prem el
bot6é Corregir. El camp Nota mostrara el resultat.

Corregir Netejar Nota:
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1. Quin és el conjunt de parts de A = {1,2}7

(a) {{1}, {2}}

(b) {0, {1}, {2}, {1,2}}
(c) {{1,2},{1}}

(d) {0,{1,2}}
Correcci6:

2. SiACBiBCA,llavors...

(a) A=0

(b) B=1

(c) A=DB

(d) No es pot determinar
Correccié:

3. La interseccié de A ={1,2,3} i B = {3,4,5} és:

(a) {1,2,3,4,5}

(b) {3}

(c) {1,2}

(d) {4,5}
Correccio:

4. Dos conjunts sén disjunts quan...

(a) Tenen els mateixos elements

(b) No tenen cap element en comu

(c) Un és subconjunt de l'altre

(d) La seva unié és buida
Correccio6:

5. El cardinal de P({a,b, c}) és:
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(d) 9
Correcci6:

6. Quina de les segiients relacions és d’equivalencia?

(a) “Ser més alt que”
(b) “Ser germa de”
(c) “Tenir la mateixa edat”
(d) “Dividir”
Correcci6:

7. En el conjunt N la relacié “z divideix a y” és. ..

(a) Reflexiva, simetrica i transitiva
(b) Reflexiva, antisimetrica i transitiva
(c) Només simetrica
(d) Només transitiva
Correcci6:

8. Sigui f:R — R, f(z) = 2. Quina propietat compleix?

(a) Es injectiva i exhaustiva

(b) Es injectiva perd no exhaustiva

(c) Es exhaustiva perd no injectiva

(d) No és injectiva ni exhaustiva
Correccio6:

9. Si #A =3 i #B = 4, quants elements té A x B?

(a) 7
b) 12
)
)

a

(c 24

d 81

Correccio:

10. El conjunt dels nombres reals x tals que 2% + 1 = 0 és:
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{_17 1}

(a)

{-1}

Correccio:
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