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Aquests apunts formen la unitat d’aprendes dedicada als nombres complexos.

La unitat continua I’estudi dels conjunts numerics i introdueix els nombres com-
plexos com una ampliacié natural dels nombres reals. Aquesta ampliacié permet
resoldre equacions com 2% + 1 = 0 i proporciona una eina algebraica i geomeétrica
fonamental. L’objectiu no és només aprendre a operar amb expressions de la forma
a + bi, sind entendre 'estructura del cos dels nombres complexos, la representacié
en el pla complex, el conjugat, el modul, 'argument, la forma polar, la formula de
De Moivre i el calcul d’arrels.

El text esta organitzat seguint el model de la unitat de polinomis d’aprendes:
teoria, practica, exercicis proposats i tests interactius d’autoavaluacio.
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Els nombres complexos apareixen de manera natural quan es vol ampliar el camp
d’equacions que es poden resoldre. En els nombres reals, ’equacio

2 4+1=0
no té solucié, perque cap quadrat real és negatiu. La introduccié d’'una unitat
imaginaria i, definida per la propietat 2 = —1, permet construir nombres de la
forma

a + bi, a,beR,
i treballar-hi de manera coherent.

En aquesta unitat s’estudia primer la forma binomica i les operacions basiques.
Després s’introdueix la representacié geometrica dels complexos en el pla, el conjugat,
el modul i 'argument. Finalment es presenten la forma polar i trigonometrica, la
formula de De Moivre, el calcul de potencies i el calcul d’arrels.

Els objectius principals son:

e reconeixer i operar amb nombres complexos en forma binomica;
o calcular el conjugat, el modul i I'argument d’un complex;

o representar complexos en el pla i interpretar geometricament les operacions
principals;

e expressar un complex en forma polar i trigonometrica;
o aplicar la férmula de De Moivre al calcul de potencies;
o calcular arrels n-esimes i interpretar-ne la disposicié geometrica;

» resoldre equacions i problemes algebraics senzills amb nombres complexos.
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En el cos R dels nombres reals hi ha equacions que no tenen soluci6, com ara

24+1=0

24+r+1=0.

Per aquesta rao, el cos dels nombres reals s’amplia a un altre cos numeric en
que aquestes equacions, i de fet totes les equacions polinomiques, tinguin solucié.
Aquest nou cos s’anomena cos dels nombres complexos i es denota per C.

Com que C és una ampliacié de R, I'equacié
?+1=0
té solucid si el nou cos conté un element que faci el paper de
V-1
Aquest element es denota per 7 i s’Tanomena unitat imaginaria; per definicio, com-
pleix i? = —1.

Aleshores, I'equacid
2’ +x+1=0

té com a solucions

—1+v1-4  —-1++/-3
2 N 2
—1++3+/—1

Per tant, C ha de contenir els elements

1 V3 INRVEY
—— 4+ —1 i - — — —1.
2 2 2 2
En general, com veurem en 'apartat segiient, el cos dels nombres complexos esta
format pels nombres de la forma

a + bi,

on a i b sé6n nombres reals.
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En el conjunt R x R dels parells ordenats de nombres reals definim les dues
operacions segiients:
(a,b) + (¢,d) = (a4 ¢,b+d) (1.2.1)

(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc) (1.2.2)
El lector pot comprovar sense gaire dificultat les propietats segilients:

1. (R xR, +) és un grup commutatiu d’element neutre (0,0), en que (—a, —b) és
l'oposat de (a,b).

2. La multiplicaci6 (1.2.2) és distributiva respecte a la suma ( 1.2.1).

3. RxR—{(0,0)},-) és un grup commutatiu d’element neutre (1,0), en que el

simetric de (a,b) és
a —b
a? +b%’ a? + b?

Com a consequiéncia, (R x R, +,+) és un cos commutatiu que anomenarem cos
dels nombres complexos i denotarem per C. Un nombre complex és un element
de C, és a dir, un parell ordenat de nombres reals.

Identificarem el nombre real a amb el nombre complex (a,0) i, com a conseqiien-
cia, podrem afirmar que C és una extensié de R.

Com que

(0,1)-(0,1) = (—1,0)

és natural escriure (0,1) = 4, complint-se aleshores que > = —1, i, per tant, —1 té
arrel quadrada en C. A més, si b és un nombre real, aleshores es compleix

(0,1) - (b,0) = (0,0)

i podem escriure bi en lloc de (0,b). D’aquesta manera, si z és el nombre complex
(a,b), aleshores podem escriure’l de manera tnica en la forma

(a,b) = (a,0) + (0,b)
i, com a conseqiiéncia, és natural escriure z com
a+ b

Aquesta manera de representar un nombre complex s’anomena forma binomica.
Aleshores, a s’anomena part real de z i s’escriu

Rez=a
i b s’Tanomena part imaginaria de z i s’escriu
Imz=19

Si b = 0, diem que z és un nombre real; si a = 0, diem que z és un nombre
imaginari pur. Al nombre complex ¢ se ’anomena unitat imaginaria.
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Les operacions (1.2.1) i (1.2.2), poden escriure’s en forma binomica, operant com
en el cas dels nombres reals, tenint en compte que 2 = —1:

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i

ja que
(a+bi)+(c+di) = a+bi+c+di
= at+c+bi+di
= (a+c¢)+ (b+d)i
i
(a+bi) - (c+ di) = (ac — bd) + (ad + bc)i
ja que

(a+bi) (c+di) = (a+bi)-c+ (a+bi)-di
= ac+ bci + adi + bdi®
= ac— bd + bci + adi
= (ac—bd) + (bc + ad)i

Es clar que dos nombres complexos a + bi i ¢ + di sén iguals

a+bi=c+di m&%=@d)¢ﬁ’{zzg

quan tenen iguals les seves parts reals i les seves parts imaginaries.

S’anomena conjugat del complex z = a + bi el complex Z = a — bi. De la
definicié es dedueixen les propietats evidents segiients:

1) Rez=Rezilmz=—-Imz2

2) z ésreal siinoméssiz =z

3) z és imaginari pur si i només si z+ 2z =0

El cos C dels nombres complexos dotat de les dues operacions segiients

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i

k- (a+bi) =ka+ kbi

amb k € R, és un espai vectorial sobre R. Es immediat comprovar-ho. A més, 111
formen una base d’aquest espai, ja que son evidentment generadors

at+itb=a-1+0b-1
i també linealment independents, ja que

Al+p-i=040-1 < A=pu=0
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Exemple 1.1

Expressa en forma binomica cadascun dels nombres segiients complexos: (—2, 1),

Solucié

Recordant que el nombre complex (a, b) s’expressa en forma binomica com a+ bi,

obtenim
Parell ordenat Binomica

(—=2,1) 2+
(0, —1) —i
(—=1,-1) —1—i
(—3,0) -3

Exemple 1.2

Expressa els nombres segilients en forma cartesiana o de parell ordenat: —3, 21,
vV—=5il—+/—4.

Solucié

Recordant que ¢ és en lloc de v/—1, obtenim

Parell ordenat
-3 (_37 0)
2 (0,2)
V5= /5T = Vi (0.v/5)
l—vV—4=1-+V4-/—1=1-2% (1,-2)
Exemple 1.3
Resol les equacions segiients de segon grau en C: (a) 22 — 2z +5 = 0 i (b)

22 +9=0.

Solucio

(a) Observa que, com el discriminant de 1’equacié
A=b—4ac=-16 <0

és negatiu, I'equacié no té solucié en R. En C, les solucions sén
(-2 £/(-2?-415 2+ /16
2-1 2
24+v16-+4/—1
2

2+ 44

= 14+2
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(b) Es clar que

2=-9 = r=4/-0=4+V9-/—1=+3i

Exemple 1.4
Donats els nombres seglients complexos: 23 = —2 + 1, 20 = 4 — 31, 23 = —2

izg = —i. Calcula: (a) 21 — 20 + 23 — 24, (b) 21 — 2 - (22 + 23) + 3 - 24, ()
(z14+22) - (234 24),1(d) (121 — 2047 23) 24.

Solucio
(a)

2n—22t+2zm—24 = (—2+14)—(4—3i)+ (-2) — (=)
—24+1—4+3i—2+1
= —8+5i

21—2-(20+23)+3-24 = (-2+4)—2-(4—3t—2)+3:(—9)
- 244-2-(2—3)—3i
= —2+4+41—446¢— 3¢
—6+ 4

(21 +22) (z3+21) = (—2+i+4—30)-(—2—1)
= (2—2) (-2—1)
= —4+ 45— 20+ 24
—4+2i—2
—6+ 21

(i-21—204i-23) 24 = [i-(—=2414)— (4—3i)+i-(=2)] - (—i)
= (=2 +i*— 4+ 3i— 2) - (—i)
= (-5—1)- (=)
= 5i+i°
= —1+5i



CAPITOL 1. TEORIA
Exemple 1.5
(a) Comprova que U'invers de z = a + bi és
7 = oo b ?
oz a®+h2 a2+ b

(b) Com a aplicacié calcula els invers
1—2,22:—31123:2

Solucié

(a) Observa que es compleix

os dels nombres segiients complexos: z; =

a b . 4 a? ab . ab . v,
<a2+b2_a2+b2l)(a+b@) B A - L L
a’ b
T EiP @t
_at b
a2+ b2

i, per tant, com l'invers d’'un nombre

-1

a

si existeix és tnic, deduim que

b

a? + b2

(b) Aplicant aquest resultat, obtenim

Complex

21 = 1—2
Z9 = —31

z23 = 2

Exemple 1.6

(a) Escriu els conjugats dels nombres
z3 = —11z4 = 2i. (b) Comprova que
siz #0.

Solucié

(a) De la definicié obtenim

Complex
71 =243
Z9 = 3—1
zZ3 = —1

2’4:22

— 7
a? + b2

Complex invers

-1 1 1
211:§+§l
-1 _ 1
Z9 —§/L
-1 __ 1
Z3 =3

segiients complexos: z; = 2+ 31, 290 = 3 —1,
z-Z és un nombre real no negatiu, i positiu

Complex conjugat

Z1i=2—3
Ze =341
Zz = —1
Zi=—2
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(b) Si z = a + bi, aleshores z = a — bi i, per tant,

z2-Z = (a+bi)-(a—bi)
— 22
a® + b
és a dir, z - Z és una suma de quadrats. Per tant, z - Z és un nombre real no
negatiu; és positiu si z # 0.

Exemple 1.7

Comprova les propietats segiients de la conjugacié de nombres complexos:

a) z2=2z

Solucio

(a) Si z = a + bi, aleshores Z = a — bi i, per tant, Z = a — (=b)i = a + bi = z.
(b) Siz=a+0biiz =c+di, aleshores z+ 2z’ = (a + ¢) + (b+ d)i i, per tant,

z+2 = (a+c)—(b+d)i
(@ — bi) + (c — di)
= z+2

(¢)Siz=a+biiz =c+di, aleshores z -z = (ac— bd) + (bc + ad)i i, per tant,
z- 2 = (ac — bd) — (bc + ad)i

D’altra banda, tenim

IS
N\
|

(a —bi) - (¢ — di)
(ac — bd) + (—bc — ad)i
= (ac—bd) — (bc + ad)i

Despreés,

z-2'=Z-2

Exemple 1.8

(a) Comprova que l'invers d’'un nombre complex z pot expressar-se de la manera
seguent:
1 Z
b4 zZ-Z
(b) Mitjancant aquest procediment calcula 'invers de —1 + 2i.
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Solucié

(a) Hem vist en I’exemple anterior que si z = a + bi, aleshores

. I a b Z,_a—bi
a+bi  a?+b a2+ a2+ b2

Ara bé, segons '’exemple anterior,

Per tant,
41 a-U 7
S a+bi a2+ z-Z
Per tant, per calcular I'invers de a + bi

1
a-+ b

multiplicarem numerador i denominador pel conjugat de a+bi, o sigui, per a— bi.

(b)

1 B —1—2
—1+2  (=1+2)-(=1-2)
o —1-2
(-2 422
1 2
= ——— =1
5 5

Exemple 1.9

Expressa en forma binomica les divisions segiients de nombres complexos:

a)

1—1
2+ 3
b)
5+ 2t
1—44
c)
143
7
Solucié
Segons el exemple anterior,
1 z
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Aleshores,

ISHIES

Per tant, per calcular un quocient de nombres complexos multiplicarem nume-
rador i denominador pel conjugat del denominador.

(a)

1—i  (1—1)-(2—3i)
2+3i  (2+3i)-(2— 3i)
220 —3i+ 342
B 4 — 942
_ —1-5i
B 13
1 5.
= —— — 1
13 13
(b)
5+2  (54+2)-(1+ %)
1—4i (1 —45)- (14 49)
5420+ 200 4 87
B 1 — 1642
=342
B 17
B 3+22
17 17’
()
I4+d  (144). ()
i g (=)
—j — 42
= 1—34

Exemple 1.10

Expressa en forma binomica el resultat de les operacions segilients amb nombres
complexos:

a)
(3—1)-(2+1)
(2 + 3i) - (1 — 2i)
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b)
(243)-¢ 1+

(1+i)-(2—4) 2(2-30)

Solucié
(a)
(3—1)-(2+1) 6 — 20 + 37 — 32

(2 +3i) - (1 — 24) 2+ 3i — 44 — 642
7+
8 —i
(7T+14) - (8+1)
(8—1) - (8+1)
56 + 8i + 7i + i?

64 — 42
95 + 154
65

(b) Com que

(2+3i)-0 2i + 3¢*

(1+i)-(2—14) 2+ 2 — i — 02

A més,

I+4  (144)-(2+30)
2(2—-3i)  2(2—3i)-(2+ 30)
2+ 2i + 3i + 3i?
2(4 — 942)
1 5

— _276_}‘%2




CAPITOL 1. TEORIA
aleshores
2+3)-i  1+i
(1+i)-(2—13) 2(2-30)

Exemple 1.11

.9,
10 " 10"

7+1+<9 5>~
10 " 26 " \10 26)°

86 92 |

130 " 130"
1346,
65 ' 65

< L5
2 ' 26

)

11

Calcula les potencies successives de . Dedueix la féormula per calcular-les. Troba:

2'207’ 2'26, 2'2004 i i37.

Solucid

Per definicio, tenim

Aleshores,

i, d’aqui, obtenim:

Per tant, es compleix que

i =—1
=i i=(=1)-i=—i
=P i=(=1)i=—4=1
P=t=d = =1
=P == =
2= =q0=...=_]
Peil ===

7:7"-‘1-4'6:2'7‘

sent 0 <7 < 4. Amb l'ajuda d’aquesta férmula, obtenim

Exemple 1.12

~ . .

~

37 _ ;1449

207 _ ,L'3+4<51 — Z'3 = —4

26 _ Z'2+4-6 — i2 — |
2004 ;04+4-501 __ Z'O =1

=4l =4

Expressa en forma binomica el resultat de les operacions segilients amb nombres

complexos:

a)
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i T
21
d)
M

Solucié
(a) Com que

27 — ,L'3+4 — ,L'3 = —3

P =it =
aleshores

(" =P =(—i—i) = (-2 = -8 =8

(b) Per la férmula del binomi de Newton obtenim

=) () Q-+ -0

Els nombres combinatoris s’obtenen amb el triangle de Tartaglia de la manera
segiient

Després,

(1—14)° = 1-—>5i+10:® — 103 + 5¢* — 4°
= 1-5—-104+10:4+5—1
= —4+4

(¢) Com que
i =t =3 =
aleshores
27 _ 2—7 Z'? _ %
2i 2
_ it
2
—i?+1
T2



CAPITOL 1. TEORIA 13

(d) La successi6

és una progressio geometrica de rad ¢ amb 22 termes. Recordant que la suma dels
n primers termes d’una progressié geometrica es calcula mitjancant la formula

g :al(l—r”)
" 1—7r
obtenim
i+ 522 = M
1—1
B z'(l—z'Q)
11—
2
T 1—g
B 2i-(1+1)
(1—4)-(1+1)
B 2i + 242
1=
= —14+1

Exemple 1.13

Resol en C les equacions segiients amb una incognita z:

a)

% +22—z’_
3—i 347
b)
%
2 = 2+ 5;
1+2i+3+ 7 + 52
Solucid
(a)
z 2z — 1
= 1
3—i+3+i
(341i)z (B-9)2z—14) _ (B3-9)@B+1i)
(3-9)B+4) (B-9)B+i)  (B-9(3+1)
324+iz+6z—2z+-3i+i>2 = 9— 42

92 —iz = 11+ 3¢
(9—i)z = 11+ 3i

A
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14

Aleshores, la solucié en forma binomica és,

114 3i
Zz = -
9—1
(114 30)(9 +14)
(9 —19)(9+14)
99+ 27i 4 110 + 3¢
B 81 — 42
_ %+§
TR
B 48+19.
— o
(b)
13492 = 245
7 = 1
1+2i
zZ
Iy
1% +5—3 7
%
= 143
1+ 2 P
: o= (1+20)(=1+30)

Exemple 1.14

= —1—2i+ 3i+ 642
= —T+3

Troba els nombres reals a i b tals que

(a+2i)-(4—bi)=18—i

Solucio

Es clar que

(a+ 2i) - (4 — bi)

i, per tant,

(4a + 2b) +

= da + 8 — abi — 2bi®
= (4a+2b) + (8 — ab)i

(8 — ab)i =18 — i

Com dos nombres complexos son iguals si tenen iguals les seves parts reals i les
seves parts imaginaries, aleshores s’ha de complir

8 —ab=-1

{4a+26=18

De la primera equaci, obtenim

b=9—2a
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i, substituint aquesta expressié en la segona, tenim

8—a(9—2a) = -1
20 —9a+9 = 0

d’on s’obté a = 3 0 a = 3/2. Per tant, hi ha dues solucions:

a=3 , a
{b:?) o bé {b

3
2
6

Exemple 1.15

Resol el sistema segtient:

i+ (2—20)v=2i
u+iw=3+1

Solucio

Els sistemes d’equacions en C es resolen de la mateixa manera que en R. Re-
soldrem el sistema donat per reduccié. Multiplicant la segona equacié per —i i
sumant després membre a membre, obtenim

iu + (2—2i)v = 2
— u — % = —3i—¢?
(B-2iw = 1—i

Després,
1—34 (1—1)-(3+21) 5 1.

v = = = — — —

3-2 (3-2i)-(3+2) 13 13

Substituint el valor de v en la segona equacio, obtenim

1
u+i~(5—i> = 3+t

13 13

+1+5,_3+.

T3 T3t T !
u—§+§i
13 13

Per tant, la solucié del sistema és

38 8. . 5 1.
uU=-—+-—2-1 1 v=-—— 721
13 13 13 13

Exemple 1.16

Calcula el nombre real a perque el producte

(3+2i) - (a+ 60)



CAPITOL 1. TEORIA 16

sigui (a) un nombre real i (b) un nombre imaginari pur.

Solucié

Es clar que

(342i)-(a+6i) = 3a-+2ai+ 18i + 124>
= (3¢ —12) + (2a + 18):

(a) Perqué un nombre complex sigui real la seva part imaginaria ha de ser zero.
Per tant,

20+ 18 = 0
2a = —18
a = -9

(b) Perqué un nombre complex sigui imaginari pur la seva part real ha de ser
zero. Per tant,

3a—12 = 0
3a = 12
a = 4

Exemple 1.17

(a) Prova que si I'equacié ax?® + bx + ¢ = 0, sent a, b, ¢ € R, no té solucions reals,
aleshores les seves solucions sén dos nombres complex conjugats. (b) Generalitza
aquest resultat a qualsevol equacié polinomica amb coeficients reals, demostrant
que si z és solucié de 'equacid, aleshores també ho és el seu conjugat z . (c) Si
1+ 4 és arrel d’'una equacié de segon grau amb coeficients reals, quin és l'altra
arrel? Escriu I'equacié de segon grau. (d) Dos de les arrels de un polinomi de
quart grau amb coeficients reals sén ¢ i 2 — 7. Troba les altres arrels i escriu el
polinomi.

Solucio

(a) Per tenir C la mateixa estructura algebraica que R, és immediat comprovar
que si

a2l +Bz+v=0
és una equaci6 de segon grau amb coeficients «, 3,7 € C i a # 0, aleshores les
seves solucions complexes z; i zo satisfan les relacions segiients

21+ 2 = —— i 21 Ry = —
(07 (07

i, per aquesta rad, ’equacio de segon grau pot escriure’s també en termes de les
seves solucions de la manera segiient:

22—(21+ZQ)Z+21'Z2:0
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En particular, si aquesta equacié de segon grau té els seus coeficients en R i
suponemos que les seves solucions no sén nombres reals, aleshores es compleix
27142 €ER 1 z1-2€R

Ara bé, si z1 = a+bi i z9 = c+di, aleshores la condici6 z; + 29 € R és equivalente
a que

d=—-b
i, aleshores, la condici6 z; - 29 € R és equivalente a que
bc —ab="0b(c—a)=0

pero com b # 0 (Les solucions de I'equacié de segon grau no séon nombres reals),
aleshores

c=a
Després, si el complex z = a + bi és soluci6 (no real) d’una equacié de segon
grau els quals coeficients son nombres reals, aleshores su conjugatz = a — bi
és laltra solucié de I'equacié. En altres paraules, si una equacié de segon grau
amb coeficients reals no té solucions reals, les seves solucions sén dos nombres
complexos conjugats.
(b) Cal demostrar que si el complex z és soluci6 de I'equacié polinomica

" + ap 12" 4+ a1z +ag =0
sent a,, an,_1,...,a1, a9 € R, aleshores també ho és Z. En efecte, per les propietats
de la conjugacié de nombres complexos (vegeu ’exemple anterior), obtenim
B+ 1@ Fa1 (@)t ag = an(2?) + Gn 1 (2P + -+ a1z + ag
2+ Qp_12" 1 FTZ 4+ T
= 2"+ ap_ 12"+ H a1z + ag
= 0=0

Després, z és arrel del polinomi i, per tant, solucié de ’equacio.
(c) Segons l'apartat (a), si z; = 1 44 és solucié de I'equaci6 de segon grau amb
coeficients reals, 'altra solucié és zo = Z7 = 1 — i i, a més, 'equacié s’escriu de
la segiient manera:

22— (1t 2)zt+z-2=0

és a dir,

22-2242=0
(d) Segons l'apartat (b), si z; =i i 29 = 2 — i sén arrels de un polinomi de quart
grau amb coeficients reals, aleshores z3 =27 = —i i 24 = Z3 = 2+ s6n les altres

dues arrels del polinomi. Aleshores, el polinomi admite la segiient descomposicio
factorial

(=9 @+ [z 2= [z—(2+3)] = @ +1)[(z-2)+d][(z—2) -]
= (2*+ )-{(:1:—2)24—1}
= (22 +1)- (2> -2z +5)
= 2 —-22°+ 622 -2z +5
Per tant, el polinomi buscat és

=23+ 622 — 20 +5
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Exemple 1.18

(a) L’equaci
22° =322 —4z+1=0

pot tenir tres solucions no reals? Justifica per qué almenys una de les solucions
ha de ser real. (b) Generalitza el resultat anterior, demostrant que tota equacié
polinomica amb coeficients reals de grau senar ha de tenir almenys una solucid
real.

Solucié

(a) Segons l'apartat (b) de I'exemple anterior, si una equacié polinomica amb
coeficients reals té una solucié que és un nombre complex, també té com a
solucio el seu complex conjugat. D’aquesta manera, les solucions complexes de
les equacions polinomiques amb coeficients reals de grau major o igual que 2
apareixen per parelles de nombres complexos conjugats. Per tant, no és possible
que 'equacio

22 =322 —42+1=0

tingui tres solucions complexes. De fet, aquesta equacié pot tenir tres solucions
reals o bé una soluci6 real i dues solucions no reals conjugades.

(b) Pel raonament fet en I’apartat anterior, és evident que si una equacié po-
linomica amb coeficients reals té grau senar ha de tenir almenys una solucié
real.

Exemple 1.19

Troba dos nombres complexos tals que la seva suma és 1+ 3¢, el seu quocient és
imaginari pur i la part real del primer és 2.

Solucio

El primer complex és de la forma 2 + b, ja que la seva part real és 2. Suposem
que el segon complex és ¢ + di. Aleshores, com la seva suma és 1 + 3i, s’ha de
complir

(2+0bi)+ (c+di) = 1430

24+c)+(b+di = 1430

i, per tant,
2+c=1
b+d=3
d’on s’obté b =3 —d i c= —1. Calculant el seu quocient,
24+ B8—-d)i  2+(3—-d)i —-1—di
—1+di —  —l+di —1-—di
_ —2—-(3-—-d)i—2di —d(3 - d)i?
- 1 — d2i2

~2+d3-d)  —5-d
14 d? 14 d?
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com ha de ser imaginari pur, s’ha de complir també que

—2+4+d(3—d)
1+ d?
és a dir,
—2+43d—-d*=0

Resolent aquesta equacio, obtenim d =1 o0 d =2 i, per tant, b=2 o b= 1. Per
tant, hi ha dues solucions:

Zads 1 —1l4-4

241 1 —1+4+2

La geometria euclidea del pla proporciona una imatge adecuada del cos dels
nombres complexos.

Considerem en el pla ordinario un origen O i uns eixos de coordenades rectangu-
lars X i I. Siguin eq, e, els vectors de la base ortonormal corresponent. Aleshores,
entre ’espai vectorial V5 dels vectors lliures del pla i el cos C dels nombres comple-
xos, considerado com espai vectorial real de base (1,1), existeix una corresponncia
bijectiva definida per

C — Vs
Z2=x+ Yt <— V=€ + ye

Al vector lliure v = xe; + ye, associat al complex z = x + yi correspon un vector fix
d’origen O i extrem el punt P de coordenades (x,y) que s’anomena afix del nombre
complex z.

4 P=(xy)
O g

m

=

™

m

E

ui]

w'
=

X

e, Eje real



CAPITOL 1. TEORIA 20

D’aquesta manera, entre el pla ordinario i el cos dels nombres complexos queda
establerta una bijeccié que el converteix en lo que s’anomena pla complex. Els
complexos que sén nombres reals tenen per afixos els punts de I'eix X, i els que séon
nombres imaginaris purs, els punts de I'eix Y. Aquesta és la rad per la qual aquests
eixos s’anomenen aleshores eix real i eix imaginari del pla complex, respectiva-
ment. Tanmateix, aquestes denominacions séon un abus del llenguatge, ja que tant
el eix Y com el pla XY estan descrits per punts de coordenades reals.

En particular, els afixos dels nombres complexos z i —z sén dos punts simetrics
respecte de l'origen O, i els afixos dels nombres complexos z i Z sén dos punts
simetrics respecte de l'eix X.

Hinieiitee el Eininiainiailelil I{XJ:"":'
o X
(—X,—:..":I :"é """""""""" 'z' (X, _:"":'

Exemple 1.20

Representa graficament els nombres segiients complexos: z; = 5 + 62, 20 = 3,
23:5i, Z4:—5+3i, 252—4, 26:—3—5i 5 27:—3212’8:3—42

Solucio
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Exemple 1.21

Quina figura formen els afixos dels complexos z tals que z +Z = 27 I els que
compleixen que z — Z = 2i?

Solucié

Si l'afix de z és el punt de coordenades (z,y), aleshores 'afix de z + Z és el punt
(2z,0). Per tant, segons l’enunciat, ha de ser 2z = 2, o sigui, z = 1. Com a
consequiencia, els afixos dels complexos z tals que z + Z = 2 formen la recta
x=1.

De la mateixa manera, l’afix de z—% és el punt (0, 2y). Per tant, segons I'enunciat,
ha de ser 2y = 2, o sigui, y = 1. Com conseqiiéncia, els afixos dels complexos z
tals que z — Z = 2¢ formen la recta y = 1.

Exemple 1.22

Si l'afix del complex z és el punt de coordenades (—2, 1), quins sén els afixos de
I'oposat i del conjugat de 27

Solucio

Com els afixos dels nombres complexos z i —z sén dos punts simetrics respecte
de lorigen O, deduim que l'afix de —z és el punt (2, —1).

Com els afixos dels nombres complexos z i Z sén dos punts simetrics respecte de
I'eix X, deduim que I'afix de z és el punt (—2,—1).

Si P i@ son els afixos de dos nombres complexos z; i 29, i es compleix
OP + 00 = OR

aleshores R és 'afix del complex suma z; + 2o, ja que per sumar vectors d’origen O
basta amb sumar les seves components respecte dels eixos de coordenades; observa
que 21 + 23 és la diagonal del paral - lelogram que determinen z; i 2s.

b
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Per tant, 'aplicacié de C en C que z —— 2+ 2y representa geometricament una
translacié de vector associat el complex zj.

Exemple 1.23

Donats els punts O = (0,0), P = (2,-3) i @ = (—1,4), troba les coordenades
del punt R perque els punts OPR(Q) formen un paral - lelogram.

Solucid

Els punts P i ) sén els afixos dels nombres complexos z; =2 —3i1 29 = —1+44,
respectivament. Aleshores, el punt R és 'afix de la suma

1tz = (2—3i)+ (—1+4)
= 1+

és a dir,
R=(1,1)

Exemple 1.24

Calcula el transformat del punt (2, 3) per la translacié del vector de components
(1,1).

Solucio

El punt (2, 3) és 'afix del complex z = 2+ 3i. Considerem el complex zp = 1+
que té com vector associat el de components (1,1). Aleshores, el transformat
del punt (2, 3) és I'afix del complex suma

z2+z0 = (243i)+(1+79)
= 3+4

és a dir, el punt de coordenades (3,4).

S’anomena modul d’un nombre complex z = x + iy i es denota per |z| a la
norma del vector v = xe; + ye, associat a z, és a dir,

|2l = lIvll = y2* + y?

De les propietats de la norma euclidea es dedueixen enseguida les propietats del
modul d’un nombre complex:

1. |z| =0siinoméssiz=0
2. |z = 2] - ||

3. |2+ 2| < |z + |7
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i d’aquesta manera ’aplicacio

C — RT

és un valor absolut en C. Aleshores podem anomenar |z| valor absolut de z, pero el
costum fa que es prefereixi el terme modul.

¥
|z = %7 +y® v

S’anomena argument d’un nombre complex no nul z = x + 7y a la mesura de
I’angle orientat o que determina el vector e; amb el vector v = xe; + ye, associat
a z. L’argument d’'un nombre complex z es denota per arg z. El argument no esta
definit de manera univoca, ja que si ag és argument de z

ag+ k-2

amb k € Z, també ho és. Per evitar ambigiitats, recomanem utilitzar el valor
principal de 'argument de z, que es defineix mitjancant 0 < o < 2m. Per calcular-
lo, observa que si a = arg z aleshores es compleix

tana = ¥

X

i, d’aqui resulta que

arg z = arctan (y) o bé argz=m+ arctan (y)
x x

i escollirem el que correspongui en funcié del quadrant en que es trobi 'afix del
complex z.

De la representacié geomeétrica d’un nombre complex z es dedueix de manera
immediata les propietats segilients:

1) |—z| =|z| iarg(—2z) =argz+
2) |z| = |z iarg(z) = —argz
Exemple 1.25

Sense fer calculs, troba el modul i 'argument dels segiients nombres complexos:
3, —2, 11 —4i.
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Solucié

Representant graficament els nombres complexos donats s’obté de manera im-
mediata que
Complex Modul Argument

3 3 0
-2 2 78
) 1 g
—41 4 =

Exemple 1.26

Calcula el modul i argument dels nombres segiients complexos: (a) z; =1 —
i(b) zp=—¥2 4 Y2

Solucio

(a)
1] = /12 + (=1)2 = V2

i, si @ = arg 21, aleshores

tana= Lt =-1 — {

i ates que 'afix de z; és en el quart quadrant, és

T
argz = —

RS EGE

i, si § = arg 2y, aleshores

(b)

tan o = 2j/§:—1 _— {
2

i ates que 'afix de z; és en el segon quadrant, és

3T
arg zo = T

Exemple 1.27

Sense efectuar les operacions indicades, calcula el modul dels segiients nombres
complexos:

a)

4+ 3i
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b)
3i
(3—4i) - (=1 +1)

Solucié

Primer observa lo segiient: si z # 0, aleshores

1
g = =1l
z

i, per tant,

z-—|=1

z

De aqui, per les propietats del modul, obtenim

Després,

a) Com que
(a) q
443 =V 132 =5

i pel que acabem de veure, obtenim

‘ 1 1 1
4+3il  |4+3i] 5
(b) Com que
13i| =3
|3—4i|=5
-1+ =2
i per les propietats del modul, obtenim
31 2 1
g 7 -
(3—4i)-(—1+1) (3—47)-(—1+1)
34 :
= VARE
(3—4i)-(—1+1)
1
— |34 -
3 B =@ )
34 :
o VAR
|3 — 4| - |—-1 44|
3 3V2

5v2 10
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Exemple 1.28
(a) Prova que si z # 0, aleshores

=1 _
|

(b) Prova que un nombre complex z és unitari (Té modul igual a 1) si i només

si 27! = 7. (c) Com a aplicacié del resultat obtingut en el primer apartat, sense

efectuar les operacions indicades, calcula el modul de

1
—3—4

Solucio

(a) Si z = x + yi, aleshores
2 Z=x2"+19

i es compleix

2| =Vz-z
i, per tot nombre complex z # 0, segons I’exemple anterior, obtenim

i z Z

En particular, d’aqui es dedueix que un nombre complex z és unitari (té modul
1) si i només si 271
(b) Per l'apartat anterior, és evident que

=Z.

=z &= |7|=1

(c) Per 'apartat (a), és evident que

_ Z H
1= =
Ed IEL
i, per tant,
’ 1 |—3 + 4 61
—3—4i| 25

(JEr+ap) B8

Exemple 1.29

Calcula el valor de a perque
a+1
2414

tingui modul /2.
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Solucié
Com que
a+i| la+i  +Va?+1
2+il 244 VAF1
aleshores
va?+1
a“ + _ \/§
V5
i, per tant,
Va2 +1=+10
Després,
a+1 = 10
a> = 9
és a dir,
a=3 o a=-3
Exemple 1.30
(a) Prova que el modul de
1+ as
A—
11—

és 1. (b) Calcula a perque arg z = arctan(3/4).

Solucié

(a)

1+ai| [1+ai]l  V14+a?
1—ail |l—ai] 1+(—a)2_

(b) Expresando z en forma binomica, tenim

l4+ai (14 ai)?
1—ai  (1—ai)-(1+ ad)
14 2ai 4 a*?
B 1 — a2i2
1—a? 2a

]

1+a2+1—|—a2

Si arg z = arctan(3/4), aleshores

3
1= tan(arctan(3/4)) = 12 —

Resolent 1’equacio

27
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s’'obtenen els valors @ = —3 i a = 3. Ara b¢, I'angle arctan(3/4) és del primer
quadrant. Per tant, la part real i la part imaginaria de z han de ser positives, i
I"inic valor admissible és

Exemple 1.31

(a) Donats dos nombres complexos z i 2’ els quals afixos sén els punts P i @,
respectivament. Justifica la igualtat segiient:

|2/ — 2| = d(P,Q)
(b) Quina figura determinen els afixos dels nombres complexos z tals que
|z —(a+bi)| =7

sent a,b,r € R. (c) Troba els nombres complexos z que satisfan

|z —i| =1
|lz4+i =1
Representa els afixos d’aquests nombres complexos.

Solucié

(a) Si P i@ sén dos punts del pla euclideo, O? i @ son els seus vectors de

posicion, la distancia entre ells es defineix per

Si ara interpretamos els punts P i ) com els afixos dels nombres complexos z i
2, aleshores OP i OQ) sén vectors associats a z i z’. Per tant, s’ha de complir

2 — 2| = |08 - O = (P, Q)

(b) Segons el que acabem de veure, si 'afix de z és el punt ) de coordenades
(z,y) i l'afix de a + bi és el punt P = (a,b), aleshores

|z — (a+bi)| = d(P,Q) = /(x — a)2 + (y — b)?

Després, I'equacio6

|z —(a+bi)| =7

és equivalente a

Ve —a2+y-b2=r
és a dir,

(@ —a) + (y— b =7
Les solucions d’aquesta equaci6 es representen en el pla com una circumferencia
de centre (a,b) i radi r.
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(c) Segons 'apartat (b), les solucions de 1'equacié
|z —i|=1

es representen en el pla com una circumferéncia de centre (0,1) i radi 1. De la
mateixa manera, les solucions de I'equacio

|z +i| =1
formen una circumferencia de centre (0,—1) i radi 1. Per tant, les solucions del
sistema

|z —i =1

|z +i =1

son la interseccié de dos circumferencies que sén tangents en el origen. Després,
la solucié d’aquest sistema és z = 0.

Exemple 1.32

Al multiplicar un complex per ¢ s’obté un altre complex de modul 5 , part real
—4 i el seu afix esta situat en el tercer quadrant. Calcula aquest complex.

Solucio
Suposem que el complex és a + bi. Aleshores,

(a+bi)-i = ai+ bi
= —b+aw

i com la part real del producte és —4 i el seu modul és 5, ha de complir-se

G raims

ésadir,b=41i

V16+a?=5

Despreés,
164+a® = 25
a®> = 9
i, per tant, a = 3 0 a = —3. Ara bé, com l'afix d’aquest producte ha d’estar

situat en el tercer quadrant, deduim que a < 0. Per consegiient, el complex que
busquem és
-3+ 40
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Fins ara hem vist que un nombre complex z pot escriure’s de dos maneres di-
ferents. La primera, anomenada forma cartesiana, consisteix en escriure z com
un parell ordenat (x,y); les components de aquest parell se interpreten geometrica-
ment com les coordenades de 'afix de z. La segona, anomenada forma binomica,
consisteix en escriure z com z + yi; x és la part real e y és la part imaginaria de z.

Ara donarem altres dos maneres de escriure un nombre complex: forma polar i
forma trigonometrica.

Si un nombre complex z # 0 té modul r i argument «, s’anomena forma polar
o modul-argumental de z al parell (r, «), representat sovint per 7.

Y —_—
£y
21 i
¥
a=argz§
: X
O X

La la igualtat de nombres complexos es tradueix de la manera segiient

ra =71 <= r=rid=a+k- 27

sent k € Z.

Donat un nombre complex no nul en forma binomica z = x + 7y, aleshores les

relacions segiients
r = /12 + y2

)
t = & 1.4.1
ana = — ( )

permeten determinar la forma polar r, de z. Recorda que hi ha dues angles que
cumplen (1.4.1): si y > 0, es pren o € (0,7), i si y < 0, es pren a € (m,27). Si
x =0, podem prendre § = 7/2siy > 0,160 =37/2 quan y < 0.

A partir del modul r i 'argument « del complex z trobarem les coordenades de
I’afix de z mitjancant les formules

T =T COS
Yy =rsina
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i, per tant, 'expressi6 de z en forma binomica. De fet, les equacions anteriors
constituyen les formules del canvi de coordenades polares a cartesianes.

Exemple 1.33
Escriu en forma polar els nombres seglients complexos:

3,(—4,0), 54, (0,—2),3%,2 + 2i i v/3 —i.

Solucio

Els cinc primers complexos s’escriuen en forma polar de manera immediata:

Complex  Modul Argument Forma polar

3 3 0 30
(—4,0) 4 m 4,

5i 5 z Bz

2

0, —2) 2 —1 2z

P =P=—q 1 —z 1z

Per escriure en forma polar z = 2 4 2¢ calculem el seu modul i su argument:
L =VET P =23
i, sabent que l'afix de z és en el primer quadrant,
tanaz%zl = a=7

Per tant, la forma polar de z = 2 + 2i és

(2v2)

=
4

De la mateixa manera, per escriure en forma polar 2’ = v/3 — i, tenim

21 =/(v3)' + (12 =2

i, ates que 'afix de 2’ és en el quart quadrant,

—_ 1 _ _ 3 __x
tan o = 7= 2 = a=—§

Per tant, la forma polar de 2’ = /3 — i és

2_=x
6

Exemple 1.34

Escriu en forma binomica els nombres seglients complexos: 2¢, 37, 1z, 52z, 4z i
2

(V3) -

4
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Solucié

Els cuatro primers complexos se escriben en forma binomica de manera inmedi-

ata:
Forma polar Forma binomica

% 2

3. —3

1x i

5an — 5
2

Per escriure en forma binomica z = 4§ calculem les coordenades del seu afix:

3

r=4cosZ =2
y:4sin§:2\/§

Per tant, z = 4z escrito és forma binomica és
2 4 2v/3i

3m

De la mateixa manera, per escriure en forma binomica z = (\/§> calculem les
T

coordenades del seu afix:

{I:\/gcoszzr:—\éi
— <3 A2
y—\/gsnflz—T

Per tant, z = (\/§> 5, escrito és forma binomica és
T

V2 V2
-+ =
2 2
Exemple 1.35

Si z = 5=, escriu en forma polar 1 bindmica els complexos —z i Z.
6 )

Solucié
Per la posiciéon dels afixos és evident que
zZ —Z z
Modul ror r

Argument o a+71 —«a

Després, si z = r,, aleshores —z =r,., 1 Z =r_,. D’aquesta manera, obtenim

Per escriure en forma binomica z = 5% calculem les coordenades del seu afix:

{5625(308225\2/g
— S (<
y=>5sing =3
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Per tant, z = 5z escrito és forma binomica és

5
5v3 5.
2 2
Aleshores, és evident que
5vV3 5
—_— = —— — —
2 2
i
S22

Exemple 1.36

Calcula a i b perque

Solucio

Primer escriurem (ﬂ) en forma binomica. Com que

ISE

{ :L’:\/icos%:

1
y:\/ﬁsingzl

aleshores la forma binomica del complex considerado és 1 4 7. L’equacio

3+ bi 1

també pot escriure’s de la manera segiient

a+22 144
= 7
3+ b
Després,
a+2i = (3+b)-(1+1)
a+2i = 3+bi+31—b
a+2i = 3—b+(b+3)
i, per tant,
a=3—0b
2=0+3
d’on es dedueix a =41 b= —1.

Donat un nombre complex z = r, en forma polar, la segiient figura

33
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\:{f —_—
£y
21 i
¥
a:argzi
¢
C X

mostra que es compleixen les relacions segiients
r=rcosa 1 y=rsna

de manera que qualsevol nombre complex no nul z = x + yi de modul r i argument
a es pot escriure de la manera segiient:

z=z+yi=rcosa+rsina-i=r(cosa+isina)

Decimos que un nombre complex viene donat en forma trigonometrica quan
s’escriu asi
r(cos a + i sin )

Donat un nombre complex no nul en forma binomica z = x + iy, aleshores les

relacions segiients
r = /ZEQ + y2

sinHzL i cosf = *

permeten determinar la forma trigonometrica de z.
Exemple 1.37

Escriu  en forma trigonometrica els nombres seglients complexos:

3,(—4,0),54,(0,—-2),7%°,2 4+ 2i,/3 — i i 31s.

Solucié

Per escriure un complex en forma trigonometrica hace falta conocer el seu modul
i el seu argument. Basandonos en els resultats obtinguts en el exemple anterior,
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tenim

Complex  Modul Argument  Forma trigonomeétrica
& 3 0 3(cos0 + isin0)

(—4,0) 4 T 4(cos +isinm)

51 5 5 5 gcosg + sin 72?
(0,-2) 2 =2 2 (cos(—%) +isin(—-3
3% =33 =4 1 —Z E:os ( g)>+ isin (—g>>>
2+ 2 22 1 22 (cos% + 4 8in %)
V3—i 2 —g 2( S( >+lsm( %))

31n I (cos T +isin 7“)

Exemple 1.38

Escriu en forma binomica i en forma polar els nombres segiients complexos: (a)
2(cos210° + isin 210°), (b) cos30° — isin30°, (c¢) 4(— cos60° + isin60°) i (d)
— c0s45° — 1sin 45°.

Solucio

Per pasar de la forma trigonometrica a la forma binomica calcularem les raons
trigonometriques i efectuarem l'operaci6 indicada. Asi, tenim
(a) La forma binomica de 2(cos210° + i sin 210°) és

2(-‘/3—;):—\/3—@'

2
La forma polar d’aquest nombre complex és evidentmente
2%
(b) La forma binomica de cos 30° — isin 30° és

V3 1.

2 2

Per trobar su forma polar, observa que el complex cos 30°—1 sin 30° és el conjugat
de cos 30° + isin 30°. Per tant, la forma polar d’aquest complex és

1

ol

(c) La forma binomica de 4(— cos60° + i sin 60°) és
1 3
4 <—2 + {2) = —24+2V3i

Per trobar su forma polar, observa que el complex 4(— cos60° + isin60°) és
I'oposat del conjugat de 4(cos60° + isin 60°). Per tant, la forma polar d’aquest
complex és

4—%+7T — 42%
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(d) La forma binomica de — cos45° — isin45° és

36

Per trobar su forma polar, observa que el complex — cos 45° — i sin 45° és 'oposat

de cos45° + isin 45°. Per tant, la forma polar d’aquest complex és

1%_;’_71- = 1%

Exemple 1.39

Si z = —2 — 24/34, escriu en forma trigonometrica els complexos —z i Z.

Solucio

Primer escriurem z en forma trigonometrica. Calculant el modul i 'argument

de z, obtenim

2| = \/(—2)2 + (—2\/5)2 =4

i, com l'afix de z es troba en el tercer quadrant,

tana:—_z‘f:\/g — 04:4?”

Per tant,

4( 47T+, . 47r>
z =4 (cos — —+isin —
3 3

i, d’aqui, deduim que

4< 4T . 47r)
—z = —Ccos — — is8in —
3 3

_ 4< 4 . 47r)
Z=4(cos— —isin —
3 3

Exemple 1.40
Troba el complex que al sumarlo amb

142
%= 2

s’obté un altre complex de modul v/2 i argument 45°.

Solucié

Si z és el complex que busquem, segons I’enunciat, s’ha de complir

zZ+ 1+i.:(\/§>

45°
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La forma trigonometrica del complex (\/5) és

45°

V2(cos 45° + i sin 45°)

i, per tant, su forma binomica és

ﬁ(?—l—?i):l—w

Per tant,
14 1414
g = 7 —
2 — 2
Efectuant I'operacio, obtenim
1412 14+2)(2+ 22
Laio —l—z. _ 14io ( —H?( 4 z?
2—2i (2 —24)(2 4 24)
4q
= 14+7— —
8
1
= 1+ =i
+ 22
Per tant,
1
— 14+ =4
z + 2@

Donats dos nombres complexos escrits en forma trigonometrica
z1 =r1(cosag +isinag) 1 23 = ra(cosag + isinay)
aleshores, calculant el seu producte
2129 = 11-7T(cosa; + isinay)(cos s + isin as)

= r1-rof(cosay - cosay —sinay - sinay) + i(cos a; - sinag + sin oy - cos as)|

= r1-rofcos(ag + ag) +isin(a + as)]
(3) Per trigonometria sabem que

cos(aw+ ) = cosa - cos f — sin« - sin 3

sin(a + ) = sina - cos § + sin 3 - cos «
obtenim
21 - 29 =11 - rocos(ag + ag) + isin(ag + as)]
i, com a conseqiiencia, deduim que I'argument del producte de dos nombres comple-

x0s ¢s la suma dels arguments dels dos nombres complexos:

arg(zy - z3) = arg z; + arg 2z,
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|21 - 20| = |21] - |22

Aquest resultat proporciona una interpretacié geometrica del producte de dos nom-
bres complexos. En efecte, aplicant I’homotecia de centre O i rad ry al triangle
OPQ, s'obté el triangle semejante OP'Q’ en qué OQ’ = 15 i OP’ = 1| - 5. Aplicant
después al triangle OP’Q)’ un gir de centre O i angle «a», s’obté el triangle semejante
OP"Q" en qué OP" =1, -5 i 'angle P"OQ" és ay.

ke =LAV 1

Aleshores, per construccio, I'afix del producte z; - 29 és el punt P”, ja que el modul
del vector OP” és ry-ryiel angle P"OQ és oy + as.

Per tant, I'aplicacié de C en C que z —— =z - 2y representa geometricament la
composicié d’'una homoteécia de centre 'origen i rad |z| i un gir de centre 1'origen
i angle arg zj.

En particular, obtenim les transformacions segiients geometriques:

1) Si zp = 1,, aleshores la transformaci6é z — z-1, representa un gir de centre

I'origen i angle a.
2) Si zg = rgo, aleshores la transformacié z — z-rg. representa una homoteécia
de centre l'origen i rao r.

Exemple 1.41

Calcula el transformat del punt (1,2) per 'homotecia de centre l'origen i raé 2,
seguida del gir de centre 'origen i angle 30°.

Solucié
El punt (1,2) és l'afix del nombre complex z = 1 + 2i. Considerem el nombre

complex zy de modul 2 i argument 30°

2o = 2(cos30° +isin30°)
V3 1
= V3+i
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Aleshores, el transformat de (1,2) és I'afix del producte

-2 = (V3+14) (1+20)
= V3+i+2V3i—2
V3 — 2+ (1+2V3)i

és a dir, el punt

(\/5—2,1+2\/§)

Exemple 1.42

Calcula el transformat del punt (1,2) per un gir de 60 ° amb centre en 'origen.

Solucid

El punt (1,2) és l'afix del complex z = 1 + 2i. Considerem el complex unitari
de argument 60°
V3.

o .. o_]'
cos 60° + 7 sin 60 —2—|— 5 1

Aleshores, el transformat del punt (1,2) és 'afix del producte

(1 + 2) - (; + \/§z>

5 +z+£z+\/_l

1
2
V3 .
- (2 v3) + (1 )
és a dir, el punt de coordenades

(;—\/5,1+\f>

Exemple 1.43

Donat el triangle de vertexs A(1,1), B = (3,2) i C' = (2,3), calcula els vertexs
del seu transformat segons una homotecia de centre l'origen i ra6 3 seguida d’'un
gir de centre 'origen i angle 45°.

Solucio

Els punts A(1,1), B =(3,2) i C' = (2, 3) sén els afixos dels complexos z4 = 141,
z2p =34 2i 1 zc =2+ 3i. Aleshores, els afixos dels complexos

2y = 24+ 3450
Z/B = ZB " 3450
26 = 20+ 3450
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son els vertexs del nou triangle. Com

za = (141)-3(cos45° + isin45°)
L (3V2  3V2
= (1+z)-<2 +—- z)
= 3v2

zp = (34 2i)-3(cos45° + isin 45°)
3V2  3v2
= (3+2i)- <\/_+\/_@>
2 2
3v2 | 152
o T

zor = (24 3i) - 3(cos45° + isin 45°)
3vV2  3v2
— (2+3i)~<\/_—|—\/_i>
2 2
3v2  15v2
5t

0
aleshores les coordenades de aquests vertexs son

A= (0,3v2)

B 3\/§ 15\/5
/_ \;7 \27
3vV2 152
Cl— —72’72>

La forma polar no pot utilitzarse per sumar o restar nombres complexos.

Hem vist en 'apartat anterior que
/ /
arg(z-z') = argz +argz
. i — o alesh
1, per tant, s1 z =1, 12" = r,,, aleshores

To Ty = (11 )orar

40
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Exemple 1.44

Calcula el producte 2z - 3z 1 expressa el resultat en forma binomica sense usar
la calculadora.

Solucio

Es evident que

25 -3z = (2:3)s,z = 61

Passant aquest nombre complex a la forma trigonometrica, tenim

Sl

s
4

I

o
3

‘w0 0 | o o
6 (cos T + 4sin 12) = 6(cos 105° + i sin 105°)

Per trigonometria, tenim

cos 105° = cos(60° + 45°)

= ¢0s60° - cos45° — sin 60° - sin 45°

sin 105° = sin(60° + 45°)
= sin60° - cos 45° + sin 45° - cos 60°
1 V2 V2 V3
272 T2 2
V2 + V6
4

Per tant, el resultat de 'operacié en forma binomica és

L=, el Pl el

4 4 2 2

Hem vist que si z # 0, aleshores
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Per tant,
() = we(ip )
arg| —| = arg|—5-7%
z ||
1 _
= arg <2> + arg(2)
z
= 0—a=—a

i, com a conseqiiencia, si z = r,, aleshores

ja que

Amb aquest resultat podem deduir el quocient de dos nombres complexos en forma
polar. En efecte, ates que

amb 2" # 0. Aleshores

z 1 1
arg (z’) = arg (z . z/> = argz + arg (z’)

i, per tant, si z = r, 1 2’ = r/,, aleshores

- ( ; )
r/ ’ T', a—ao'

«

ja que
z

Z/

e
|2/|

Exemple 1.45

Calcula el quocient 2z /3= i expressa el resultat en forma binomica sense usar la
calculadora.

Solucié

Passant aquest nombre complex a la forma trigonometrica, tenim

[\
ENERSE]

x_ & i
3 4 12

2 %
3 (COS % + ¢sin 17;) = g(cos 15° + i sin 15°)



CAPITOL 1. TEORIA 43

Per trigonometria, tenim

cos15° = cos(60° — 45°)
= ¢c0s60° - cos45° + sin 60° - sin 45°

1V VBV

2 2 2 2
_ V246
B 4

sin 105° sin(60° — 45°)
sin 60° - cos 45° — sin 45° - cos 60°
1 V2 V2 V3
2 2 2 2
V3=
4

Per tant, el resultat de 'operacié en forma binomica és

2 (el ool e sl

3 4 4 6 6

Es clar que per induccién sobre el nombre de factores, de les formules
|2 2] = |2] - ||
arg(z - 2') = arg z + arg 2’
podem deduir

n
1=

1=1

n
= H|Zz'|
=1

arg (H zl> Z arg z;
i=1

i=1

En particular, per n € N tenim

" =1z" i e =] (2#0)

argz" =n-argz i argz "=-n-argz (z#0)

i, per tant, si z = r,, aleshores
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per tot n € Z.

Aquesta ultima férmula, escrita en forma trigonometrica és
[r(cosa + isina)|” = r" [cos(nB) + isin(nh)]

i si, a més, el complex és unitari, o sigui, » = 1, aleshores obtenim la féormula de
De Moivre
(cosa +isina)"™ = cos(na) + isin(na)

per tot n € Z.
Exemple 1.46

Calcula de dos maneres la potencia (1 — v/34)*.

Solucié

Primer calcularem la potencia utilitzant la férmula del binomi de Newton:
4 4 4 2 4 3 4 4
N4 . o 2 .3 4
a-var = (o) = ({)vai+ () 02 - (5) ()" e+ (3) (49)"

- (-Gl ol

Els nombres combinatoris s’obtenen amb el triangle de Tartaglia de la manera
seglient

Després,

(1—-v3i)* = 1-4v3i —18+12v3i +9
= —8+8V3i

Ara calcularemos la potencia escribiendo primer el complex en forma polar. El
modul i 'argument de z =1 — V3i sén

2
2| = /12 + (=v3) =2
i, com l'afix de z es troba en el quart quadrant,
tana:%‘/g:—\/g — a = -60°

Per tant, la forma polar de z és

Aleshores, la potencia és

E]
N—
i
|
—
[\
~
N—
ly
I
—_
D
Y

(2-3
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45

Observa que aquest ultim resultat coincideix amb que hem encontrado anterior-

ment, ja que si passem 162 a forma binomica, obtenim
3

16(cos 120° 4 ¢ sin 120°)

Exemple 1.47

1048

= 8483

Donats els complexos z; = 250, 23 = 3450, 23 = 21, calcula els complexos
5%, 5%, <3 )

seglients: (a) 21 - 29, (b) 23 — 29, (¢) 23/22, (d) 2z3- 2} i (e) 23°.

resultats en forma binomica.

3. Expressa els

Solucié
(a)
21+ R9 = 2150 . 3450 = (2 . 3)15o+450 = 6600
Per tant,
21 - 29 = 6(cos60° 4 isin60°)
1 V3,
=0 (2 i 22>
= 3+3V3i
(b) Com que
2o = 3(cos45° + isin45°)
2
2 2
3v2 | 3v2.
2 2
aleshores
3vV2 3v2
2y — 2z = 2% — (‘2/_+ \2/_z>

32 4-3V2

]

2 2
(¢) Com que zz = 2900, aleshores
z3 . 2900 . 2900 . (2) . (2)
Z% (3450)2 (32)2.450 9 90°—90° 9 0°
Per tant,
E
2 9
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(d)
z3 Zil = 2900 . (2150)4
= 2000 (24)4.150

(25) 90°+60°

= 321500
Per tant,

z3- 2z = 32(cos150° + isin 150°)

— 32 <—é§ + ;)

= —16V3+ 16i
(e) 1 1
-3 o -3 _ -3 — —_ — -
Z" = (340) ~ = (3 )(73)-450 - (27>_135° B (27>225°

Per tant,

3 1 o | .. o
= 2—7(008225 + isin 225°)

Exemple 1.48
Escriu la férmula de Moivre pel cas n = 2 i dedueix d’aqui les féormules del sinus

i el cosinus de ’angle doble.

Solucid

La férmula de Moivre és
(cosa + isin )" = cos(na) + i sin(na)
per n € Z. En particular, per n = 2 obtenim
(cos a + isin a)? = cos 2ar + i sin 2a
Desenvolupant el membre esquerre de la igualtat, obtenim

(cosa +isina)® = cos®a+ 2isinacosa + i*sin® a

= cos?a — sin? a + 2i sin a cos «

Per tant, tenim la igualtat segiient

cos? o — sin? «v + 2i sin «v cos @ = cos 2ar + 7 sin 2«
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d’on obtenim

2 2

COSs 2a¢ = cos* o — Sin“ «
sin 2 = 2sin o cos «

ja que dos nombres complexos son iguals quan séon iguals les seves parts reals i
les seves parts imaginaries.

Un nombre complex z s’anomena arrel n-ésima d’un nombre complex 2’ si
2=z

Siz=r,12 =rl,, aleshores la igualtat anterior pot escriure’s en forma polar de la
manera segiient:

(ro)" = 1.,
Per tant,
o=y
i
ne=d +k-2r (k€Z)
és a dir,
r= vr
i , 5
o= i + k T
n n
Ara bé, com 0 < o < 27, aleshores
/
2
a=2 4k k=01,..,n-1)
n n

Com a conseqiiéncia, obtenim la féormula segiient per trobar les arrels n-esimes

d’un complex
Ta = (\/7”),%* (k=0,1,..,n—1)
Observa que tot complex no nul té n arrels diferents.

Exemple 1.49

Calcula les arrels cinquenes de —1 + v/3i.

Solucio

Per calcular les arrels cinquenes del complex z = —1 + /34, primer escriurem z
en forma polar. Es clar que
2| =2
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i, com l'afix de z es troba en el segon quadrant, obtenim

2m
T =

arg z = arctan(—v/3) = —% 3

Despreés,
Z = 21900

i, per tant,

(V2)

(V2)y k=
m:(f/ﬁ)%%g - E{’/ﬁ% ki

(V2)

Exemple 1.50

Resol I'equaci6 segiient
(144)-22—2i=0

Solucio

Es clar que
. 2
141
2i(1 — 1)
(I+12)(1—19)
%o A

2
= 1+

i, per tant,
z2=v1+1
Calculant el modul i I'argument de 1 + ¢, obtenim

r=+v2

i, com l'afix del complex és en el primer quadrant,

a1l =
. — arctan = =
4

Despreés,
3 (\/5)450 = (\S/E> %4»]{-36??0 = (\(75) 430 +k_.36300
1, per tant,
(V2),, B=0
Viti = (%) 1350
(\6/5) 2550 =2
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Suposem que les arrels n-eésimes d’'un complex z no nul sén

20y Z1y eeey An—1

2| = {/lz]

2
argz_l_k_ir
n

aleshores,

arg 2, =

sent 0 < k < n — 1. Per tant, és evident que

|2 = lzk11| = {/l2]

2m
arg zp4+1 = — +argz;
n
Geometricament, aquests resultats s’interpreten de la manera segiient:

1) Sin =2, els afixos de les dues arrels quadrades 2y i z; d’'un complex z sén dos
punts simetrics respecte de I'origen de coordenades.

2) Sin > 2, els afixos de les n arrels n-ésimes zg, 21, ..., 2,—1 d'un complex z sén
els vertexs d’un poligon regular de n costats inscrit en una circumferencia de
centre l'origen de coordenades i radi {/|z|.

Exemple 1.51

Els afixos de les arrels cinquenes d’un complex z son els vertexs d'un pentagon
regular inscrit en una circumferencia de radi 2 i centre en l'origen de coordenades.
Sabent que I'argument de una d’aquaquestes arrels és 100°, calcula z i les altres
arrels.

Solucié

Per I'enunciat deduim que 219p és una arrel cinquena del nombre complex z.
Per tant,

Z = (21000)5 = (25)5.1000 = 321400

Com els moduls de totes les arrels cinquenes de z sén iguals a 2 i els arguments
de dues arrels consecutives difereixen en

360°
— =72°
)

aleshores les restantes arrels sén:

21000720 = 2280
210004720 = 21720
217204720 = 20440
29440 4720 = 23160



Exercici 2.1
Calcula el nombre real a perque el quocient

a-+1
2—1

sigui (a) un nombre real, i (b) imaginari.

Solucio

Efectuant el quocient, obtenim

a+i _ (a+i)(2+9)
2—i  (2—9)(2+19)
_ 20+2i+ai+d’
B 4 — 2
_ 2a—1 2+a.
- "5 5"

(a) Perque el quocient sigui un nombre real la part imaginaria ha de ser zero:

200 — a=—2

(b) Perque el quocient sigui un nombre imaginari la part real ha de ser zero:

2a—1 __ _ 1
“==0 = a=3

Exercici 2.2

Troba el complex z del qual se sap que z4+Z =61 z-Z = 25.

Solucio

Suposem que z = a + bi. Aleshores Z = a — bi i, per tant, les condicions de
I’enunciat s’expressen mitjancant el sistema segiient:

(a+ bi) + (a—bi) = 6
{ (a+bi)-(a—bi)=25

20
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és a dir,

20 =06
a?+ b =25

Després, a = 3 i

¥ = 25-9
¥ = 16

i, per tant, b =4 o b = —4. Hi ha, ja que dues solucions: z =3+4i 0 z = 3 — 4.

Exercici 2.3

Calcula I'expressio segiient en C

V=449 — /16 + V25 +2 —i

Solucié

Com que

V—a=V4 /[-1=2

aleshores
V=a+VI— V=16 +V25+2—-i=2i+3—4i+5+2—i=10—3i

Exercici 2.4

Escriu 'equacié de segon grau amb coeficients reals que té z = —2 — i com una
de les seves solucions. Comprova després el resultat.

Solucio

Com els coeficients de I'equacié de segon grau séon nombres reals, les solucions

d’aquesta equaci6 soén dos complexos conjugats. Per tant, si z = —2—1 és soluci6,
I'altra és Z = —2 + 7. Com que la suma d’aquests complexos és
z2+z=—4

i el seu producte és

aleshores, 'equacio és
2’ +47+5=0

Resolent ara aquesta equacio, obtenim

—4+/16—20 —4+—4 -4+ _{ -2+

2 2 2 —2—
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Exercici 2.5
Calcula els nombres reals a i b perque

3a — 97

— 5+ 4i
Satm 0T

Solucié
S’ha de complir que
3a—9 = (5+4i)-(3a+ b)

3a—9i = 15a+ 12ai + 5bi + 4bi*
3a—9i = (15a —4b) + (12a + 5b)i

Per tant,
15a — 4b = 3a
12a + 5b = —9
Resolent el sistema, obtenim
1
a 5 |

Exercici 2.6

Interpreta geometricament les transformacions segiients del pla complex: (a)
z — —2,(b) z — Z, (c) z +—> iz.

Solucié

(a) La transformacié z —— —z és una simetria respecte de l'origen o un gir de
180°.

(x,¥)

4
(x,-y) \o =2

Simetria respecto de O

(b) La conjugaci6é z — Z és una simetria respecte de l'eix X.
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¥ (2,¥)
z
X
)
(X, _:"":'

Simetria respecto del gje X

(c) La transformacié z —— iz aplical afix (z,y) de z en el de iz que és (—y, ),
ja que
i(z +iy) = iz + i’y = —y + iz

Per tant, aquesta transformacié és un gir de 90°.

Y
oy, %) & |
(x,¥)
\z = \
0
Giro de Q0o

Exercici 2.7

Representa en el pla els conjunts de nombres complexos que satisfan cada una
de les condicions segiients: (a) |z| = 2, (b) |z =441 = 2, (¢) |z] < 2, (d)
|z —4+1i > 21 (e) arg z = 45°.

Solucié

(a) Els afixos dels complexos z que satisfan la condicié que el seu modul sigui 2
formen una circumferencia de centre l'origen i radi 2.
(b) Els afixos dels complexos z que satisfan la condicié

2 — (4— i) =2

és una circumferencia de centre (4, —1) i radi 2.

(c) Els afixos dels complexos z que satisfan la condicié que el seu modul sigui
menor que 2 formen un disc de centre I'origen i radi 2.

(d) Els afixos dels complexos z que satisfan la condicid

|z —(4—19)|>2

formen tot el pla amb un forat delimitat per la circumferéncia de centre (4, —1)
i radi 2.
(e) Els afixos dels complexos z = x + iy que tenen argument 45° és la semirecta

y=2x
y >0
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Exercici 2.8

Determina els conjunts segiients del pla complex:

a) 22=4 b) Res=1 ¢ 1<|z—4<2

Solucié

(a) Si 2z = 4, aleshores

|2| = Vzz =2

i, per tant, els afixos dels complexos satisfan la condicié 2Z = 4 formen una
circumferencia de centre l'origen i radi 2.
(b) Si z = + iy # 0, aleshores

1
Re (> —
% x? 4 12

aj —_—
224 y2

Per tant, s’ha de complir que

1
és a dir,
4y —x=0

Aquesta equacié pot expressar-se de la manera segiient

i, com a conseqiiencia, els afixos dels complexos que satisfan Reé = 1 és una
circumferencia de centre (1/2,0) i radi 1/2.

(c) Es tracta d’una corona circular, centrada en el punt (0, 1) i les quals circum-
ferencies interior i exterior tenen radis 1 i 2, respectivament.

Exercici 2.9

Si 'argument del complex z = a + bi és 35°, troba 'argument de —b + ai, a — bi,
—a — bi i —b — ai. Expressa cadascun d’ells en termes del complex z.

Solucié

Els arguments d’aquests complexos es dedueixen de manera immediata a partir
de la seva representaci6 grafica.



CAPITOL 2.

PRACTICA

SR ta =h) .
B C-IE 1 N
Asi, tenim
Complex Argument
—b+ai 125° ¥
a — bi —35° zZ
—a—bi 215¢ —2
—b—ai 235° iz

Exercici 2.10

Si el modul del complex z és 2, troba el modul dels complexos segiients: (a) |2z,

(b) [=2l, (¢) 3/2] i (d) 2°.

Solucio

Per les propietats del modul d’un nombre complex, tenim:

(a)

22| = 12| - |2| =2-2=14

_Bl_3

_9_2

VA
‘23’:|Z|3:23:8

Exercici 2.11

Si z és un complex unitari d’argument «, expressa en forma polar i trigonome-
trica: z, —2,Z 1 —Z.
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Solucié

Complex Polar Trigonometrica

z 1, cos o + 72 sin «
—z losns —cosa —1isina
z 1_, cosa — 1 sin o
—Z 1 o4r —cosa—+isina

Exercici 2.12

Efectiia les operacions seglients, expressant el resultat en forma binomica:

a)

10“}‘2% +37r+4377r

b)
4_z - (cos28° + isin 28°)

&
cos 31° — i sin 31°)?

5- (\/5) - (\/ﬁ%- Zi) - (— cos 25° — isin 25°)

2(cos 50° — i sin 50°)

I
4

Solucio

(a) Com que els nombres complexos no se poden sumar en forma polar, passem
cadascun d’ells a forma binomica, i resulta

lo+25 +3r+4ax = 1+2-3—4
— A=
(b) Efectuarem l'operaci6
4_z - (cos28° +isin 28°)
(cos31° — isin 31°)2

passant tots els complexos a la forma polar. D’aquesta manera, tenim

4,300 J 1280 _ (4 * 1)—30°+28°
(1-310)? (12)5.(_310)
4,
1 620
- (5)
N1/ _ao_ (620
= 4goo

Passant aquest resultat a forma binomica, obtenim

1 3
4(cos60° + isin60°) = 4 (2 + ?z) =2+ 2V/3i
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(c) Efectuarem 'operacid

5 (),

- (VIZ + 2i) - (— cos 25° — isin 25°)
2(cos 50° — i sin 50°)

passant tots els complexos a la forma polar. D’aquesta manera, tenim

Fge ¢ (\/5)450 - 4300 * 15011800 (20\/§)2800

2_500 2—50O

= (10v2)

Passant aquest resultat a forma binomica, obtenim

330°

3 1
10v/2(cos 330° +isin 330°) = 10v/2 (é_ - 2¢>
= 5V6—5V2i

Exercici 2.13

Efectiia les operacions segiients, expressant el resultat en forma binomica:

a)

(Z'5 + 7;8)10

b)

<1+\/§z’>10

1—1

(-1+1¢)°
(=2 — 2+/3i)8
d)
[2(cos 40° + 4 sin 40°)]* + [2(cos 20° + 4 sin 20°)]°
Solucié

(a) Com que 7> =i i 1® = 1, hem de calcular
(1+4)"
Per aixo, passarem a forma polar el complex 1 + 7. El seu modul és
r=VET =3
i, com el seu afix és en el primer quadrant, el seu argument és

tana =1 — «a =45°
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Després,

(V2) ] = (V)10 = () = 320

(144)1° = 32

Per tant

(b) Efectuarem 1'operaci6

<1+\/§i>10

1—2
en forma polar. El modul de 1 + V/3i és

i, com el seu afix es troba en el primer quadrant, el seu argument és

tana =3 = a=60°

i, com el seu afix es troba en el quart quadrant, el seu argument és

El modul de 1 — 7 és

tana' = -1 = o = —45°

Per tant, 'operacié que volem calcular en forma polar és

] - 16T
- (7]

10-105°

)
( 330°+2-360°
= 323300

Per tant,

= 32(cos330° + isin 330°)

_ 3 (“};)

= 16V/3 — 16

=9

<1+\/§¢>1°

(c) Efectuarem l'operacié
(-1+3)°

(—2 — 2/34)6

en forma polar. El modul de —1 47 és

r=4/(-1)2+12=+2

o8
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i, com el seu afix es troba en el segon quadrant, el seu argument és
tana = -1 — a=135°
El modul de —2 — 2/3i és
2
ﬂ:¢pay+cﬂ¢3 —4

i, com el seu afix es troba en el tercer quadrant, el seu argument és

tana’ = V3 = o = 240°
Per tant, 'operacié que volem calcular en forma polar és

)] 1],

(42400)6 (46>6-24O°

4\ﬁ2>
4096 675°—1440°

[
(

Per tant,

(=1+3)°

(—2—2V3i)f 1024

1024\ 2 ~ 2"
o 1
~ 1024 1024"

(d) Passant I’expressi6
[2(cos 40° + 7 sin 40°)]” + [2(cos 20° + i sin 20°)]?
a forma polar, obtenim
(240°)° + (220°)” = 81300 + Bgoe

Per calcular aquesta suma de nombres complexos, passem a forma binomica
cadascun dels sumands. La forma binomica de 8590 és

1 3
8(cos120° +isin120°) = 8§ (—2 + é_z)

= —44+4V3i

29
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ila de 8ggo és

1 V3
8(cos60° +isin60°) = 8 (2 == ?z)
= 4+4V3i
Per tant,
[2(cos 40° 4 i sin 40°)]* 4 [2(cos 20° + isin 20°))° = 8v/3i
Exercici 2.14

Demostra les segiients férmules d’addicié d’angles

sin(a + ) = sina - cos 5 + sin [ - cos

cos(a+ ) = cosa - cos f —sina - sin 3

Solucio

Com que
lo 15 =1448

deduim que
(cosa+ isina)(cos § + isin f) = cos(a + B) + isin(a + )
Ara bé, com

(cosa +isina)(cos B +isin3) = cosa-cosfB+isina-cosB+icosa-sinf +i’sina -sin 3

= (cosa-cosff —sina-sinf) + (sina - cosf +sin [ - cosa)i
aleshores
(cosa-cos f—sin a-sin B) 4 (sin - cos f+sin f-cos )i = cos(a+ ) +isin(a+ )
i, per tant,
cos(a+ ) = cosa - cosf —sina - sin 3

sin(a + ) = sina - cos  + sin 3 - cos «

Exercici 2.15
Calcula g perque
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Solucié

Primer passarem a forma polar el complex

55
YR

() () -

i, com el seu afix és en el primer quadrant, el seu argument és

El seu modul és

tana =1 — o =45°

Aleshores podem escriure

13;6 — 5
és a dir,
928 = 450
Per tant,
20 =45° + k- 360°
o sigui,

B =225 +k-180°

Exercici 2.16
A partir de la férmula de Moivre expressa sin 3« i cos3a en termes de sin « i
Ccos .
Solucié
Per la férmula de Moivre, tenim
(cosa + isina)® = cos 3a + i sin 3a

Desenvolupant (cos a + i sin a)3 per la formula del binomi de Newton, obtenim

3 3 3 3
(cosa + isin a)3 = (O) cos® o + <1> cos® v - isin o + <2> cosa - i*sin® o + (3) i% sin® o

3 3 3 2 .. 3 - 92 3 . .3
= cos” a + COS (¥ - 181N — COS ¥ - SIn™ & — 181
0 1 2 3

Mitjancant el triangle de Tartaglia calculem els nombres combinatoris:

1 1
1 2 1
1 3 3 1
Despreés,
(cosa+isina)® = cos®a+ 3cos®a-isina — 3cosa - sin? o — isin®

3

= (cos®a — 3cosa -sin®a) + (3 cos® a - sin a — sin® a)i
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Per tant,

(cos®

i, com a consequiencia, deduim

Exercici 2.17

cos 3a = cos®

sin 3a = 3 cos?

o —3cosa - sin®a) + (3cos® a - sina — sin

o - sin o — sin

3

a)i = cos 3a + i sin 3a

3

(0%

a — 3cosa - sin® a

62

Calcula les arrels sisenes de —1 i els afixos corresponents. Quina figura formen
aquests punts? Calcula la suma de aquestes arrels.

Solucié

El complex —1 en forma polar és

Per tant,

11800

6/11800 =S 118(?0 +k~36(?o =

1500
1ggo
1150O
12100
La7ge
13300

k=0
k=1
k=2
k=3
k=4
k=5

Passant aquests complexos a forma binomica s’obtindran les coordenades dels
afixos de les arrels. Asi, tenim

Polar
1500
1ggo
L1500
Lo100
La700
13300

Trigonometrica

cos 30° + 7 sin 30°
cos 90° + 2 sin 90°
cos 150° + 7 sin 150°
cos 210° 4 ¢ sin 210°
cos 270° + 7 sin 270°
cos 330° + 7 sin 330°

Binomica Afix

V3 4 1.
7"‘52

l

NERI
_7+§Z

2

V31

1

(

V3 1
272

(0,1)

(

)

2

2

)

Els afixos de les arrels sisenes de —1 formen un hexagon regular inscrit en una

circumferencia de centre l'origen i radi 1.
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Es evident que la suma de aquestes arrels és zero, ja que és zero la suma de els

seus vectors associats.

Exercici 2.18

Calcula la arrel quadrada de 3 + 47 sense utilitzar la forma polar.
Solucié
Si a + bi és una arrel quadrada de 3 + 47, aleshores
(a+bi)? =3+ 4i
Després,

a’® + 2abi + b%i®2 = 3+ 4i
(a®> — b*) +2abi = 3+ 4i

i, per tant,

a’? - =3
2ab =4

Resolent aquest sistema, s’obtén dues solucions

a=2 . a=—2
b:l ! b:—l

Per tant, les arrels quadrades del complex donat sén 2 +1¢1 —2 — 4.

Exercici 2.19

Una arrel ctibica d’'un complex és 1 — i. Calcula aquest complex i les deméas

arrels.
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Solucié

= [(v2) .|

2= (2v2)

El complex 1 — ¢ en forma polar és (\/5) 45 Si z és el complex que busquem,
aleshores s’ha de complir

i, per tant,

= (2v2)

—135° 225°

és a dir,

z = 2v/2(cos225° + isin 225°)

= —2-—-2
Com els moduls de totes les arrels ciibiques de z sén iguals a v/2 i els arguments

de dues arrels consecutives difereixen en

360 _ 190°

aleshores les restantes arrels sén:

(ﬁ) 195°+120° - (

>75°

315°—-120° )195O

BR

Exercici 2.20

(a) Prova que si zp és una arrel n-ésima d’un complex no nul z, aleshores les
arrels n-esimes de z sén les arrels n-eésimes de la unitat multiplicades per zg. (b)
Com a aplicacid, resol 'exercici anterior.

Solucié
Si 2y és una arrel n-esima de z, aleshores
n o __
By = 7
Si 21 és qualsevol una altra arrel n-esima de z, tenim

0 —
21 =z

2" 21\ ™
1 1 o
ZO ZO

Després, el complex 2+ és una arrel n-esima de la unitat. Com a conseqiiéncia

Y 20 9
qualsevol una altra arrel n-esima de z és el producte de zy per una arrel n-esima
de la unitat.

i, per tant,
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(b) Sabem que una arrel ctibica d'un complex z és z; = 1 — 7 i volem trobar les
altres dues arrels. Com les arrels cibiques de la unitat sén

Uy :100 =3
Uy = lygpe = —

uz = logpo = —

les altres arrels de z sén

z2:(1—i)-<—;+i

Exercici 2.21

Resol en C 'equaci6 segtient
(2—19)2> = (3+1i)2z2—2+6i=0

Per queé les solucions no sén dos complexos conjugats?

Solucié

Al no ser una equacié de segon grau amb coeficients reals, no podem assegurar
que les seves solucions siguin dos complexos conjugats.
Resolent 'equacié com en el cas del cos R dels nombres reals, obtenim

3+i+/(3+1)2—4(2—i)(-2+6i) 3+i+/—50i
2(2 — i) 42

Ara bé, com —50¢ en forma polar és 50570, tenim

V502700 = (V/50) —— { (5v2) ., k=0

(5\@) 1350 L

3150
i, expressant aquestes arrels en forma binomica, obtenim

m:{ —5 4 5i

5 — 5i
Per tant,
3+i++v/=50i  3+i—5+5i
4 —2i B 4 —2i
2461
42
(1 +30)(24+1)
(2 —1i)(2+1)

= —1+i
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o bé

3+i++v—=50i  3+i+5—5i

4—9; N 4—9;
8 —4i
 4-2
= 2

Per tant, les solucions de
(2—0)22—(3+4)z2—2+6i=0
son z=20z=—1+41.

Exercici 2.22

Resol en C les equacions segiients:

a)

A 4642=0

b)
25 -9282324+27=0

Solucié

(a)

3 _ z=0
2(2°4+64) =0 = { 3464 =0
Les solucions de I’equacio
22 4+64=0
son les arrels cubiques de —64. Com —64 en forma polar és 641gg0, tenim
4600 k’ = O
/641500 = <V3 64) 1800 | ;. 360° digoe k=1
=5tk
dogoe k=2

Passant aquestes arrels a forma binomica, obtenim

Polar Binomica

4o 2+ 2/3i
digoe  —4
dogoo 2 — 24/3i

Per tant, les solucions de I'equacié z* + 64z = 0 s6n z; = 0, 20 = 2 + 2v/34,
z3=—41 24 =2 — 2+/3i.
(b) Observa que I'equaci6

2% —282° +27=0

és biquadrada. Mitjancant el canvi u = 22, s’obté I'equacié

u? —28u+27=0
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Resolent aquesta equacio, obtenim

28+\/784—108_28i26_{27
2 2|1

Per tant, ara cal resoldre en C les equacions segiients:
2=27 i 2=1

Les solucions de la primera sén les arrels ctibiques de 270, és a dir,

300 k' = 0
\3/ 2700 = (3 27)]6'& == 31200 ]{7 — 1
° 3240° k=2

i, les solucions de la segona son les arrels cuibiques de 1¢o, és a dir,

100 k? — O
Vg = (%)kﬂ =4 lizge k=1
3 12400 k = 2

Escribiendo aquestes arrels en forma binomica, obtenim

Polar Binomica Polar Binomica
300 3 o 1ge 1

.1 )

T

3 33 ; 1 V3,

Spa00  —5 — Ty lagge =5 =571

Per tant, les solucions de I'equaci6
2% —282°+27=0

7 . 1 . .. 1 .
sonz; =3, 20 =1, 23 = —%—i—%z, 24 = —§+§z, z5 = —%—%z iz6 = —g—gz.

Exercici 2.23

Troba dos nombres complexos tals que el seu producte és 2i, i el quadrat de uno
de ellos, dividido pel un altre, és 1/2.

Solucid

Suposem que 7, i s3 sén les formes polars dels complexos que volem trobar. Com
el producte de tots dos és 2i, podem escriure

Ta S = 2900
(r-S)ass = 29000

De aqui, deduim

r-s=2
a—+ B =90°+ k- 360°
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Per un un altre costat, com el quadrat de uno de ellos, dividido pel un altre és
1/2, podem escriure

De aqui, deduim

r2 __ 1
s 2
{2a—ﬁ=k-360°

Per tant, hem obtingut un parell de sistemes:

: 200 — B =k - 360°

r

{r-s—Z i {a+5=90°+k-360°
1

s 2

Del primer, s’obté r =11 s = 2, i del segon,

o =30° + k- 120°
B =60°+k-120°

Per tant, obtenim tres solucions

Ta SB

e 200 k=0
Lise 21800 k=1
Tozoe 23000 k=2

Exercici 2.24

Troba els complexos tals que el quadrat del seu invers és 'oposat del seu conjugat.

Solucid

Si z és un dels complexos que busquem, aleshores ha de complir la segiient
condicio:

Si z = r,, aleshores

Z=T_q = —Z=T_q+180°
Per tant, expressant la condicié en forma polar, tenim

Cy -

e
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Després,

{ () =r

—2a = —a 4 180° + k - 360°

De la primera equacié s’obté » = 1, i de la segona,
a = 180°

Per tant,
z=-—1

Exercici 2.25

Troba dos complexos del mateix modul, els quals arguments sumen 90° i el
primer és conjugat del quadrat del segon.

Solucid

Suposem que 7, i 53 sén les formes polars dels complexos que volem trobar. Com
son del mateix modul i els seus arguments sumen 90°, podem escriure

r=s
a+ B =90°
Si el primer és conjugat del quadrat del segon, podem escriure

Ta = (32) —28

i, per tant, s’ha de complir

r = g
a=-28+k-360°

D’aquesta manera, tenim dos sistemes:

r=s . a+ f=90°
r—g2 ! a=—28+k-360°

Del primer s’obté r = s =1, i del segon,

a = 180°
8= —90°

Per tant, els nombres complexos som —1 i —1.

Exercici 2.26

Donats dos complexos z; i zp, interpreta geometricament la segiient transforma-
cio
2 —> 21+ 229
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sent z € C. Com a aplicaciéo d’aquest resultat, calcula el vertex C' d’un triangle
equilater ABC si sabem que A = (1,1) 1 B = (4, 2).

Solucié

Recorda que la transformaci6 z —— 2z + zy representa geometricament una
translacid, i z —— z-2p, la composicié d’'una homotecia i un gir. Com l'operacié
214229 és una combinacio de les dues anteriors, la transformacié z —— 2z;+2z-29
representa geometricament la composicio d'una homotecia i un gir seguida d’una
translacié. Per exemple, en la figura segiient

k4
o
A &
<4
7, -2z, 5B
o X

es compleix
zo =24+ (2B —24)-T9

sent
ZC — %A

ZB T RA
Considerem els complexos z4 1 zp els quals afixos sén els punts A = (1,1) i
B = (4,2). Aleshores, és claro que el complex zp — z4 té per modul la longitud
del costat del triangle equilater. A més, com tots els angles d’aquest triangle
mesuren 60°, es compleix

2o =24+ (2B — 24) - Looo

o bé,
2o =24+ (2B —24) - 100
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Per tant, prenent la primera equacié, obtenim

ze = 14+i+(341)-(cos60°+ isin60°)

= 1+i+(3+i)-<;+\/§z’>

2
33 \/_2
— b A SV S
+z—|—2—|—2+ 5t
5—v3 3+3V3.
= + VA

2 2

i, com a conseqiiéncia, les coordenades del punt C' sén

C:<5—\/§ 3+3\/§>

2 2
De la mateixa manera, prenent la segona equacio, s’obté I'altra solucio

o (5 +2\/§’ 3—23\/3)

Exercici 2.27

Determina les coordenades dels vertexs C'i D del quadrat ABCD, si A = (1,3)
i B=(5,2).

Solucié

Suposem que z4, 2B, 2¢c 1 zp son els complexos els quals afixos son els vertexs
del quadrat. Com que es tracta d’'un quadrat, els complexos zp — 24 1 2p — 24
tenen el mateix modul i 'angle que determinen els seus vectors associats és recte.
Per tant, es compleix

Zp = 24 + (ZB = ZA> - 1ggo

o bé,
zp =za+ (25 — 24) - L_ggo

L >
o
afno00 |
“a Zy _EAB
0 X

Prenent la primera equaci6, obtenim

ep =143+ @A —d)-i=2+7
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i, per tant, el punt D = (2,7). Per determinar C, observem que també es
compleix
Zc = ZB + (ZA — ZB) . 1_900
Després,

2c=54+2i+ (—4+1) - (—i) =6+ 6i

i, per tant, el punt C' = (6,6).
De la mateixa manera, prenent la segona equacid, s’obté D = (0, —1) i después

C=(4,-2).

Exercici 2.28

Donats els nombres complexos z; = —1+ i i 2z = —2 + 3¢, calcula dos nombres
complexos zo, 23 tals que els afixos de 21, 2o 1 23 formen un triangle equilater de
centre 'afix de z.

Solucié

Sabem que els afixos de les arrels cibiques d'un nombre complex w son els
vertexs d’un triangle equilater inscrit en una circumferéncia de centre 1’origen i
radi \?’/m . Com que el nostre triangle ha d’estar centrat en el afix de 2z, haurem
d’efectuar una translacié de vector associat a z. D’aquesta manera, tenim

z=z+vw (i=1,23)

Com una de les arrels ciibiques de w és z; — z, podem obtenir les arrels cibiques
de w multiplicant z; — z per les arrels ciibiques de la unitat (vegeu l'exercici
anterior). Les arrels ctibiques de la unitat sén

Ulzl

mzcos%”%—z’sin%”:—%—l—i?
_ dm 4 sodn 1 V3

Uz = COS 5 + 18I = —5 — 15

Per tant, les arrels cubiques de w sén

wy=1—-2

wy = (1-20) (—3+i%) =3 +V3+i (£ +1)
wy=(1-20) (-3 —i¥) =1 -vB+i(-L+1)

i, en conseqiiencia, els nombres complexos que busquem sén
zn=z+w =—-14+1
m=ztwy=—3+V3+i(E+4)
m=z+ws=—5—VB+i(—+4)

72



1. Calcula les operacions segiients amb complexos:
a)
(2 —3i)(1 —14) B i(3+1)
(=2+4+14)(—1 — 3q) 2—3

Indicacié: (a) 2 — 2i; (b) 1 — 24; (¢) 1

2. Resol en C les equacions segiients amb la incognita z:

a)

z
3+2t =245
T1o (oA T
b)
(443i)z+7—10i =2+ 3i + (1 — 2i)z
Indicacié: (a) z=—-T7+1; (b) z = % + ‘I’%z

3. Resol en C els segiients sistemes:

a)
(1—i)u+iv=1+3i
2+du+(1+idv=1—-3i

(3+i)u+(3—i)w=—4
{ 24+ 3)u—(2—3)v =14

Indicacié: (a)

(b)
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4.

10.

11.

12.

13.

14.

Calcula la part real i la part imaginaria del complex

1-i? (A-i)

z=1+ 34 219)

8

Indicacié: Re(z) = % iIm(z) = 2

. Troba els nombres reals a i b perque

(a+bi)(2 — 3i) + (a — bi) (1 — i) = 2+ 3

—
-

Indicacié: a = fli, b=

=
Ju
[,

Determina a € R perque (1 + ai)(2 — 3i) sigui un nombre real.

Indicacié: a =

(\V][eV)

Determina a € R perque (1 — 3i)(a — 1) — (1 4 24)(1 — ai) sigui un complex
imaginari pur.

Indicacié: a = —4

Escriu una equacié de segon grau amb coeficients reals de manera que una de
les seves solucions sigui 3 — 2i.

Indicacié: 22 —6x+13=0

Escriu una equaci6 de segon grau que tingui com a solucions 3 + 27 i 4 4 1.
Indicacié: z% — (7 + 3i)z + 10+ 115 = 0

Expressa en forma polar els complexos segiients:

a) —2 b) —3i c) 17
d) —2—2v3i e) cos35° +icos55°  f) 4(—cos15° +isin15°)

Indicacié: (a) 2x; (b) 3zx; (c) 1g; (d) 4ax; () 1sse; () 4uese

2 2

Si z és un complex unitari d’argument «, escriu en forma trigonometrica els
complexos
-1 3 7 o
a) z b)) z c) z d) 2°+ 3

Indicacié: (a) cosa+isina; (b) cosa —isina; (¢) cos3a + isin3a; (d) 2 cos 22«

Mitjancant la formula de Moivre, expressa sin4a i cos4a en funcién de sin «
icosa.

Indicacié: sin4a = cos* a — 6 cos? asin® a + sin? av i cosdav = 4 cos® asin a — 4 cos asin® &

Per que valores de n € N, (1 +14)" és imaginari.

Indicacié: n =4k —2,sent k € N

Calcula el modul i 'argument dels complexos segiients:
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a)

3 .. 3m\"
22—3<00s2+zsm2>

Indicacio: (a) |z1] =21 arg(z1) =0; (b) |22] =3 iarg(ze) ==
15. Calcula la suma dels cent primers sumands de la suma:

(—1+20)+(1+4)+3+GB—-9)+(7T—2i)+---

Indicacio: 9800 + 48007

16. Calcula les operacions segiients amb complexos i expressa el resultat en forma
binomica:

a)

w
N—
(=

(-

{\/ﬁ(cosz —i—z’sinz)]12

2 (cos% + ¢ sin g)

Indicacié: (a) i; (b) —64/3 — 64/3i; (c) 7719

17. Escriu en forma trigonometrica I'expressié segiient

(cos b + isin 5z)° - (cos 3z — isin 3x)”

(cosx +isinz)* - (cos 2z — isin 2z)?

Indicacio: cos9z + ¢sin 9z

18. Calcula el valor de x perque el producte 13p - 5, sigui: (a) un nombre real
positiu; (b) un nombre real negatiu; (c) un imaginari pur positiu; (d) un
imaginari pur negatiu imaginari pur negatiu.

Indicacié: (a) z = —30° 4+ k - 360°; (b) z = 150° 4+ k - 360°; (c) x = 60° + k - 360°; (d)
r = —60°+ k- 360°, sent k € Z

19. Troba dos nombres complexos sabent que el seu quocient és 3, els seus argu-

ments sumen % i els seus moduls sumen .

Indicacié: 3(v/3+1i)iv3+i
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20.

21.

2%

23.

24.

25.

26.

Calcula
{‘/16 (cos 80° + 7 sin 80°)
Indicacio:
2200
YT6r = 4 1
22000
22900

Calcula les arrels cinquenes de la unitat imaginaria i representa-les grafica-
ment.

Indicacié: Calcula les cinc arrels com a arrels cinquenes de ¢ = 1ggo i representa-les sepa-
rades per angles de 72°.

Resol en C les equacions segiients:
a)
2 —i=1

b)
22 —-9222492-18=0

6_922242=0

A2+ —24+1=0

e)
— (10i — 5)z — 14i — 48 = 0

Indicacié: (a) z (\/E)L 29 = (\G/Q)gl , 23 = (\[) iz ) 21 = 2,29 = 3i,23 = —3i;
12

; (b
12
(€) 21 = (V 2)1507 = (\6/5)13507 3= (\6/5)25507 (\f) —450%5 = (\5/5)10507 6 =
(\(75)2250, (d) 21 = 1360, 22 = l1ose, 23 = lasae, 24 = 132405 (€) 21 = —8 + 61,20 =3+ 4t
Troba dos complexos conjugats tals que la seva diferencia és 6i i el seu quocient
és imaginari pur.

Indicacié: 3+ 3¢,3 —3i 0o bé =3 + 31, —3 — 3¢

f

Troba dos complexos tals que un és imaginari pur, el modul de I'altre és
la seva suma és igual al seu producte.

Indicaci6: 4,1 — 1iobé —i, 1+ 1

Troba dos complexos tals que el seu producte és 4i i el seu quocient és 2z.
Indicacié: /2 + v/6i i @ + gl

Troba els vertexs d’'un hexagon regular de centre 'origen, si se sap que un
d’ells és (0,1).

Indicacié: (0,1), (,@) %) , (—73, —%) ,(0,—1), (@» 7%) , (g,

N[
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27. D’un triangle equilater es coneixen un vertex (0, 2) i el baricentre (0,0). Troba

28.

29.

30.

31.

els altres dos vertexs.
Indicacié: (—+v/3,—1) i (v/3,—1)

Un rombe els quals costats formen un angle de 45 ° té dos vertexs consecutius
en (0,0) i (1,1). Troba els altres dos vertexs si se sap que estan en el primer
quadrant.

Indicacié: Dos solucions: (1,1 ++/2),(0,v2) i (1++/2,1),(v/2,0)

Donats els complexos u =1+ i v =4 + 2i, troba el complex z que els afixos
de u, v, z son els vertexs d’un triangle equilater.

Indicacié: Dos solucions: z=1(5—v3) +1(3v3+3)iiz=3(5+V3)+ 3(3—3V3)i
Troba els vertexs d'un quadrat del qual se sap que el centre és (3,3) i el punt
mitja d’'un costat és (4,1).

Indicacié: (2,0),(6,2), (4,6),(0,4)

Quina transformacié geometrica representa l'aplicacié de C en C definida per
2 =2+1iz7

Indicacié: Es un gir d’angle recte i centre punt (1,1)

z—zc=(2—2c) 1z

amb C = (1,1).



Test 1. Forma binomica, conjugat i pla complex

Instruccions. Marca una sola resposta per pregunta. En acabar, prem el
boté Corregir. El camp Nota mostrara el resultat.

Corregir Netejar Nota:

1. Quina propietat defineix la unitat imaginaria 7

) i=1
)

—~
&

(b
(c)

(d) 71=—1
Correccio:

2. Quina és la forma binomica general d’un nombre complex?

(a) a+b
(b) a+bi, amb a,b € R
(c) ab +1

)

(d a/b+i
Correcci6:

3. Si z =5 — 21, quina és la part imaginaria de 27

(a) 5
(b) —2i
(c) —2
(d) 2

78
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Correcci6:

4. Quin és el conjugat de z = —3 + 447

(a) 3—4i
(b) —3—43
(c) 3+ 4i
(d) 4 — 34
Correccio:

5. Quant val 2Z si z = a + bi?

(a) a+b
(b) a® — b
(c) 2ab
(d) a? + b?
Correccio:

6. Quin dels nombres segiients és un imaginari pur?

(a) 3+ 21

(b) -7

(c) 4

(d) 7
Correcci6:

7. Quina operacié permet dividir per ¢ + di # 0 en forma binomica?

(a

Multiplicar numerador i denominador per ¢ — di

)
(b) Multiplicar només el numerador per ¢ + di
(c) Canviar i per —1
(d) Sumar el conjugat al denominador
Correccié:

8. Si z = 3+ 44, quin és |z|?

79
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(d) 1
Correccio:

9. Els afixos de z i Z s6n simetrics respecte de:

(a) leix imaginari

(b) l'origen

(c) Ieix real
)

(d la recta y = x

Correcci6:

10. La igualtat de dos complexos a + bt = ¢ 4 di equival a:

(a) a=dib=c
(b) a+b=c+d
(c) a=cib=d
(d) ab = cd
Correccié:

Test 2. Forma polar, poténcies i arrels

Instruccions. Marca una sola resposta per pregunta. En acabar, prem el
boté Corregir. El camp Nota mostrara el resultat.

Corregir Netejar Nota:

1. Si z =1, 1w = sg, quin és el producte zw en forma polar?

a rSa+p

(a)

(b) (r + 8)ats
)
)

(c
(d

rSa—p
T
sat+p
Correccio:
2. Siz=r,1w=sz amb w # 0, quin és z/w?

(a) £a+ﬂ

(b) Sa—8

80
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(c) (r = 8)ap

(d) TSa/8
Correccio:

3. La férmula de De Moivre afirma que:

(a) [r(cos a + isin a)|™ = r™(cos nav + i sin na)
(b) 2" =nz
(c) 2" = nlz]
(d) arg(z") = arg z/n
Correcci6:

4. Quantes arrels cinquenes té un complex no nul?

(a) Una

(b) Dues

(c) Cinc

(d) Infinites
Correccié:

5. Els arguments de dues arrels n-ésimes consecutives d’un complex difereixen

(a) T/n
(b) 21 /n
(c) nw
(d) 360n°
Correccio:

6. Quina és la forma trigonometrica de r,?

(a) r(cos o + i sin )
(b) T+l
)
)

(c
(d

a(cosr +isinr)

rcosa +esinr
Correccio:

7. En forma polar, la suma de dos complexos es calcula:
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(a) sumant moduls i arguments
(b) restant arguments
(c) passant normalment a forma binomica
(d) multiplicant moduls
Correcci6:
8. Si 2z = 2300, aleshores 23 és:
(a) 8900
(b) Ggge
() 8100
(d) 2900
Correccié:

9. Les arrels n-esimes d’un complex no nul tenen afixos situats:

sobre una recta
en els vertexs d'un poligon regular
sempre sobre 1’eix real

sempre en el primer quadrant
Correccio:

10. Si z = 74, quin és el modul de z71?

(a) r
(b) -
() 1/r
(d) r?
Correccio:

Test 3. Test global de nombres complexos

Instruccions. Marca una sola resposta per pregunta. En acabar, prem el
boté Corregir. El camp Nota mostrara el resultat.

Corregir  Netejar Nota:
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1. Considerem els complexos seglients:

21 =2—3
22:—5+i
23:—1—’i

aleshores:

(a)

(b)

z2 .
—+Z1=4
Z3

(c)

2+ 25+ 23 =28 — 154
(d) Cap de les anteriors
Correcci6:
2. El quocient

3 — 2a1
44 3

és:

a un nombre real si ¢ = 2

(
(b

un imaginari pur si a = %

)
)

(c) és3+3isia=—-2
) Cap de les anteriors

(d
Correccio:

3. Quina de les afirmacions segiients ¢és falsa?

(a) v =2 -3 y=7T42iés solucit del sistema
22+ 2(1 + i)y = 4 — 6i
T+ hy=-3—2
(b) 2t — 423 + 62? — 42 + 5 és un polinomi que té les arrels i 1 — 1
(c)
316 _ j205
30 4 4187 t
d V2 £+ v/3i sén les solucions complexes de 1’equacié
( p q

m2—2\/§x+5:()
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Correcci6:

4. Quina de les afirmacions segiients és correcta?
(a) L’expressi6 en forma polar del complex conjugat de 2 + 2v/3i és 4z

(b) L’expressi6 en forma trigonometrica de I'invers del complex —3++/3i
és
3
\6f (cos 150° + i sin 150°)

(c) Si z = 4z, aleshores I'expressi6 en forma binomica del complex —z

és
—2V/2 4+ 2v/2i

(d) Cap de les anteriors
Correcci6:

5. Quina de les afirmacions segiients és falsa?

(a) Perque

a-+ 21
3+bi (V2)

ésa=41b=—-1

(b) L’equaci6
£ —3c+9=0

té com solucions 3z i 3(cos 300° + i sin 300°)

(c) Si

( T o 127?)13
z2=|(cos— +1781n ——
13 13

aleshores |z| =liargz =
(d) Si z és un complex no nul, aleshores es compleix

1. 21
=— 1 arg|— | =2argz
| Z

-1

o]

Correcci6:

6. Considerem els complexos segiients

21 = 2(cos 15° 4 isin 15°)
Z9 = 3%
z3 = —1—1

aleshores, quin dels segiients resultats és fals?

(a)
2. 24 = 162V/3 — 162
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(b)
222+ 28 =10+ (7T+8V3)i

4
(Zl> 22 = 18v/3 — 18

@ (z2-23>6 729
_ 8i

21

Correccio:

7. Se sap que 'equacio
2 +a?+6(1-9)z+b=0

amb a,b € R té la solucio 1 + 4, aleshores

(a)

a = —1,b=—101i les altres dues solucions de ’equaci6 séon 1 + 2i i

—1-—3
a=1,b= —101i les altres dues solucions de I'equacié son 1 —7i —1

a=1,b=10 i les altres dues solucions de '’equacié sén 1 —ii 1

a=—1,b=101i les altres dues solucions de I’equaci6é sén 1 — i i 2

(d)
Correcci6:

8. Quina de les igualtats seglients és certa?

(a)

(c)
31100
3300 B 110
3 77 = 32300
<§)GOO 33500
(d) Cap de les anteriors
Correccié:

9. Quin dels complexos seglients satisfa la condicié que el cub del seu conjugat

coincideix amb el seu oposat?
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(a) cos 30° — 7 sin 30°
(b)

(c) cos 60° + 4 sin 60°
(d)

cos 90° — 7sin 90°

cos 135° + ¢ sin 135°
Correccio:

10. Quina de les afirmacions segiients és falsa?

(a) Si un triangle té els seus vertexs en els punts (2,0),(8,1) i (4,5), en
girar-lo un angle recte al voltant de l'origen s’obté un altre triangle de
vertexs (0,2), (—1,8) i (—5,4)

(b) Si(2,7)1(6,5) sén dos vertexs oposats d'un quadrat, les coordenades
dels altres dos vertexs son (3,4) i (8,5)

(c) Si (1,1) és un vertex d’un triangle equilater el qual baricentre és en
(0,3), aleshores les coordenades d’un altre dels seus vertexs sén

(—;+\/§,4+ \/g)

2

(d) Si (0,1) és un vertex d’un hexagon regular centrat en el origen, ales-
hores les coordenades d’un altre dels seus vertexs son

(23)

Correcci6:
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