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Prefaci

Aquest llibre forma part d’aprendes, una col - leccié de materials d’estudi que
comparteixen una mateixa manera de treballar: cada tema es presenta en una part
de teoria, es reprén en una part de practica amb problemes resolts, es consolida
amb exercicis proposats i es comprova amb tests interactius. Qui ja conegui altres
volums de la col - leccié hi reconeixera l'estructura; qui s’hi acosti per primera
vegada la trobara explicada a la guia de lectura.

El volum té un proposit precis. Es el primer d’un projecte en dues etapes:
aqui es construeix el llenguatge de la teoria de categories —des de les definicions
basiques fins als classificadors de subobjectes i els topos— amb el detall que ne-
cessitara un volum posterior dedicat a la logica categorica. Per aixo la logica hi
és present des del comencament, com a font d’exemples i com a direcci6 del recor-
regut, tot i que el seu desenvolupament sistematic queda per a aquella segona
etapa.

Aquesta edicié conté el volum complet: nou temes desenvolupats en les quatre
parts i un capitol final que fa de pont cap a la logica categorica.

Abans del primer capitol, la Introduccio explica per que val la pena aprendre
aquest llenguatge i la Guia de lectura proposa com fer-ho. Es poden llegir en
aquest ordre o tornar-hi quan convingui.

Prerequisits. El text pressuposa la maduresa matematica habitual d’'un primer
curs universitari de matematiques, informatica o logica: treballar amb conjunts
i aplicacions, seguir una demostracié elemental i llegir notacié algebraica basica.
No es pressuposa haver estudiat teoria de categories, topologia, algebra abstracta
avancada ni logica categorica. Quan un exemple necessita vocabulari addicional,
s’introdueix localment o es remet a un apendix.

Errates i suggeriments. Sén benvinguts. Es poden comunicar obrint una in-
cidencia al repositori del projecte, https://github.com/maperello/aprendes/
issues, indicant la versi6 (1.7) i la pagina.
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Per que aprendre
teoria de categories?

Hi ha construccions matematiques que aprenem diverses vegades, amb noms
i representacions diferents. Aparellar dues dades, imposar simultaniament dues
condicions, trobar un maxim comu divisor o introduir una conjunci6é semblen op-
eracions allunyades. I, tanmateix, totes poden respondre a una mateixa pregunta:
com podem reunir dues exigencies en una sola dada, de manera que qualsevol altra
manera de satisfer-les passi per aquesta?

La teoria de categories ensenya a reconeixer aquestes formes comunes. No ho
fa declarant que els conjunts, els nombres i les proposicions sén la mateixa cosa.
Ho fa distingint, en cada context, quines relacions sén rellevants i com es poden
compondre. El que unifica no és la naturalesa dels objectes, sin6 el paper que
tenen dins d’un sistema de relacions.

Aquest llibre proposa aprendre aquest llenguatge des dels seus fonaments, amb
quatre families d’exemples que ens acompanyaran al llarg del recorregut: els con-
junts, els preordres, els grafs i la logica. La finalitat és doble: adquirir les eines
basiques de la teoria de categories i comprendre per que aquestes eines preparen
una lectura estructural de la logica. Abans de comengar amb les definicions, convé
veure que ens permeten preguntar.

1 Una estructura també es coneix per les seves
relacions

Una manera habitual d’estudiar un objecte consisteix a mirar-ne ’interior: els
elements d’un conjunt, 'operaci6 d’un grup o les parts d’'un graf. La perspec-
tiva categorica no elimina aquesta mirada, pero la complementa amb una altra:
quines transformacions podem fer entre aquest objecte i els altres? Quines hi ar-
riben, quines en surten i com s’encadenen? Podem resumir aquest canvi amb una
consigna que ens acompanyara al llarg del llibre: relaciona, no individualitza. En
lloc de fixar un objecte per allo que és ailladament, el situem pel paper que té dins
d’una xarxa de transformacions.

Entre conjunts tenim aplicacions; entre grups, homomorfismes; entre preordres,
aplicacions monotones. Aquestes transformacions tenen una propietat comuna. Si
podem passar d’A a B ide B a C, podem fer els dos passos seguits:

ALBSc  gofiA—cC



Introduccio 2

La composicié és associativa: quan tres passos es poden encadenar, agrupar els
dos primers o els dos darrers no canvia el resultat. A més, cada objecte té una
transformaci6 identitat, que el deixa com és i no altera cap altra transformacié
quan s’hi compon.

Una categoria reté justament aquestes dades: objectes, fletxes entre objectes,
composicio i identitats, amb les lleis que acabem de descriure. La paraula fletza,
o morfisme, és més general que la paraula funcié. En la categoria lliure sobre un
graf dirigit, els objectes son els vertexs i les fletxes sén els camins: compondre és
concatenar-los, i la identitat és el cami de longitud zero. Un monoide també es
pot veure com una categoria: té un sol objecte, els elements del monoide en sén
les fletxes i la multiplicacié en dona la composici6.

Ni tan sols els mateixos objectes fixen per si sols la categoria. Amb conjunts
i aplicacions obtenim Set; amb conjunts i relacions, Rel. En aquest segon cas,
compondre R C A x B amb S C B x C significa que

a(SoR)c <= 3be B(aRbAbSc).

La fletxa composta registra que hi ha algun terme intermedi que connecta els dos
extrems. Ja trobem aqui una operacié logica, la quantificacié existencial, dins
d’una operacié sobre fletxes.

Per tant, la primera pregunta categorica no és només «quins objectes tenim?,
sind «en quina categoria els estudiem?». Els nombres enters positius, ordenats
per < o per divisibilitat, ofereixen dues categories diferents: en cadascuna, una
fletxa expressa una relacio diferent. Escollir les fletxes és escollir quina part de la
matematica volem fer visible.

2 Del que un objecte conté al paper que compleix

Considerem el producte cartesia de dos conjunts, A x B. El podem descriure
enumerant-ne els elements: sén els parells (a,b) amb a € Aib € B. Pero també
el podem descriure sense comencar pels parells. Hi ha dues projeccions,

Ta: AX B — A, mp: Ax B — B.

Si des d’un mateix conjunt X tenim una aplicacié f: X — A i una aplicacié
g: X — B, hi ha exactament una aplicacié cap a A x B que reuneix aquestes dues

dades: = — (f(z),g(x)).

El punt important és que aquesta segona descripcié només parla de fletxes. Té
sentit, doncs, en una categoria qualsevol. Un producte d’A i B és un objecte P
amb projeccions m4: P — A i7mg: P — B tal que, per a tot objecte X i totes les
fletxes f: X — A1ig: X — B, existeix una unica fletxa u: X — P amb

mTaou = f, Tgou=y4g.



Introduccio 3

Aquestes equacions es fan visibles en el diagrama
X

SN

’
A P B

TA B

La fletxa discontinua és la que la propietat ens permet construir. Dir que el
diagrama commuta és dir que els camins que comparem, amb els mateixos extrems,
donen la mateixa fletxa.

En un preordre, posem una tnica fletxa © — y quan x < y, i cap quan aquesta
relacio no es compleix. El producte de a i b és aleshores el seu infim: un objecte per
sota de tots dos, i tan gran com sigui possible entre els que tenen aquesta propietat.
La mateixa condicié produeix les construccions segiients, quan existeixen:

Context i fletxes Producte
Conjunts amb aplicacions Producte cartesia
Subconjunts d’'un conjunt fix amb inclusions Interseccid

Enters positius amb divisibilitat Maxim comi divisor
Férmules amb deduibilitat Conjuncié

La lectura logica és especialment reveladora. Fixem un sistema deductiu
proposicional amb les regles usuals de la conjuncié i posem una fletxa p — ¢
quan ¢ és deduible de p. Les projeccions del producte séon les deduccions de p i de
q a partir de pAq. Si des de r podem deduir totes dues féormules, podem deduir-ne
la conjuncié:

reErpANqg = (rl—Tpirl—Tq).

La unicitat de la fletxa és automatica perqué només registrem si una deduccid
existeix, no quina prova la realitza. El producte expressa aqui una regla logica
amb el mateix patré que expressa ’aparellament de dades.

Aix0 és una propietat universal: una caracteritzacié mitjancant I'existencia i
la unicitat de fletxes que satisfan unes condicions. La paraula «universal» indica
que la condici6 val per a qualsevol objecte X i qualsevol parell de fletxes adequat,
no només per a uns exemples triats. Bona part del llibre consisteix a reconeixer
aquest patrd en construccions successivament més riques.

3 La mateixa estructura no vol dir el mateix ob-
jecte

Una propietat universal no ens obliga a triar una representacié concreta. Po-
dem construir dues realitzacions diferents d’un producte i obtenir dos objectes que
no siguin literalment iguals. La propietat universal, pero, forca un isomorfisme
entre ells compatible amb les projeccions.
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Una fletxa f: A — B és un isomorfisme si hi ha una fletxa g: B — A que desfa
el canvi en tots dos sentits:

go [ =1ida, fog=idp.

Escrivim aleshores A = B. El sentit d’aquest simbol depen de la categoria: a Set
parlem de bijeccions; entre grups, d’isomorfismes de grups; entre espais topologics
amb aplicacions continues, d’homeomorfismes. No n’hi ha prou de poder desfer
una aplicacié entre conjunts si la inversa no respecta ’estructura que hem fixat.

En la categoria prima de la deduibilitat, dues férmules sén isomorfes quan sén
interdeduibles. Aixi, p A ¢ i ¢ A p poden tenir sintaxis diferents i el mateix paper
deductiu. El llenguatge categoric no les declara iguals: precisa en quin sentit la
diferencia de presentacio no altera I’estructura que estem estudiant.

Cal conservar també les dades que acompanyen l'objecte. L’isomorfisme winic
entre dos productes és el que respecta les projeccions; 1’objecte subjacent, sense
aquestes dades, pot tenir altres automorfismes. Aprendre a distingir ’objecte de
la construccié completa és part de 'aprenentatge de les propietats universals.

Un altre canvi de perspectiva consisteix a invertir sistematicament les fletxes.
La categoria oposada C té els mateixos objectes que C, pero una fletxa A — B
de C hi apareix com una fletxa B — A. No afirmem que la fletxa original tingui
inversa: canviem el context en que la llegim.

En invertir les fletxes de la propietat universal del producte obtenim el copro-
ducte. A Set és la unié disjunta; entre subconjunts ordenats per inclusié és la
unié; en el context deductiu apropiat és la disjuncié. De manera semblant, el dual
d’un objecte terminal, que rep una tunica fletxa des de qualsevol objecte, és un
objecte inicial, que n’envia una unica a cadascun.

La dualitat és més que una simetria de dibuixos. Quan un argument esta
formulat categoricament, en podem obtenir 'argument dual invertint també les
composicions i les hipotesis. Aprenem aixi a buscar, al costat d’'una pregunta, la
pregunta que es veu des de 'altra direcci6.

4 Comparar contextos i comparar les compara-
cions

Si les categories descriuen contextos, com podem passar d'un context a un
altre? Un functor F: C — D assigna objectes a objectes i fletxes a fletxes, preser-
vant els extrems, les identitats i la composici6:

F(ida) =idp@),  Flgof) = F(g) o F().

Un functor és, en aquest sentit precis, una traduccié estructurada. Per exemple,
podem passar d’un grup al seu conjunt subjacent i d’un homomorfisme a ’aplicacié
que el realitza. També podem passar d'un graf a la categoria dels seus camins.

La precisié importa: tot functor preserva les lleis categoriques, pero no tot
functor preserva productes, limits o qualsevol altra estructura addicional. El lli-
bre ensenyara a preguntar que preserva cada traduccio, que oblida i quée permet
recuperar.
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Hi ha encara un altre nivell de comparacié. Donats dos functors F,G: C — D,
una transformacio natural n: ' = G dona una fletxa n4: F(A) — G(A) per a
cada objecte A, amb la condicié que aquestes fletxes siguin compatibles amb tots
els morfismes de C. Per a f: A — B, aixo vol dir

G(f)ona=mnpoF(f).

No és una col - leccié de comparacions independents: totes s’han d’ajustar a una
mateixa xarxa de relacions.

Un exemple elemental és la diagonal dels conjunts, §,: A — A x A, definida per
a +— (a,a). Copiar una dada i després aplicar f a les dues copies dona el mateix
resultat que aplicar f primer i copiar després:

A

B

5,4 5B

Ax A Bx B

fxf

La naturalitat expressa que 'operacié de copiar és compatible amb qualsevol apli-
caci6, no amb una tria particular de noms per als elements. En un exemple logic
del llibre, un quadrat d’aquesta mena expressara que substituir variables i després
interpretar una férmula dona el mateix resultat que interpretar-la i transportar-ne
el significat.

Aquest nivell de coherencia permet formular també I’ equivaléncia de categories.
Dues categories C i D sén equivalents si hi ha functors F: C - DiG: D — C
tals que anar i tornar és naturalment isomorf a no haver canviat de context:

GOF%idc, FOGgldD

No demanem una igualtat literal de presentacions. Demanem que el canvi conservi
I’estructura categorica essencial i que la recuperacié sigui coherent. L’isomorfisme
compara objectes dins d’una categoria; I’equivalencia compara categories senceres.

5 Posar a prova la mirada des de fora

Aquesta seccié avanca idees que el llibre introduira pas a pas en els capitols
centrals. No cal retenir-ne ara els detalls: n’hi ha prou de veure cap a on apunten
i com continuen la perspectiva de les seccions anteriors.

La idea de coneixer un objecte per les seves relacions es pot formular amb
exactitud. Per a un objecte A d’una categoria localment petita, Hom (X, A) és el
conjunt de fletxes de X cap a A. Podem pensar cada objecte X com una forma de
posar A a prova, i cada fletxa X — A com una dada d’A observada amb aquella
forma.

A Set, prendre X amb un sol element recupera els elements ordinaris d’A. En
altres categories, pero, aquesta tnica mena de prova pot resultar insuficient. La
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perspectiva general considera tots els objectes X i, a més, registra com una prova
canvia quan precomponem amb una fletxa X' — X.

Aquesta informacié s’organitza en ’homfunctor Hom(—, A). El lema de Yoneda
donara forma precisa a una intuicié anunciada des del comengament: els objectes
queden determinats, llevat d’isomorfisme, per aquest sistema de relacions. No
n’hi ha prou de saber quantes fletxes hi arriben; cal conservar la manera com es
transformen i es componen. Dos homfunctors d’aquest tipus naturalment isomorfs
provenen d’objectes isomorfs.

La representabilitat aplica aquesta idea a les construccions. En el cas del pro-
ducte, donar una fletxa X — A x B equival a donar dues fletxes amb domini
X:

Hom(X, A x B) = Hom(X, A) x Hom(X, B),

de manera compatible amb els canvis de X. El producte representa, amb un sol
objecte, 'assignacié que a cada X associa aquestes parelles. Limits i colimits
reuniran moltes propietats universals sota un mateix patrd; no seran una llista de
receptes sense connexio.

Les adjuncions ens permetran fer un pas més i relacionar construccions
senceres. Si [': C — D i G: D — C sén adjunts, amb F' per I'esquerra de G, hi
ha una correspondéncia natural

Homp(F(A), B) = Homc¢ (A, G(B)).

Una mateixa dada es pot descriure a banda i banda del canvi de context. Per
exemple, donar un functor des de la categoria lliure d’un graf cap a una categoria
és equivalent a donar un morfisme del graf inicial cap al graf subjacent d’aquella
categoria. Els camins compostos no s’han d’escollir de nou: la composicié en
determina la imatge.

En un altre exemple, donar una aplicaci6 X x A — B equival a donar una
aplicaci6 X — B4, on B4 és el conjunt d’aplicacions d’A a B. Es la currificacio:
una funcié de dues variables es pot descriure com una funcié que retorna funcions.
El tancament cartesia generalitza aquesta correspondencia i ens porta cap a la
semantica del calcul lambda simplement tipat.

6 La logica com a fil conductor, no com a drecera

La logica apareix en aquest llibre des del primer capitol, pero a diferents niv-
ells. El més elemental és la categoria prima de la deduibilitat: les férmules sén
objectes i una fletxa registra que una férmula es pot deduir d’una altra. Aquesta
lectura ajuda a reconeixer la conjuncié com a producte i la interdeduibilitat com
a isomorfisme.

Conservar les proves mateixes és una tasca més exigent. Cal decidir quan
dues proves representen la mateixa fletxa i com la composicié respecta aquesta
identificaci6. No podem passar de l'existéncia d'una deduccié a una categoria
de proves sense afegir aquestes precisions. La interpretacié de tipus i termes en
categories cartesianes tancades ens permetra comencar a veure la relacié entre
proves, programes i morfismes, sense confondre aquests nivells.
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Més endavant, els subobjectes oferiran una altra lectura logica. A Set, un
predicat sobre A es pot descriure pel subconjunt d’elements que el satisfan. Si
f: X — A, substituir f(z) en el predicat correspon a prendre’n I'antiimatge. El
pullback generalitza aquesta operacio, i la reindexacié de subobjectes expressa la
substitucié sense haver de parlar dels elements d’una categoria arbitraria.

Les imatges i les adjuncions recuperen llavors 'existencial que haviem trobat en
compondre relacions. Projectar un predicat sobre X x A cap a X significa retenir
els x per als quals hi ha algun a que el satisfa. En una categoria regular, aquesta
construccié dona un adjunt per 'esquerra de la reindexacié. L’adjunt per la dreta,
que interpretaria el quantificador universal, requereix estructura addicional: no es
dedueix de la regularitat per si sola.

Finalment, el classificador de subobjectes generalitza una altra operacio fa-
miliar. Un subconjunt S C A es pot descriure per la seva funcié caracteristica
A — {0,1}. En un topos elemental, un objecte € fa aquest paper: els morfismes
A — Q classifiquen els subobjectes d’A. Aqui es retroben dues linies del llibre, la
representabilitat i la lectura dels subobjectes com a predicats. No hem d’esperar,
pero, que {2 es comporti sempre com els dos valors de veritat classics de Set.

Aquesta és la destinacié del volum: arribar al llindar de la logica categorica
amb les eines necessaries per comprendre’n el llenguatge. El desenvolupament
sistematic de la sintaxi, la semantica, la correccid, la completesa i les condicions de
coherencia queda reservat al volum segiient. El pont final n’explica la continuacio;
no substitueix aquest desenvolupament. La logica dona direccié al recorregut, pero
no ens eximeix d’aprendre les construccions categoriques amb les seves hipotesis i
demostracions.

7 Que vol dir haver apres aquest llenguatge

Aprendre categories no consisteix a abandonar els exemples concrets tan aviat
com tenim una definicié general. Consisteix a poder fer el cami d’anada i torna-
da: reconeixer una estructura en un exemple, formular-la amb fletxes i tornar a
interpretar-la en un altre context. Una bona abstraccié ens ha de permetre veure
més, no només dir menys.

Al llarg del llibre adquirirem 1’habit de preguntar-nos:
e Quins son els objectes i les fletxes, i que significa compondre-les?
e (Quina propietat expressa el diagrama que tenim davant?

e Quines dades caracteritzen una construccié i quines en sén només una real-
itzaci6é particular?

e Que queda determinat llevat d’isomorfisme, i quines compatibilitats fan tnic
aquest isomorfisme?

e Que preserva el functor amb que canviem de context?
e Quin és 'enunciat dual i sota quines hipotesis té sentit?

e Quina lectura logica té la construccio, si el context la permet?
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Els primers capitols fixaran el vocabulari; els segiients ensenyaran a organitzar-
lo amb propietats universals, representabilitat, limits i adjuncions; els darrers
mostraran com aquestes eines es combinen en el tancament cartesia, els subob-
jectes i els topos. La guia de lectura que acompanya el llibre orienta sobre com
treballar aquest recorregut amb la teoria, la practica, els exercicis i els tests.

El resultat que busquem no és disposar d’una paraula nova per a cada construc-
ci6 coneguda. Es poder reconeixer, davant d’una situacié nova, quines relacions en
governen l’estructura. Quan una interseccid, una conjuncié i un producte deixen
de ser semblances vagues i esdevenen manifestacions d’una mateixa propietat, el
llenguatge categoric comenca a fer la seva feina.



Guia de lectura i itineraris
d’aprenentatge

Aquest capitol és un mapa per a la primera lectura. No cal aprendre ara els
noms de totes les construccions que hi apareixen: les trobarem definides al seu lloc.
La seva funcié és mostrar que aporta cada etapa, com es relacionen les quatre parts
del llibre i com podem comprovar que ’estudi ens esta fent avancar.

La introduccié explica per qué val la pena aprendre categories. Aqui ens ocu-
parem de com fer-ho. Podeu llegir aquesta guia abans de comencar i tornar-hi
en acabar un bloc de capitols, quan els noms del mapa ja s’hagin convertit en
construccions familiars.

o »

1 El punt de partida i la destinacio6

El llibre no pressuposa coneixements previs de teoria de categories. Si que pres-
suposa una familiaritat elemental amb el llenguatge matematic: conjunts, aplica-
cions, composicid, relacions i demostracions senzilles. Per comencar, convé poder
fer quatre coses:

o distingir el domini i el codomini d’una aplicacié i calcular una composicio;
o treballar amb productes cartesians, subconjunts i antiimatges;

e llegir quantificadors i separar una afirmacié d’existencia d’una afirmacié
d’unicitat;

o distingir una implicacio, el seu reciproc i una equivalencia, i entendre el paper
d’un contraexemple.

Si alguna d’aquestes operacions és poc familiar, és millor dedicar-hi una breu
revisié que atribuir-ne la dificultat a ’abstraccié categorica.

No cal dominar préviament tots els ambits que proporcionen exemples. Els
grups, els espais vectorials i la topologia enriqueixen la lectura, pero, si encara no
els coneixeu, podeu comencar amb conjunts, preordres i grafs. Els exemples del
dual i del bidual demanen algebra lineal; els que utilitzen continuitat demanen
nocions de topologia. Es poden reprendre en una segona lectura sense abandonar
el fil general. La logica aporta exemples des del comencament, pero no cal coneixer
ja la logica categorica per seguir-los.

La destinacié és una comprensio inicial de les categories, els functors i la nat-
uralitat, seguida de les propietats universals, Yoneda, els limits i les adjuncions.

9
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Aquest bagatge permet arribar al tancament cartesia, als subobjectes i a una
primera introduccié als topos. El volum prepara l’estudi posterior de la logica
categorica; no pretén desenvolupar-ne aqui una teoria completa.

2 Quatre parts per a un mateix aprenentatge

El llibre separa fisicament la Teoria, la Practica, els Exercicis proposats
i els Tests interactius. Aquesta separacio facilita la consulta, pero no obliga a
estudiar primer tota la teoria i només després tota la practica. Per a una primera
lectura, és més til treballar per temes: llegir un capitol teoric, estudiar els prob-
lemes resolts corresponents, intentar exercicis i comprovar la comprensié amb el
test del mateix tema.

Part La pregunta que ajuda a respondre

Teoria Quina és la definicid, per que té sentit i que se’n pot
deduir?

Practica Com s’utilitza en un problema i com s’escriu I'argument?

Exercicis proposats  Puc reconeixer i aplicar la idea sense una solucié
completa?

Tests interactius Distingeixo el concepte de les confusions que s’hi
assemblen?

Els nou primers temes tenen capitols corresponents en les quatre parts. La
numeracié torna a comencar en cada part; per aixo, quan cerqueu material d’un
tema, fixeu-vos tant en el nimero com en la part i el titol. El capitol teoric dese,
Pont cap a la logica categorica, és un epileg d’orientacio i no té un capitol paral - lel
de practica, exercicis o tests.

Els blocs d’obertura dels capitols teorics indiquen prerequisits i objectius.
Llegiu-los com una invitacié a activar coneixements anteriors. Els blocs de sin-
tesi del final recullen les idees centrals, els errors tipics i lectures recomanades.
Serveixen per revisar, pero no substitueixen els exemples i les demostracions del
capitol.

3 El mapa conceptual dels capitols

El recorregut es pot agrupar en quatre etapes. Els capitols 1-3 construeix-
en el llenguatge i els nivells de comparacio; els 4-6 organitzen les construccions
mitjancant propietats universals; els 7-9 combinen aquestes eines en estructures
amb lectura logica; el 10 mostra la continuacié. Aquesta divisié és una ajuda per
orientar-se, no una frontera rigida: les idees de les primeres etapes reapareixen
constantment en les seglients.
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1. Categories: aprendre la gramatica de les fletxes

El primer capitol introdueix objectes, morfismes, identitats i composicio.
També ensenya a llegir diagrames, construeix exemples i diferencia isomorfismes,
monomorfismes, epimorfismes, seccions i retraccions. La categoria oposada i la
dualitat permeten reutilitzar definicions i arguments en ’altra direccié.

Es un capitol extens perqueé fixa els habits que necessitarem després. No convé
voler memoritzar tots els exemples alhora. Escolliu-ne uns quants i pregunteu sem-
pre que son els objectes, que sén les fletxes i com es componen. Les construccions
de categories noves i les precaucions de mida amplien aquest vocabulari.

Comprovacioé de progrés. Podeu verificar els axiomes en un exemple concret i
explicar per que una fletxa és, o no és, un isomorfisme? Podeu escriure ’equaci6
d’un quadrat commutatiu sense invertir ’ordre de la composici6?

2. Functors: passar d’un context a un altre

El segon capitol puja un nivell: no compara només objectes d’una categoria,
sin6 categories entre elles. Els functors actuen sobre objectes i morfismes i preser-
ven identitats i composicié. El graf subjacent i la categoria lliure permeten veure
una parella de construccions que reapareixera com a adjuncio.

Cal dedicar una atencié especial als homfunctors. Hom(A, —) actua per post-
composicié; Hom(—, B), per precomposicié i amb inversi6 de sentit. Aquesta var-
iancia no és un detall de notaci6: és la base de la representabilitat i de Yoneda.
Les nocions de functor ple i fidel descriuen ’acci6é sobre cada homconjunt.

Comprovacié de progrés. Per definir un functor, podeu donar-ne ’acci6 sobre
les fletxes, no només sobre els objectes? Podeu explicar qué fa Hom(—, B) amb
una fletxa X' — X7

3. Transformacions naturals i equivaléncies: exigir coherén-
cia

El tercer capitol compara functors. La naturalitat exigeix que una familia de
morfismes sigui compatible amb totes les fletxes del domini. Els exemples de la
interpretacié de féormules i del bidual mostren per que aquesta compatibilitat és
matematicament significativa, no només una convenci6 grafica.

Les categories de functors permeten tractar aquestes comparacions com a
morfismes. L’equivalencia de categories precisa quan dos contextos descriuen la
mateixa estructura essencial sense tenir la mateixa presentacié. La composicid
horitzontal afegeix un segon tipus de composicié que cal distingir de la vertical.

Comprovacié de progrés. Podeu dibuixar el quadrat de naturalitat d’una
familia proposada i comprovar-lo per a una fletxa arbitraria? Podeu distingir un
isomorfisme d’objectes, un isomorfisme natural i una equivalencia de categories?
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4. Propietats universals, representabilitat i Yoneda: carac-
teritzar pel paper

Aqui canvia el centre de gravetat. En lloc de construir un objecte i estudiar-ne
després les propietats, busquem un objecte que resolgui una necessitat expressa-
da amb fletxes. Els objectes inicials i terminals ofereixen els primers casos; les
categories coma ajuden a reunir dades i compatibilitats en un mateix context.

La representabilitat expressa aquestes caracteritzacions amb homfunctors.
Yoneda fa precisa la idea de coneixer un objecte pel sistema de morfismes que hi
arriben. Es normal que aquesta etapa demani més d’una lectura: cal coordinar
categories, functors, transformacions i elements d’homconjunts.

Comprovacié de progrés. Podeu demostrar que dos objectes terminals sén
isomorfs i indicar on s’utilitza la unicitat? En una representacié, podeu distingir
el functor representat, I’objecte representant i la dada universal? Podeu seguir la
bijeccié de Yoneda a partir de I'avaluacié en la identitat?

5. Limits i colimits: reunir construccions en un patré

Un diagrama fixa una configuraci6 d’objectes i morfismes; un con és una manera
compatible de relacionar-s’hi. El limit és el con universal. Segons la forma del
diagrama, obtenim productes, equalitzadors, pullbacks o 'objecte terminal. Els
colimits en son la versié dual.

El pullback mereix una atencié especial, perque reapareixera en la reindexaci6
i els subobjectes. També cal separar dues preguntes: si una categoria té un limit
i si un functor el preserva. No sén la mateixa afirmacio.

Comprovacié de progrés. Podeu calcular un pullback de conjunts i comprovar-
ne la propietat universal? Podeu distingir el diagrama, el con i el seu vertex, i
explicar que vol dir que un functor preserva aquest limit?

6. Adjuncions: dues descripcions de la mateixa dada

Les adjuncions relacionen functors mitjancant una bijeccié natural d’homcon-
junts. El capitol comenga amb preordres, on la correspondéncia es llegeix com
una equivaléncia de desigualtats. Després introdueix unitat, counitat i identi-
tats triangulars, i mostra com les adjuncions expliquen la preservacié de limits i
colimits.

Per a una primera aproximacio, escolliu una adjuncié i seguiu-la en les dues de-
scripcions: per bijeccions d’homconjunts i per unitat i counitat. Les construccions
lliures i la currificacié connecten aquest capitol amb exemples ja coneguts.

Comprovacié de progrés. Podeu dir quins morfismes es corresponen en una
adjuncio concreta i construir-ne els transposats? Podeu recordar, amb una justi-
ficacié conceptual, que els adjunts per la dreta preserven limits i els de I’esquerra
preserven colimits?
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7. Categories cartesianes tancades: funcions dins del con-
text

Els productes i els exponencials permeten parlar d’aparellament, avaluacio i
currificacié dins d’una categoria. El capitol caracteritza el tancament cartesia i
n’explica la relacié amb el calcul lambda simplement tipat: els tipus es llegeixen
com a objectes i els termes, en context, com a morfismes.

El conjunt de totes les aplicacions B — (' ofereix ’exemple més familiar
d’exponencial. Els preordres permeten reconeixer la implicacié com a adjunt de la
conjunci6. Els contraexemples recorden que no tota categoria té aquesta estruc-
tura.

Comprovacié de progrés. Podeu passar d'una fletxa A x B — (' a la seva
currificaci6 A — C® i tornar-ne amb 'avaluacié? Podeu explicar per qué tenir
productes no garanteix tenir exponencials?

8. Subobjectes, imatges i factoritzacions: de les parts als
predicats

Un subobjecte no és simplement un subconjunt escrit amb un altre nom: és
una classe de monomorfismes amb un mateix codomini, identificats de manera
compatible. La reindexaci6 per pullback generalitza 'antiimatge i ofereix una
lectura estructural de la substitucio.

Les interseccions expressen conjuncions de predicats; les imatges i la regularitat
permeten construir un adjunt existencial de la reindexacié. Aquesta etapa obliga a
controlar les hipotesis: la regularitat no garanteix per si sola unions de subobjectes
ni un quantificador universal.

Comprovacié de progrés. Podeu calcular una reindexacio a Set i interpretar-la
com a substitucio? Podeu descriure la imatge d’un predicat sota una projecci6 i
explicar la relacié d¢ 4 f*?

9. Classificadors de subobjectes i topos: retrobar la repre-
sentabilitat

El classificador generalitza la funcié caracteristica d’un subconjunt. La corre-
spondencia entre subobjectes d’A i morfismes A — 2 recupera la representabilitat
del capitol quart. El topos elemental combina limits finits, exponencials i classifi-
cador de subobjectes.

El capitol presenta Set i les categories de prefeixos com a exemples. L’objectiu
és comprendre les definicions i la connexié entre les peces, no dominar encara la
teoria de feixos o la logica interna dels topos.

Comprovacié de progrés. Podeu reconstruir un subconjunt com ’antiimatge
del valor vertader per la seva funci6 caracteristica? Podeu enunciar les tres condi-
cions d'un topos i explicar que aporta cadascuna?
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10. Pont cap a la logica categorica: saber qué queda
preparat

L’epileg situa les eines adquirides en un programa més ampli: contextos, sub-
stitucio, predicats, quantificadors, teories i models. El mapa de fragments logics
i 'exemple de la categoria sintactica orienten sobre qué es prolonga al volum
segiient.

Llegiu-lo com una mirada retrospectiva i una invitacié a continuar, no com
una exigencia de dominar de cop tots els temes anunciats. La sintaxi general, la
correccid, la completesa i les condicions de coherencia pertanyen a 1’estudi poste-
rior.

Comprovacié de progrés. Quan l'epileg parla de models com a functors o de
quantificadors com a adjunts, podeu identificar les construccions d’aquest volum
que donen sentit a aquestes expressions?

4 Com treballar un capitol

Una lectura activa alterna comprensio, reconstruccié i aplicacié. Podeu util-
itzar el cicle segiient, adaptant-ne el ritme a la dificultat del tema.

1. Situar la pregunta. Llegiu 'obertura i els objectius del capitol. Escriviu
en una frase quin problema intenta resoldre i quines idees anteriors necessita.

2. Desmuntar la definicié. Separeu les dades que s’han de donar, les opera-
cions que s’hi afegeixen i les propietats que han de satisfer. Anoteu el domini
i el codomini de cada fletxa.

3. Ancorar-la en exemples. Treballeu un cas amb conjunts i un altre amb
preordres o grafs. Quan pertoqui, afegiu-hi la lectura logica. Busqueu també
un exemple que no compleixi la definici6.

4. Reconstruir una demostracié. Tanqueu el text i intenteu recuperar un
argument curt. Després compareu-lo amb el llibre: on s’usa cada hipotesi?
On apareix 'existencia i on la unicitat?

5. Fer servir la practica amb pausa. Llegiu ’enunciat d’un problema resolt
i proveu de fer-ne el primer pas abans de mirar la soluci6. Un cop llegida,
torneu a escriure ’argument sense copiar-lo.

6. Intentar un exercici nou. Comenceu pels de consolidacié. Si us encalleu,
identifiqueu el punt exacte i consulteu la indicacid, no només una altra solucié
que s’hi assembli.

7. Tancar el cicle. Feu el test, reviseu els errors i rellegiu la sintesi. Escriviu
que podeu fer ara que no podieu fer abans i que ha de quedar anotat per a
una segona lectura.

No cal reconstruir immediatament totes les proves llargues. Pero convé enten-
dre’n l'estrategia i ser capag de reproduir arguments curts que reapareixen: provar
una naturalitat, usar la unicitat d’una propietat universal o construir una fletxa
amb el domini i el codomini correctes.
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Una pauta per llegir diagrames

Al llarg del llibre, quan una propietat categorica té una expressié natural amb
fletxes, la presentem alhora amb un diagrama i amb les equacions de composicid
que aquest expressa. Els diagrames formen part del llenguatge matematic, no séon
una il - lustracié opcional. Aprofiteu aquesta doble presentacid: passar del dibuix
a les equacions i de les equacions al dibuix és una destresa que cal practicar.

Davant d'un diagrama, no comenceu per recordar-ne el nom. Seguiu aquesta
)
pauta:

1. Identifiqueu els objectes i els extrems de cada fletxa.

2. Distingiu les dades donades de la fletxa que s’ha de construir.
3. Escriviu els camins que tenen el mateix origen i el mateix desti.
4. Traduiu-ne la commutativitat en equacions de composicio.
5

. Si hi ha una propietat universal, digueu sobre quines dades es quantifica i
que es demana que sigui Unic.

Una fletxa discontinua en un diagrama universal no es construeix perque el
dibuix ho suggereixi: ’existencia es justifica amb una hipotesi o una propietat.
Igualment, un quadrat commutatiu no és automaticament un pullback. Cal
comprovar-ne també la propietat universal.

5 Els exemples recurrents com a punts de suport

Canviar d’exemple no ha de significar tornar a comencar. Les mateixes families
permeten veure cares diferents d’una idea.

Conjunts. Permeten calcular explicitament amb elements, productes, antiimat-
ges, funcions i imatges. Sén un primer laboratori, pero no autoritzen a usar
elements dins d’una categoria arbitraria.

Preordres. Simplifiquen els homconjunts: hi ha com a maxim una fletxa entre
dos objectes. Aix0d converteix propietats universals en condicions d’ordre i
adjuncions en equivalencies de desigualtats. La unicitat automatica és una
ajuda, pero també pot amagar una dificultat que reapareix en categories no
primes.

Grafs. Fan visible la diferéncia entre tenir fletxes i disposar de composicié. Cal
distingir la categoria de grafs, on les fletxes sén homomorfismes de grafs, de
la categoria lliure d'un graf, on sén camins. La construccié lliure connecta
els primers capitols amb les propietats universals i les adjuncions.

Logica. Permet interpretar deduccio, conjuncié, substitucié i quantificacié en els
contextos adequats. Cal separar sempre la categoria prima que registra de-
duibilitat de la perspectiva que conserva les proves, i també dels subobjectes
que representen predicats.

Un quadern de correspondencies pot ajudar: per a cada nova construccio,
escriviu que significa en dues d’aquestes families, quina propietat comparteixen
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i quines hipotesis necessita cada realitzacié. Si no existeix en un dels exemples,
anoteu-ho: aquest limit també forma part de la comprensio.

6 Itineraris possibles

Els itineraris segiients sén propostes de treball, no permisos per ignorar les
dependencies. L’ordre del llibre continua sent el recorregut més segur per a una
primera lectura completa.

Una primera entrada: els tres capitols inicials

Treballeu categories, functors i transformacions naturals amb els seus materials
paral - lels de practica, exercicis i tests. La fita és poder moure-us entre els tres
nivells: objectes i morfismes, categories i functors, functors i transformacions.
No cal dominar encara tot el desplegament de la composicié horitzontal, pero si
distingir-la de la vertical.

Un recorregut complet d’autoaprenentatge

Seguiu els nou temes amb el cicle de treball per capitols i llegiu després el pont
final. Cada cop que arribeu a una definicié general, torneu a un exemple anterior.
Després de Yoneda, reviseu els homfunctors; després de les adjuncions, reviseu la
construccié lliure; després del classificador, reviseu la representabilitat. Aquestes
tornades no sén repeticions inutils: fan visible la unitat del recorregut.

Un curs semestral

Per a un curs d'un semestre, una seleccié natural és treballar els capitols 1-6
com a nucli obligatori i triar, segons l’orientacié del curs, els capitols 7-9. La
teoria s’ha de combinar cada setmana amb una seleccié de problemes resolts i
exercicis proposats; els tests poden servir d’autoavaluacié, no de substitut d’una
prova escrita. El capitol 10 funciona bé com a sessi6 final de sintesi i d’obertura
cap a la logica categorica.

Una lectura per al professorat

Per preparar docencia, convé comencar per aquesta guia i pels blocs d’objectius
i d’errors tipics de cada capitol. Les parts de Practica permeten seleccionar exem-
ples per a classe, mentre que els Exercicis proposats ofereixen material de treball
autonom. Els quatre fils recurrents —conjunts, preordres, grafs i logica— es poden
modular segons el perfil de 'alumnat, pero és recomanable conservar-ne almenys
dos en paral - lel per evitar que les definicions quedin lligades a una sola categoria
concreta.
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Una lectura orientada a la logica

Manteniu el recorregut general, pero doneu més pes a la deduibilitat del capi-
tol 1 1 als exemples d’interpretacio i substitucié dels capitols 2 i 3. Als capitols
4-6, consolideu representabilitat, pullbacks i adjuncions; després, treballeu amb
especial cura el tancament cartesia, els subobjectes i el classificador.

No convé saltar directament a 1’epileg: expressions com «el quantificador és un
adjunt» orienten, pero només es comprenen quan sabem entre quines categories o
preordres actua ’adjuncié i que afirma la seva correspondencia. Les equivaléncies
logiques no substitueixen la comprovacié de les hipotesis categoriques.

Una lectura orientada als tipus i a la computaci6

Feu servir els grafs i les categories lliures per entendre la composicié. Després de
consolidar functors i naturalitat, poseu ’accent en propietats universals, productes,
adjuncions, exponencials i currificacié. El capitol 7 reuneix aquestes eines en la
semantica de tipus i termes.

Els capitols 8 i 9 poden constituir una segona etapa si el primer objectiu és el
calcul lambda simplement tipat. Caldra reprendre’ls per arribar als predicats, els
classificadors i la perspectiva logica més amplia.

7 Convencions tipografiques i de lectura

Els noms de categories s’escriuen amb tipografia matematica, com Set, Graph
o Cat. Els termes definits i les idees que cal retenir apareixen destacats dins dels
entorns corresponents; el color reforga la jerarquia visual, pero 'etiqueta textual —
«Definicié», « Teorema», «Exemple», «Exercici», etc.— n’indica sempre la funcié.
Les fletxes discontinues dels diagrames assenyalen habitualment el morfisme que
una propietat universal afirma que existeix; el text adjacent n’explicita el paper.
Els simbols amb més d’un s, especialment f*, es desambigiien pel context i es
recullen a la taula de notacio.

8 Exercicis i tests: que comproven i qué no

Els exercicis proposats utilitzen una estrella, x, per assenyalar consolidacié, i
dues, x*, per assenyalar ampliaci6. Comenceu pels primers, perd no interpreteu
les marques com una mesura exacta del temps que necessitareu. Una dificultat
breu de variancia pot resultar més important que un calcul llarg.

Les indicacions sén una ajuda per reprendre el treball. Abans de consultar-
les, escriviu les dades, la conclusié i almenys un intent. Després d’utilitzar una
indicaci6, torneu a fer ’exercici sense mirar-la. L’objectiu no és haver reconegut
una solucié, siné poder construir un argument.

Els tests tenen una tnica resposta correcta per pregunta. La correccié au-
tomatica necessita un lector de PDF compatible amb formularis AcroForm i
JavaScript. Si el lector no I’admet, podeu respondre igualment les preguntes i
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consultar les respostes i les justificacions de cada test, reunides al final del llibre
(apéndix «Solucions dels tests»), també usables en paper. Consulteu-les només
després d’haver respost tot el test.

Una resposta encertada no demostra per si sola que sapigueu resoldre un prob-
lema. Per aprofitar el test, justifiqueu per que l'opcié triada és correcta i per
que les altres fallen. Si heu dubtat entre dues opcions, convertiu el dubte en una
pregunta per revisar a la teoria o a la practica. Aquesta explicacié és més util que
la puntuacié obtinguda sense justificacio.

9 Algunes dificultats que convé reconeixer aviat

Hi ha errors que travessen diversos capitols. Identificar-los permet corregir la
manera de treballar, no només una resposta.

Compondre sense comprovar els tipus. Abans d’escriure go f, verifiqueu que
el codomini de f és el domini de g. L’associativitat no fa componibles fletxes
amb extrems incompatibles.

Confondre un exemple amb la definicié general. A Set, mono i epi corre-
sponen a injectivitat i exhaustivitat. En altres categories, les definicions sén
condicions de cancel - laci6. Un mono que també és epi no és sempre un
isomorfisme.

Tractar la naturalitat com una etiqueta. Una familia de fletxes no és nat-
ural només perque s’hagi definit amb la mateixa féormula. Cal escriure el
quadrat i comprovar-lo per a tots els morfismes.

Oblidar les dades universals. El producte inclou les projeccions; el limit in-
clou el con; I'exponencial inclou 'avaluacié. La unicitat de ’isomorfisme es
refereix a les compatibilitats amb aquestes dades, no a 'objecte nu.

Canviar 'orientaci6é sense controlar-la. La contravariancia, la dualitat i la
reindexaci6 inverteixen direccions de maneres que cal precisar. Escriviu do-
minis i codominis abans de fer servir una regla recordada de memoria.

Afegir estructura que no s’ha suposat. Tenir productes no implica tenir ex-
ponencials; la regularitat no dona per si sola disjuncions ni quantificacié
universal; un topos no és necessariament boolea. Rellegiu les hipotesis.

Si una demostracié sembla bloquejada, pregunteu-vos primer si el problema és
de definicié, de tipus, de variancia o d’hipotesis. Moltes dificultats aparentment
abstractes es resolen quan precisem una d’aquestes quatre coses.

10 Quan consultar els apendixs i els materials
finals

Els apendixs no constitueixen una etapa que s’hagi de completar obligatoria-
ment abans de comencar la teoria. Es poden consultar quan la lectura ho demani.
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Apendix A: axiomatica relacional. Ofereix una presentacié en que les fletxes
son els individus primitius i els objectes es reconstrueixen a partir de les
identitats. També hi trobareu la formalitzacié del principi de dualitat, en
versié sintictica i semantica. Es una ampliacié adequada després del primer
capitol, sobretot per a qui s’interessi per la formalitzacié logica. Demana
familiaritat amb logica de primer ordre amb igualtat.

Apendix B: grafs. Aclareix les convencions, els homomorfismes, els camins i el
pas a categories. Consulteu-lo quan treballar amb camins, llagos o arestes
multiples us plantegi dubtes en els primers capitols.

Apeéendix C: convencié de mida. Explica el marc de conjunts i classes del lli-
bre. Es especialment ttil quan apareixen Cat, categories de functors i cate-
gories de prefeixos. Cal distingir «petita» de «localment petita»: la segona
condicié garanteix homconjunts, no que tots els objectes formin un conjunt.

Apendix D: solucions dels tests. Respostes i justificacions.  Consulteu-les
només després d’haver respost tot el test.

Apendix E: quasiexemples i contraexemples. Recull estructures que fallen
exactament un axioma (categoria, functor, transformaci6é natural), la jerar-
quia entre igualtat, isomorfisme, isomorfisme natural i equivaléncia, i models
de la logica que queden fora dels topos. La secci6 sobre la jerarquia és util
des del capitol 3; la de la logica, després del capitol 9.

La taula de notacié serveix per recuperar el significat i la primera aparicié
dels simbols. El glossari catala—angles ajuda a llegir la bibliografia internacional,
sobretot en termes com pullback, slice, presheaf i whiskering. L’index alfabetic és
una eina per retrobar conceptes quan reapareixen en un context nou.

Les lectures recomanades al final dels capitols tenen una funcié de contrast i
ampliacié. En una primera lectura, és millor consultar una font alternativa per
aclarir una pregunta concreta que obrir alhora molts tractaments generals del
mateix tema.

11 Una manera de mesurar ’aprenentatge

No mesureu el progrés només pel nombre de pagines llegides. Una fita més
fiable és poder fer, sense el text davant, quatre operacions amb una idea nova:

1. enunciar-ne la definicié6 amb les hipotesis correctes;
2. interpretar-la en almenys dos exemples;
3. utilitzar-la en un argument o un calcul senzill;

4. explicar que falla en un contraexemple o quan es retira una hipotesi.

No cal satisfer aquestes quatre condicions amb la mateixa fluidesa des del
primer dia. Es raonable avancar amb una dificultat ben identificada i tornar-hi
després. El que convé evitar és substituir la comprensié per la familiaritat visual
amb els simbols.
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En acabar el llibre, el guany més important sera poder relacionar les peces:
veure una propietat universal darrere d’una construccid, una naturalitat darrere
d’una compatibilitat, una adjuncié darrere d’una correspondencia i una operacié
sobre subobjectes darrere d’una lectura logica. Aquesta capacitat de passar entre
exemples i estructura és el criteri que dona unitat a tot el recorregut.
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1 Categories

Prerequisits
Llenguatge elemental de conjunts i aplicacions: domini, codomini i composi-
cio; producte cartesia, subconjunts i relacions. Lectura de quantificadors ele-
mentals i distincié entre existéncia i unicitat. Nocions basiques d’implicacio,
equivalencia i contraexemple. Els exemples amb grups, espais vectorials o
espais topologics enriqueixen la lectura, pero no sén imprescindibles. No es
pressuposa cap coneixement previ de teoria de categories.
Objectius
En acabar el capitol, el lector hauria de poder:

e enunciar la definicié de categoria i verificar-ne els axiomes en exemples

concrets;

e llegir i escriure diagrames commutatius i traduir-los a igualtats de com-
posicions;

e reconeixer la mateixa estructura categorica en conjunts, preordres,
monoides, grafs, relacions i sistemes deductius;

e definir i utilitzar isomorfismes, monomorfismes, epimorfismes, seccions i
retraccions, distingint-los de les nocions conjuntistes corresponents;

e construir i interpretar la categoria oposada, categories producte, subcat-
egories i categories sobre i sota un objecte en casos senzills;

o aplicar el principi de dualitat a definicions i resultats elementals;
e descriure la categoria lliure generada per un graf finit senzill;

o distingir categories petites i localment petites.

1.1 Cap al concepte de categoria

Quan comencem a estudiar matematiques, aprenem a treballar amb molts tipus
d’estructures: ordres, grups, espais vectorials, espais topologics, etc. Aviat notem
que aquestes estructures rarament apareixen soles. Al costat de cadascuna hi
ha sempre una classe de transformacions que les relacionen respectant la seva
manera de comportar-se: entre ordres, les aplicacions monotones; entre grups,
els homomorfismes; entre espais vectorials, les aplicacions lineals; entre espais

2
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topologics, les aplicacions continues. Aquestes transformacions admissibles les
anomenarem, en general, morfismes o fletzes.

La noci6 de categoria no decideix per si sola quins morfismes son admissibles:
ho fixem nosaltres en cada context, d’acord amb l’estructura que volem respectar.
El que fa la teoria de categories és abstreure el patré comu a tots aquests contextos:
treballar amb objectes, amb transformacions admissibles entre ells i amb la manera
com aquestes transformacions es componen. Cada categoria concreta enregistra
aquesta tria de morfismes i, a partir d’aqui, només en reté la composicio i les
identitats.

Els exemples concrets que acabem d’esmentar tenen tots un conjunt subjacent.
En aquests casos, preservar ’estructura significa comengar per una aplicaci6 entre
els conjunts subjacents i imposar-hi les condicions adequades. No és, pero, un
requisit de la nocié de categoria: més endavant trobarem categories els objectes
de les quals no sén conjunts amb estructura. Com hem dit a la seccié 1 de la
introduccié, la teoria de categories desplaca la visio classica, puntual i conjuntista,
de les aplicacions cap a una visié abstracta com a fletxes.

Recordem breument la notacié de fletxa per a les aplicacions entre conjunts.
Una aplicacié f amb domini X i codomini Y es denota f: X — Y, o bé com a

fletxa X L5 Y. L’operacié fonamental sobre les aplicacions és la composicio: si
f: X—=>Yig:Y — Z esdefineix go f: X — Z per

(g0 f)(x) = g(f(z)).

Perque la composicié estigui definida, el codomini de f ha de coincidir amb el

domini de g; amb fletxes, X Ly &z A més, per a cada conjunt X hi ha
I’aplicaci6 identitat sobre X,

ldX X — X, ldx(ﬂf) =2x.

Aquestes operacions es regeixen per la llei d’associativitat i les lleis de la unitat:
peraf: X—=Y, goY—=>Zih:Z—->W,

(hog)of=ho(gof), foidx = f =idyof.

Observem que aquestes equacions es formulen purament en termes de les opera-

cions sobre aplicacions, sense cap referéncia als elements dels conjunts X, Y, Z,
w.

Aix0 no és cap ingenuitat, sin6 una evidéncia sobre les estructures que hem
mencionat: els homomorfismes entre grups, les aplicacions monotones entre preor-
dres, les aplicacions lineals entre espais vectorials i les aplicacions continues entre
espais topologics satisfan les condicions que acabem d’escriure.

Aquesta és la idea que orientara tot el que segueix: estudiar un objecte no pel
que és per dins, sind pel paper que fa dins del sistema de fletxes que el connecten
amb els altres. Es el que ens permetra de parlar-ne amb un mateix llenguatge i,
fins i tot, estendre’l a altres tipus d’objectes no necessariament basats en la nocio
d’aplicacid, com ara grafs, sistemes deductius o relacions entre conjunts.
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1.2 Definicié de categoria

Definicio 1.1. Una categoria C consta de les dades segiients:
1. una col - lecci6 d’objectes A, B,C, ..., que denotem Ob(C);

2. una col - lecci6 de morfismes f,g,h,..., que denotem Mor(C); cada
morfisme f té associats un unic domini A i un Unic codomini B, i ho
escrivim com A = dom(f) i B = cod(f); en aquest cas també escrivim

f:A—>BocomaﬂetxaA1>B;
3. per a cada objecte A, un morfisme identitat id,: A — A,
4. per a cada parella de morfismes componibles f: A - Big: B — C, la
composicié go f: A — C.
Aquestes dades han de satisfer els dos axiomes segiients, sempre que les com-
posicions indicades tinguin sentit:
1. Associativitat. ho(go f) = (hog)o f, pera f: A— B, g: B — C,
h: C — D.
2. Identitats. idgof = fi foidy = f, per a tot f: A — B.

La secci6 1.3 dona la lectura diagramatica d’aquests axiomes.

Parlem aqui de col - leccions i no de conjunts, deliberadament: en alguns ex-
emples els objectes, o els morfismes, sén massa nombrosos per formar un conjunt.
Aixi, tant Ob(C) com Mor(C) sén en general col - leccions, no necessariament con-
junts. Precisarem aquesta qliestio a la seccié 1.11. Sovint és més comode agrupar
els morfismes segons el seu domini i codomini: quan la col - lecci6 de morfismes de
A a B és un conjunt, se sol denotar

Hom¢ (A, B)

o simplement Hom(A, B) quan la categoria és clara i 'anomenem homconjunt de
Ai B. Com que cada morfisme té un tnic domini i un tnic codomini, Mor(C)
sempre es reparteix segons el parell (A, B) de domini i codomini, en parts disjuntes
dos a dos;! el que no estd garantit és que cada part sigui un conjunt. Quan ho és
per a tots els parells —propietat que rep el nom de petitesa local (secci6 1.11)—,
aquestes parts son els homconjunts Hom(A, B) i Mor(C) n’és la uni6. Al llarg
del llibre totes les categories que fem servir sén localment petites, de manera que
aquesta subtilesa no ens afectara.

Observacio 1.1. Fem algunes precisions sobre la definicio.
1. Els morfismes també s’anomenen fletxes, i sovint farem servir les dues
paraules indistintament.

2. L’axioma d’associativitat fa que puguem escriure hogo f sense paréntesis,
sabent que el resultat no depen de la manera d’agrupar-los.

! Aquesta disjunci6 és, de fet, equivalent a la unicitat del domini i el codomini. A I'axiomatica
relacional de I'apendix A en fa el paper d'un axioma.
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3. Els axiomes d’identitat diuen que id4 es comporta com un neutre per la
composicié. Veurem tot seguit que aquesta propietat determina ids de
manera unica.

4. Aquesta definici6 axiomatica pren com a termes no definits els objectes i
els morfismes. Una categoria és qualsevol estructura que contingui aque-
stes dues menes de dades i que satisfaci les condicions i propietats de la
definici6.?

Proposicio 1.1. La fletxa identitat d’un objecte és tnica.

Demostracio. Suposem que eq: A — Aiey: A — A sén dues fletxes iden-
titat de A. Com que e, és una identitat,

eaoe, =¢€,.
D’altra banda, com que €/, és una identitat,
/

/
Per tant e4 = €/j.

1.3 Fletxes, camins i diagrames commutatius

La definicié anterior es pot llegir algebraicament, mitjangant equacions, pero
també graficament. Aquesta segona lectura sera una part essencial del llenguatge
categoric.

Si f: A— Big: B — C sén componibles, la composicié es pot representar
amb el triangle

A B
gk‘ lg
C

La fletxa directa de A a C' és precisament el resultat de seguir el cami A — B — C.

Més generalment, un diagrama pot contenir diferents camins dirigits amb el

’De fet, es pot prescindir d’una de les dues menes de dades: com que cada objecte queda
determinat per la seva identitat, una categoria petita es pot descriure en un llenguatge amb una
sola mena d’individus —les fletxes— i tres relacions primitives de domini, codomini i composicié,
amb els objectes reconstruits com les fletxes identitat. L’apéndix A desenvolupa aquesta presentacid
relacional i en demostra ’equivaléncia amb la definicié d’aqui.
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mateix origen i el mateix desti. Per exemple,

A J B
C D

té dos camins de A a D: primer f i després v, o primer u i després g.

Y

Definicié 1.2. Un diagrama com ’anterior commuta si els dos camins deter-
minen el mateix morfisme, és a dir, si

vof=gou.

En general, direm que un diagrama commuta quan tots els camins dirigits
amb el mateix origen i el mateix desti que cal comparar donen la mateixa
composicio.

Observacio 1.2. Un dibuix de fletxes no és automaticament un diagrama com-
mutatiu. El dibuix especifica objectes i morfismes; afirmar que commuta afegeix
una o més igualtats entre composicions de fletxes. Per aix0o convé aprendre a
passar en tots dos sentits:

diagrama <— equacions entre fletxes i composicions.

L’associativitat es pot llegir com un diagrama commutatiu. En una cadena
AL Bschp

podem agrupar les composicions de dues maneres, (hog)of o ho(gof). El diagrama
segiient ho mostra com un paral - lelogram de vertexs A, B, D, C'i costats f, hog,
h i go f; la diagonal interior és g.

y f

gof
©

D
h

Recérrer A — B — C' — D agrupant primer g o f i després component amb h,
o agrupant primer h o g i precomponent amb f, dona la mateixa fletxa A — D.
Aix0 és exactament 'axioma d’associativitat:

(hog)of=ho(gof).

Les identitats també tenen una lectura diagramatica. Si f: A — B, inserir id4
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abans de f o idg després de f no canvia el cami:

%
4 A

o A
idg

PN N
B

B

A

Els dos triangles commutatius expressen exactament els axiomes d’identitat:
foida=f,  idgof=/F.

A partir d’ara seguirem aquesta norma: quan una propietat categorica tingui una
expressié diagramatica natural, en donarem alhora, al mateix lloc, I’equacio i el
diagrama. Llegir I'una i dibuixar l'altre, i a 'inrevés, és una destresa que el llibre
demana constantment.

1.4 Exemples de categories

La forca de la definici6 es veu de seguida en la varietat d’exemples que hi
encaixen. En cadascun cal identificar els objectes, els morfismes, les identitats i la
composicié. Comencem pels exemples més petits, que malgrat la seva simplicitat
apareixeran sovint com a categories indez (la definici6 5.1) per construir diagrames.

1.4.1 Categories finites

Per descomptat, els objectes d’una categoria no cal que siguin conjunts. Con-
siderem alguns exemples molt senzills que es poden descriure per complet. En
cada cas identifiquem els objectes, els morfismes, la composicio i les identitats;
I’associativitat i les lleis d’identitat es comproven directament, ja que hi ha molt
poques composicions a considerar.

1. La categoria buida 0 té Ob(0) = @ i cap morfisme. No hi ha composicié ni
identitats que definir, i els axiomes es compleixen trivialment perque no hi
ha res a comprovar; és la categoria «sense res».

2. La categoria unitat 1, també anomenada categoria terminal, té Ob(1) = {x}
i Hom(x, %) = {id,}. L’nica composici6 és id, oid, = id,, i els axiomes es
redueixen a aquesta igualtat:

o

3. La categoria 2 té Ob(2) = {*,%} i1 una unica fletxa no trivial u: ¥ — %, a
més de les dues identitats:

Hom(x, x) = {id,}, Hom(*,) = {id,},
Hom(x,*) = {u}, Hom(x,*)=@.
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Les tiniques composicions sén les que involucren identitats, u oid, = u =
id, ou, de manera que els axiomes es compleixen automaticament. A partir
d’ara, com és costum, no dibuixem les identitats:

u
X ———> %

4. La categoria amb dues fletxes paral - leles té Ob = {x,%} i dues fletxes
no trivials f,g: * — x amb el mateix domini i el mateix codomini:

Hom(*,x) = {f, g}, Hom(x, x) = &,

i als homconjunts Hom(x, x) i Hom (%, ) només hi ha les identitats. Com que
cap parell d’aquestes fletxes no és componible, de nou les iniques composi-
cions sén amb identitats:

R —

9

Aquesta darrera reapareixera com a categoria index dels equalitzadors (la
definicié 5.6).

5. La categoria 3 té Ob(3) = {x,x, e} i tres fletxes no trivials, f: *x — x,
g:x—>eih:x—e:

Hom(x, %) = {f}, Hom(x, ) = {g}, Hom(x,®) = {h};

els homconjunts d’un objecte a si mateix contenen només la identitat, i els
homconjunts en sentit contrari sén buits. La composicié obliga a incloure la
composicié de les dues fletxes consecutives: I'inica composicié no trivial és
go f=h. Amb aquesta composicié (i les identitats) els axiomes se satisfan:

Observacio 1.3. Afegir fletxes no és gratuit: la composicié obliga a incloure
totes les composicions. Dues fletxes de sentits oposats f: * — xi g: * — %

generen go f, fog, go fog,iaixi indefinidament; la categoria resultant és
infinita. Per obtenir-ne una de finita cal imposar equacions entre composicions
—per exemple go f =1id, i fog = id,, cosa que fa de f un isomorfisme (la
definicié 1.5). En canvi, dues fletxes paral - leles f, g: * — * no sén componibles
entre elles, i la categoria és finita sense afegir res.
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1.4.2 Categories de conjunts

La categoria Set té:

o objectes: Ob(Set) és la col - leccié de tots els conjunts;

o morfismes: Homge (A, B) és el conjunt de totes les aplicacions A — B;
o composicié: la composicié habitual d’aplicacions, (g o f)(z) = g(f(z));
o identitats: Paplicacié identitat, id4(z) = x.

L’associativitat i les lleis d’identitat sén propietats ben conegudes de les aplica-
cions, de manera que Set és una categoria. Sera una categoria de referencia: quan
un concepte categoric nou ens desconcerti, mirar que vol dir a Set sol ser un bon
primer pas.

Si ens restringim als conjunts finits i a les aplicacions entre ells, obtenim la cate-
goria FinSet: Ob(FinSet) és la col - leccié dels conjunts finits, Hompipget (A4, B) =
Homget (A, B), i la composicio i les identitats son les mateixes que a Set. Com que
la composicié d’aplicacions entre conjunts finits torna a ser una aplicacié entre
conjunts finits, els axiomes se satisfan igual que a Set.

Tot conjunt S es pot veure també com una categoria, que continuem escrivint
S: Ob(S) = S i els unics morfismes sén les identitats, una per objecte,

{id,} siz =y,
Homg(z,y) =

%] altrament.
La composici6 és forcada (id, oid, = id,) i els axiomes es compleixen trivialment.
Una categoria en que els iinics morfismes sén les identitats s’anomena categoria
discreta. En una categoria discreta no hi ha cap informacié més enlla de la
col - leccié d’objectes.

Observacio 1.4. Una categoria no queda determinada pels seus objectes: cal
dir també quines sén les fletxes. Amb només dos objectes, per exemple, hem
trobat ja tres categories ben diferents:

e la categoria discreta de dos punts, només amb les identitats i cap fletxa
no trivial;

e la categoria 2, amb una tnica fletxa no trivial d’'un objecte a ’altre;

e la categoria amb dues fletxes paral - leles, amb dues fletxes no trivials
entre els mateixos objectes.

Totes tres tenen els mateixos dos objectes, pero son categories diferents perque
difereixen en les fletxes. En particular, 2 no és la categoria discreta de dos
punts: la preséncia de la fletxa no trivial les distingeix.

1.4.3 Estructures elementals com a categories

Les estructures matematiques més simples sovint sén categories. Per exemple,
un monoide no s’assembla a una categoria d’un sol objecte: és exactament una
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categoria d’un sol objecte. Recollim aquesta idea en una llista d’identificacions, i
tot seguit les justifiquem:

e un conjunt és una categoria discreta (ja vist a la subsecci6 anterior);
e un monoide és una categoria d’un sol objecte;

e un grup és una categoria d’un sol objecte en que tot morfisme és un isomor-
fisme;

e un preordre és una categoria prima;

e un ordre parcial és una categoria prima en que els tinics isomorfismes sén les
identitats;

e un sistema deductiu és una categoria prima.

En tots els casos, els objectes 1 els morfismes deixen de ser conjunts i aplicacions:
)
passen a ser els elements i les relacions internes de l’estructura.

Preordres. Un preordre és un parell (P, <) on P és un conjunt i < una relaci6
binaria sobre P reflexiva (x < x) i transitiva (si x < y iy < z, aleshores z < z).
Per exemple, (R, <), o els subconjunts d’un conjunt ordenats per la inclusié C.

Tot preordre (P, <) és una categoria, que continuem escrivint P:
o objectes: Ob(P) = P, els elements del preordre;

e morfismes: hi ha exactament una fletxa r — y quan z < v,

{(z,y)} siz<y,

%] altrament;

Homp(z,y) = {

e composicié: (y,z) o (z,y) = (x, 2), que existeix per transitivitat;

o identitats: id, = (z,x), que existeix per reflexivitat.

X

(z,9)
—_ y
<x,k W, )

Com que cada homconjunt té com a maxim un element, I’associativitat i les lleis
d’identitat se satisfan automaticament. Una categoria en que | Hom(z,y)| < 1 per
a tot parell d’objectes s’Tanomena prima (en angles, thin category).

Si el preordre és a més antisimetric (zr < y i y < x impliquen = = y), és un
ordre parcial. Categoricament, l'antisimetria diu que els tnics isomorfismes (la
definicié 1.5) sén les identitats: si z — y 1 y — = existeixen totes dues, aleshores

T =y.

Monoides. Un monoide és una terna (M, *,e) on % és una operacié associativa
sobre M amb element neutre e. Per exemple, (N,+,0), o les paraules sobre un
alfabet amb la concatenacié i la paraula buida.
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Tot monoide és una categoria amb un sol objecte *, que escrivim BM.? Conc-
retament:

o objectes: Ob(BM) = {x};
o morfismes: I"inic homconjunt és tot el monoide, Homgp, (%, *) = M;

e composicio: 'operacié del monoide, go f = g * f, on I'element de la dreta
actua primer;

o identitat: id, = e.

Els axiomes de categoria sén exactament els de monoide. Els morfismes, aqui, no
son aplicacions: son els elements de M.

Grups. Un grup és una terna (G, *,e) que és un monoide en que, a més, tot
element a té un invers ¢~ amb a*a™! = e = a~! x a. Per exemple, (Z,+,0), o les
permutacions d’un conjunt amb la composicio.

Un grup és una categoria d’un sol objecte en queé tot morfisme és un iso-
morfisme. Com que un grup és en particular un monoide, la categoria és la de
l'apartat anterior, que escrivim igualment BG: Ob(BG) = {x}, Hompg(*, *) = G,
go f=gxfiid, =e. En efecte, 'invers de I’element a és exactament el morfisme
invers de la fletxa corresponent. La teoria de grups és, doncs, la part invertible de
la teoria de monoides. Cada element del grup és un bucle sobre 'inic objecte, i la
identitat e n’és el bucle destacat:

/ N\

/
i R B
AN

f
\\v/
3
/

C

C

Sistemes deductius. Fixem un sistema deductiu T' i considerem la seva relacio
de deduibilitat Fr entre férmules, reflexiva (p - p) i transitiva (de pbFrqgigbrr
se segueix p Fr r). Aquesta relacié determina una categoria, que escrivim Provy
per distingir-la del sistema 7" del qual prové:

o objectes: Ob(Provr) és el conjunt de les férmules p,q,7,... de T}
o morfismes: hi ha exactament una fletxa p — ¢ quan p Fr ¢,

{(p,a)} siphkryq,

Homp,oy b,q) =
r(p4) %] altrament;

e composicié: (q,7) o (p,q) = (p,r), que existeix per transitivitat;

o identitats: id, = (p,p), que existeix per reflexivitat.

3La notaci6 BM prové de la topologia, on BM designa ’espai classificador del monoide (o
grup) M; la categoria BM n’és el model categoric.
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Com el preordre, Provy és una categoria prima. A diferencia de I'ordre parcial,
pero, la deduibilitat no acostuma a ser antisimetrica: dues férmules diferents poden
ser interdeduibles (p Fr ¢ i ¢ 7 p amb p # q), com p A g i g A p. Categoricament,
aixo vol dir que hi ha isomorfismes no trivials: férmules distintes perd isomorfes.
Aquesta categoria només registra si ¢ es dedueix de p, no de quina manera es
dedueix; 'observacié segiient presenta la versié que distingeix les proves.

Observacié 1.5 (Les proves mateixes com a fletxes). Hi ha una interpretacié
logica més fina en que una prova concreta

T.p—q

és ella mateixa un morfisme, i dues proves 7, p: p — ¢ poden ser morfismes
diferents. La composicié representa aleshores I'’encadenament de proves i la
identitat, la prova trivial d’una férmula a partir d’ella mateixa. Passem, doncs,
d’una sola fletxa (registrar si hi ha deduccié) a moltes fletxes (registrar quina
prova).

Per obtenir una categoria de proves completament definida cal fixar el sistema
deductiu i precisar també quan dues derivacions es consideren iguals —per
exemple, mitjancant una equivalencia adequada entre proves. No necessitem
encara aquesta teoria; de moment distingirem entre la categoria prima Provy
de la deduibilitat i aquesta interpretacié més rica de les proves com a fletzes.
Hi tornarem quan el llenguatge categoric ens permeti fer-ho amb més precisio.

1.4.4 Categories de conjunts estructurats

Ara considerem les categories els objectes de les quals sén conjunts amb algu-
na estructura, i els morfismes, les aplicacions que preserven aquesta estructura.
En tots els casos la composicié és la d’aplicacions i les identitats sén les aplica-
cions identitat, de manera que ’associativitat i les lleis d’identitat s’hereten de les
de Set; només cal comprovar, en cada cas, que la composicié d’aplicacions que
respecten 'estructura torna a respectar-la, i que la identitat també ho fa.

Grups. La categoria Grp té:
o objectes: Ob(Grp) és la col - leccié de tots els grups;
o morfismes: Homg,p,(G, H) és el conjunt dels homomorfismes de grups G —
H;

e composicio: la composicié d’aplicacions;

o identitats: 'aplicacio identitat idg.
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Un homomorfisme de grups h: G — H és una aplicacio entre els conjunts subja-
cents que preserva 'operacié: h(a * b) = h(a) x h(b) per a tot a,b (d’on se segueix
que preserva també el neutre i els inversos). Si h: G — H i k: H — K sbn
homomorfismes, la composicié també ho és, ja que

k(h(a b)) = k(h(a) * h(b)) = k(h(a)) * k(h(b));

i ’aplicaci6 identitat preserva trivialment ’operacié. Com que la composicio i les
identitats son les d’aplicacions entre conjunts, I’associativitat i les lleis d’identitat
s’hereten de Set.

Espais vectorials. Fixem un cos K. La categoria Vectg té:
o objectes: Ob(Vecty) és la col - lecci6 dels espais vectorials sobre K;
o morfismes: Homg(V, W) és el conjunt de les aplicacions lineals V' — W;
e composicio: la composicié d’aplicacions;
o identitats: 'aplicaci6 identitat idy .

Un espai vectorial sobre K és un conjunt V' amb una suma commutativa i as-
sociativa V' x V. — V —amb element neutre i oposats— i una multiplicacié
per escalars K x V' — V compatible amb les operacions. Una aplicacio lineal
f:V — W és una aplicacio6 entre els conjunts subjacents que preserva ’estructura:

flu+v)=f(u)+ f(v)if(A)=Af(v). Si f: V=W ig: W — U so6n lineals, la
composicié també ho és, ja que

g(f(u+0)) =g(f(W) +9(fw) 1 g(f(M)) = Ag(f(v));

i la identitat és lineal. Per tant la composicio i les identitats sén les d’aplicacions
entre conjunts, i ’associativitat i les lleis d’identitat s’hereten de Set.

Espais topologics. La categoria Top té:
o objectes: Ob(Top) és la col - leccié de tots els espais topologics;
o morfismes: Homrep(X,Y') és el conjunt de les aplicacions continues X — Y/
e composicio: la composicié d’aplicacions;
o identitats: I’aplicaci6 identitat idy.

Un espai topologic és un parell (X, Ty) on X és un conjunt i 7x una familia de
subconjunts de X (els oberts) tal que:

e O.X €Tx;
e silU,V € Ty, aleshores UNV € Tx;
o si {U;}ier és una familia qualsevol en Tx, aleshores J,.; U; € Tx.

Una aplicacié continua f: (X,Tx) — (Y,Ty) és una aplicacié f: X — Y que
preserva l'estructura en el sentit segiient: f~}(U) € Tx per a tot U € Ty.
Si f: X - Y ig:Y — Z sén continues, la composicié també ho és, ja que
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(go /)Y U) = f~(g7*(U)) és obert quan U ho és; i la identitat és continua,
perqué id ' (U) = U. Per tant, un cop més, la composicié i les identitats sén
les d’aplicacions entre conjunts, i I’associativitat i les lleis d’identitat s’hereten de
Set.

Monoides. La categoria Mon té:
o objectes: Ob(Mon) és la col - leccié de tots els monoides;

o morfismes: Hompjon(M, N) és el conjunt dels homomorfismes de monoides
M — N;

e composicio: la composicié d’aplicacions;
o identitats: 'aplicaci6 identitat id,,.

Un homomorfisme de monoides h: M — N és una aplicacié entre els conjunts
subjacents que preserva l'operacié i el neutre: h(a *b) = h(a) * h(b) i h(epy) = en.
Sih: M —- Nik: N — P sétn homomorfismes, la composicié també ho és, ja que

k(h(a*b)) = k(h(a) x h(b)) = k(h(a)) * k(h(b)) i k(h(er)) = k(en) = ep;

i la identitat preserva trivialment ’operaci6 i el neutre. Com que la composicio i les
identitats son les d’aplicacions entre conjunts, I’associativitat i les lleis d’identitat
s’hereten de Set.

Ordres parcials. La categoria Pos té:

objectes: Ob(Pos) és la col - leccié de tots els ordres parcials;

morfismes: Hompes(P, @) és el conjunt de les aplicacions monotones P — Q);

composicié: la composicié d’aplicacions;

identitats: ’aplicaci6 identitat idp.

Una aplicacio monotona f: P — () és una aplicacid entre els conjunts subjacents
que preserva l'ordre: si x < y, aleshores f(z) < f(y). Si f: P —>Qig:Q — R
son monotones, la composiciéo també ho és, ja que

<y = f(z) < fly) = g(f(x)) <g(fW));

i la identitat preserva trivialment I’ordre. Un cop més, la composicié i les identitats
son les d’aplicacions entre conjunts, i les lleis s’hereten de Set.

Convé no confondre les dues mirades: un monoide concret és una categoria
(d'un sol objecte) i un ordre parcial concret és una categoria (prima), mentre
que Mon i Pos tenen tots els monoides i tots els ordres parcials per objectes,
respectivament.

Observacié 1.6 (Categories com a contextos matematics). Cadascuna
d’aquestes categories és I’ambit on es desenvolupa una teoria matematica: Top
és el context de la topologia general, Grp el de la teoria de grups, Vectyk el
de l'algebra lineal, i aixi successivament. Aqui, la categoria la formen tots
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els objectes d’'una mena; a les estructures elementals, en canvi, un sol objecte
estructurat ja és una categoria.

1.4.5 Conjunts i relacions

Com hem avangat a la introduccié (seccié 1), els conjunts admeten una segona
categoria, on els morfismes no sén aplicacions siné relacions. La categoria Rel té:

o objectes: Ob(Rel) és la col - leccié de tots els conjunts;

o morfismes: Homge(X,Y) és el conjunt de les relacions R C X x Y (amb la
precisié sobre els extrems de 1'observaci6 1.7);

e composicié: pera RCX xYiSCY x Z,

SoR={(z,2) | e (x,y) €Ri(y,2) €S} C X x Z;

o identitats: la relacié diagonal idx = {(z,z) | x € X}.

Els axiomes es comproven directament a partir de la definicié. Per a ’associativitat,
un parell (z,w) pertany a les dues maneres d’agrupar tres relacions encadenades
exactament quan hi ha termes intermedis que connecten z amb w passant per les
tres relacions; com que la condicié no depen de ’agrupament, les dues composi-
cions coincideixen. Per a les identitats, compondre amb la diagonal no afegeix
cap pas efectiu, perque obliga el terme intermedi a coincidir amb l'extrem. La
verificacié completa és el primer exercici resolt del capitol 1 de la part de Practica
(exercici 1.1). Compondre relacions equival a aplicar un quantificador existencial
sobre el terme intermedi: aquest és el primer pont amb la logica que assenyalavem
a la introducci6. A diferencia del que passa a Set, un morfisme X — Y de Rel
no ha d’assignar necessariament a cada element de X un tnic element de Y: pot
relacionar-lo amb diversos elements de Y, o amb cap.

Observacié 1.7 (Extrems implicits). En rigor, un morfisme X — Y de Rel
no és una relaci6 R tota sola, sind la relacié junt amb els seus extrems: la
terna (X,Y,R) amb R C X X Y. Aquesta precisié és necessaria perque els
homconjunts siguin disjunts, tal com exigeix la definici6 de categoria. Per ex-
emple, la relacié buida R = & esta continguda en X X Y per a qualsevol parell
(X,Y); si no registréssim els extrems, un mateix objecte @ seria alhora mor-
fisme entre infinites parelles d’objectes, amb domini i codomini indeterminats.
Registrant (X,Y, R), cada morfisme té un tnic domini X i un tnic codomini
Y. Escriurem simplement R quan els extrems se sobreentenguin; és la mateixa
convencié d’extrems implicits que ja hem fet servir en codificar la fletxa d’un
preordre o de Provy com el parell (z,y), i que retrobarem tot seguit a les
categories sobre i sota un objecte. No canvia cap de les construccions: només
n’explicita la compatibilitat amb la definici6 inicial de categoria.
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1.4.6 Categories de grafs

Definicié 1.3. Un graf dirigit G consta d'un conjunt Vs de vertexs, un
conjunt EFg d’arestes i dues aplicacions

S(;,tgi EG — Vg,

que assignen a cada aresta el seu origen i el seu desti, respectivament.

Definicio 1.4. Un morfisme de grafs [': G — H és una parella d’aplicacions
Fy: Vg — Vg, Fg: Eq¢ — by,
que preserven origen i desti:
Fyosg=syoFg, Fyotg=tgoFg.

Equivalentment, han de commutar els dos quadrats segiients:

S t
Ecq ¢ Ve Eq ¢ Ve
FEJ lFV FEl jFV
ty

Els grafs dirigits i els morfismes de grafs formen una categoria, que denotarem
Graph:

o objectes: Ob(Graph) és la col - lecci6 de tots els grafs dirigits;
o morfismes: Homgapn(G, H) és el conjunt dels morfismes de grafs G — H;

e composicié: component a component; pera F: G — Hi F': H— K,

F'oF = (F{, o Fy, Fyo Fg);

o identitats: ldG = (idVG,idEG).

La composicié torna a ser un morfisme de grafs, perque les equacions es conserven:
(F, o Fy)osg=F/,osyoFg=skgo(FyoFg),

i analogament per a t. L’associativitat i les lleis d’identitat es compleixen compo-
nent a component, perque sén les de Set.

Aquest exemple és especialment rellevant perque els grafs son ’esquelet combi-
natori dels diagrames: tenen vertexs i arestes dirigides, pero encara no incorporen
per si sols identitats, composicions ni axiomes categorics.

Per fixar idees, vet aqui un graf dirigit concret amb tres vertexs Vi = {a, b, ¢}
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1 tres arestes:

a

€2

€1
_—>
A

Aquie; vadeaab,esdebaciesdeaac. A diferencia d’'una categoria, un graf
no demana que hi hagi cap aresta que «representi la composicié» d’e; i es: e3 hi és
perque ’hem posada, no perque cap axioma l’obligui. Aquesta és exactament la
diferéncia entre un graf i una categoria: la categoria afegeix identitats, composicio
i els axiomes que les regeixen. Per a un desenvolupament complet dels grafs, amb
nombrosos exemples i els homomorfismes de grafs, vegeu 'apendix B.

O <

1.4.7 Resum: objectes i morfismes dels exemples

La taula segiient recull, per a cada exemple d’aquesta seccid, quines dades
constitueixen els objectes i quines els morfismes.

Categoria Objectes Morfismes

0,1,2,3 marcadors abstractes fletxes formals

Set, FinSet conjunts aplicacions

categoria discreta marcadors abstractes només identitats

Grp, Vecti, Top, Mon, Pos conjunts amb estructura aplicacions que preserven
I’estructura

BM (un monoide) un Unic objecte * elements de M

un preordre P; Provyp elements de P; formules de T' r<y;pkrq

Rel conjunts relacions

Graph grafs (V, E, s,t) parelles compatibles

d’aplicacions

Aquesta taula fa visible que la definicié de categoria no pressuposa res sobre la
naturalesa dels objectes ni dels morfismes: no cal que els objectes siguin conjunts,
ni que els morfismes siguin aplicacions. En una categoria discreta, per exemple,
les identitats son morfismes formals: presentar-les com a aplicacions pressuposaria
una realitzacié concreta que no forma part de la definicié. I a BM els morfismes
son els elements de M, que en general tampoc no sén aplicacions. La categoria
Rel ho remarca des de I’altre costat: els seus objectes sén conjunts, pero els seus
morfismes —les relacions— no sén funcions.

Convé no confondre aquesta descripcio estructural de les dades amb la seva
eventual codificacio conjuntista. En el marc de fonaments que adoptem, qualsevol
d’aquestes dades —inclosos els marcadors abstractes— es pot representar per con-
junts; pero aquesta codificacié és una tria externa, no una part de la definicié de
categoria. Per aixo la taula descriu que son les dades i no si «sén conjunts» o
«s6n funcionsy»: aquesta darrera pregunta barreja la naturalesa estructural amb
una representacio particular.
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1.5 Isomorfismes

Entre tots els morfismes d’una categoria, n’hi ha uns d’especialment impor-
tants: els que tenen invers. Capturen, en el llenguatge abstracte de les fletxes,
la idea que dos objectes tenen la mateixa estructura des del punt de vista de la
categoria.

Definicié 1.5. En una categoria C, un morfisme f: A — B és un isomorfisme
si existeix un morfisme g: B — A tal que

go f=idy i fog=idp.

El morfisme g s’anomena invers de f. Si existeix un isomorfisme entre A i B,
diem que A i B sén isomorfs, i escrivim A = B.

La situacio es caracteritza per dues equacions, go f =ids i fog =idp, que es
llegeixen com dos triangles commutatius:

Ai’B Bi’A
idAl/ idBl/
A B

Cada triangle diu que anar d’un objecte a 'altre amb f o g i tornar és el mateix
que seguir la identitat.

Proposicio 1.2. L’invers d’un isomorfisme, si existeix, és tnic.

Demostracié. Suposem que f: A — B té dos inversos, g i ¢’. Aleshores
g=goidg=go(fog)=(gof)og =idaog =g’
Per tant g = ¢’. Com que l'invers és unic, el podem denotar sense ambigiiitat

F
u

Proposicié 1.3. Sigui C una categoria.
1. Per a cada objecte A, la identitat id 4 és un isomorfisme, amb id;l1 =1idy4.

2. Si f és un isomorfisme, aleshores f~! també ho és,i (f~1)~! = f.

3. Sif: A— Big: B— C son isomorfismes, aleshores g o f també ho és, i

(gof) ' =f"og

Demostracio. (1) Deidgoidy = id4 se segueix que id4 és el seu propi invers.
(2) Les equacions go f =ids i fog = idg que fan de g = f~! I'invers de f diuen
també que f és l'invers de g; per tant f~! és un isomorfisme i (=)t = f. (3)
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Comprovem que f~!o g ! és l'invers de g o f:

(gof)o(flog)=go(fof ) og ' =goidgog ' =gog ' =ide,
i analogament (f~1og ) o(go f) =ida.
[ |

Corol - lari 1.4. Donada una categoria C, definim sobre Ob(C) la relacié =¢
per: A ¢ B siinomés si existeix un isomorfisme f: A — B. Aleshores ¢ és
una relacié d’equivalencia.

Demostracié. Es reflexiva: idy és un isomorfisme per (1), de manera que
A ~c A. Es simétrica: si f és un isomorfisme de A a B, aleshores f~! ho és de
B a A per (2), de manera que B ~¢ A. Es transitiva: si f: A— Big: B— C
sén isomorfismes, aleshores g o f també ho és per (3), de manera que A =¢ C.

[

Observacié 1.8 (lgualtat i isomorfisme). Convé fixar des d’ara una convencié
que el llibre manté sempre. Escrivim A = B només quan A i B sén el mateiz
objecte, i A = B quan hi ha un isomorfisme entre ells. Quan un isomorfisme és
distingit —mo depen de cap tria—, 'anomenem canonic, pero continua sent
un isomorfisme i no una igualtat (en veurem un primer cas en el monoide lliure,
exemple 1.10).

La relacié =¢ permet parlar d’una igualtat estructural relativa a C: dos ob-
jectes isomorfs a C no es poden distingir per cap propietat formulada només
amb els morfismes, la composicio i les identitats de C, perque I'isomorfisme la
transporta d’un a l’altre (ho precisarem a ’observaci6 1.10). Diem, doncs, que
tenen la mateixa estructura des del punt de vista de C, i per aixo sovint la
pregunta rellevant no és si A i B son iguals, siné si son isomorfs a C.

Aquesta igualtat no és absoluta: depen dels morfismes que la categoria consid-
era admissibles. Per exemple, el conjunt {0, 1} amb lordre discret i el mateix
conjunt amb I'ordre 0 < 1 no sén isomorfs a Pos, perque cap bijeccié monotona
no té inversa monotona, pero els seus conjunts subjacents si que sén isomorfs a
Set. Canviar de categoria canvia, doncs, quins objectes compten com a estruc-
turalment iguals. Aquesta és una de les idees centrals de la teoria de categories:
la forma d’un objecte sempre es mira dins d’una categoria determinada. La jer-
arquia completa —igualtat, isomorfisme, isomorfisme natural i equivalencia—,
amb un contraexemple per a cada pas, es tracta a I'apendix E.

Exemple 1.1. A Set, els isomorfismes son exactament les aplicacions bijectives.
En efecte, una aplicacio té inversa per la composicié si i només si és injectiva i
exhaustiva.

Exemple 1.2 (Isomorfismes en les categories de conjunts estructurats). A
Grp, Vectx i Mon, els isomorfismes son les aplicacions bijectives que preser-
ven l'estructura i la inversa de les quals també la preserva; recuperem aixi les
nocions habituals d’isomorfisme de grups, d’espais vectorials i de monoides. A
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Top, en canvi, un isomorfisme és un homeomorfisme: una aplicacié continua i
bijectiva amb inversa continua. Aqui es veu que la bijectivitat no basta: hi ha
aplicacions continues i bijectives que no sén isomorfismes, perque la seva inver-
sa no és continua. La definicié categorica capta la nocié correcta sense haver-la
d’enunciar cas per cas.

Exemple 1.3. En un preordre, un isomorfisme entre z i y vol dir que hi ha fletxes
r—yiy—x, ésa dir,
r<y 1 y<u

En un ordre parcial aixo obliga x = y. En un preordre general, en canvi, poden
existir objectes isomorfs diferents: soén exactament els elements equivalents per la
relaci x ~ysix <yiy<uz.

Exemple 1.4 (Isomorfisme i equivaléncia logica). A la categoria prima Provr
d’un sistema deductiu 7', dues formules p i ¢ sén isomorfes exactament quan

pbrgq i qbrp.

Per tant, 'isomorfisme categoric es tradueix aqui en interdeduibilitat. Aquest
és un primer exemple de com una nocié categorica adquireix una lectura logica
natural.

Observacio 1.9. L’exemple dels preordres mostra per que la definici categori-
ca és la bona. Es podria pensar a definir un isomorfisme com un morfisme
«bijectiu», pero aixo requeriria parlar dels elements dels objectes, i no sempre
té sentit. A més, fins i tot quan en té, pot donar la nocié equivocada: a Pos
existeixen aplicacions monotones bijectives que no sén isomorfismes perque la
seva inversa no és monotona. La definicié mitjangcant composicio i identitats
evita aquest parany.

Observacié 1.10 (Propietats invariants per isomorfisme). Sigui C una cate-
goria. Una propietat dels objectes de C és invariant per isomorfisme a C
si, sempre que un objecte la té, tot objecte isomorf a ell a C també la té. Com
la relaci6 =¢ de I'observacié anterior, aquesta nocié és sempre relativa a una
categoria determinada. Una propietat definida només a partir de 'estructura
categorica de C —els seus objectes, morfismes, composicié i identitats, sense
fer servir la igualtat entre objectes— ha de ser invariant per isomorfisme a
C, perque un isomorfisme transporta qualsevol afirmacié d’aquesta mena d’un
objecte a l’altre. Per aixo la invariancia per isomorfisme és un criteri basic per
reconeixer quan una propietat depen de la forma de I'objecte en la categoria i
no de la seva presentacio concreta.

Aquesta nocié dona un metode 1util. Per provar que dos objectes son isomorfs,
n’hi ha prou d’exhibir un isomorfisme entre ells. Provar que no ho sén sol
ser més dificil, perque caldria descartar tots els isomorfismes possibles; la via
practica és trobar una propietat invariant per isomorfisme a la categoria en
questié que un dels objectes tingui i I’altre no. Per exemple, a Pos, siguin A
la cadena a < b < ¢i B l'ordre amb x < y i x < z pero y, z incomparables.
Comprovar directament que no sén isomorfs exigiria descartar totes les bijec-
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cions monotones amb inversa monotona; en canvi, n’hi ha prou d’observar que
estar totalment ordenat és una propietat invariant per isomorfisme, que A té i
B no. Per tant A i B no sén isomorfs.

La implicacié inversa no és automatica: una propietat pot ser invariant per
isomorfisme sense haver estat formulada internament en el llenguatge categoric.
L’exemple anterior n’és una mostra: estar totalment ordenat és invariant per
isomorfisme a Pos, pero I’hem definit parlant dels elements de 1’ordre, no de
fletxes.

Observacio 1.11. La noci6é d’isomorfisme és auténticament categorica: es for-
mula només amb composicié i identitats, de manera que té sentit a qualsevol
categoria, sense referencia als elements dels objectes. Aixo la fa més abstracta i
més general que les nocions d’isomorfisme propies de cada context —bijeccions,
isomorfismes de grups, homeomorfismes—, que en sén casos particulars.
Aquesta generalitat es fa visible en un cas que ja coneixem. Haviem identificat
els monoides amb les categories d'un sol objecte; ara podem identificar els
grups amb exactament aquelles categories d’un sol objecte en que tota fletxa
és un isomorfisme. Portant la mateixa idea a un nombre qualsevol d’objectes
s’obté una nocié d’importancia considerable en les matematiques actuals: un
grupoide és una categoria en que tot morfisme és un isomorfisme.

El grupoide unifica dos casos que ja hem trobat. Un grup és un grupoide amb
un sol objecte, com acabem de veure. I un preordre en que tot morfisme és
un isomorfisme és, precisament, un en que xr < y implica y < x: una relacié
simetrica, és a dir, una relacié d’equivaléncia. Aixi, una relacié d’equivaléncia
no és res més que un grupoide prim: les classes d’isomorfisme dels seus objectes
son les classes d’equivalencia.

Definicié6 1.6. Un morfisme f: A — A, amb domini i codomini iguals,
s’anomena endomorfisme de A. Un endomorfisme que a més és un isomor-
fisme s’anomena automorfisme de A.

Els automorfismes d’'un objecte A, amb la composicié, formen un grup, el
grup d’automorfismes de A, que escrivim Aut(A). Torna a apareixer aixi la
identificaci6 d’abans: Aut(A) és el grup associat a la categoria d’un sol objecte
que té els automorfismes de A com a fletxes.

1.6 Classes especials de morfismes

Els isomorfismes sén els morfismes invertibles: tenen un invers per tots dos
costats. Sovint, perd, un morfisme té invers només per un costat, o satisfa una
propietat de cancel - laci6 més feble que la invertibilitat. Aquestes nocions —
monomorfismes, epimorfismes, seccions i retraccions— sén basiques. A Set, els
monomorfismes i els epimorfismes coincideixen amb les aplicacions injectives i
exhaustives; com veurem, pero, aquesta coincidencia és propia de Set i d’algunes
categories concretes, no una propietat de les categories en general.

Recordem que, a Set, una aplicacié f és injectivasi f(a) = f(a') implica a = o/,
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i exhaustiva si tot element del codomini té alguna antiimatge. Aquestes definicions
parlen d’elements; les versions categoriques que segueixen les reformulen només
amb fletxes.

1.6.1 Monomorfismes i epimorfismes

Definicié 1.7. Un morfisme f: A — B és un monomorfisme (o mono), i
escrivim f: A — B, si es pot cancel - lar per I'esquerra: per a tota parella de
morfismes g, h: C — A,

g
h

C A B feg=foh = g=h.

Un morfisme f: A — B és un epimorfisme (o epi), i escrivim f: A — B, si
es pot cancel - lar per la dreta: per a tota parella g,h: B — C,

f

A C gof=hof = g=h.

B

Observacié 1.12 (Com cal llegir aquests diagrames). Els diagrames de la
definicié 1.7 no afirmen que res commuti: sén esquemes de prova, i s’han de
llegir per a cada parella possible de fletxes g, h. Al diagrama del monomorfisme
hi ha dos camins de C' a B, «primer g, després f» i «primer h, després f», i
hi ha també les dues fletxes paral - leles g,h de C' a A. Recordem que un
diagrama amb dues fletxes paral - leles commuta exactament quan sén iguals.
La definicié diu, doncs:

si els dos camins de C' a B coincideixen, aleshores les fletxes par-
al - leles ja coincideixen.

Amb el vocabulari de la secci6 1.3: I'antecedent no és que el diagrama commuti,
sindé només que commutin els camins que acaben a B; la conclusi6 és que el
diagrama commuta del tot. Un monomorfisme és, doncs, una fletxa per a la
qual commutar després de f implica commutar. Llegit en sentit contrari: si
g # h, aleshores f o g # f oh. Un monomorfisme no confon mai dues fletxes
diferents que arriben a A; després de compondre-les amb f, continuen sent
diferents.

Cal anar amb compte amb una lectura massa rapida. Que f sigui mono no
impedeix que hi hagi parelles ¢ # h: C' — A; el diagrama amb dues fletxes
paral - leles diferents existeix perfectament. El que exclou és que, sent diferents,
es facin iguals en compondre-les amb f.

El diagrama de ’epimorfisme es llegeix de la mateixa manera, amb les fletxes
de prova a l’altre costat: si g # h: B — C, aleshores go f # ho f. Dues fletxes
que surten de B i coincideixen després de f ja eren iguals; f arriba prou a B
perque cap diferencia entre g i h no se li escapi. A Set, prenent com a fletxes
de prova les aplicacions des d’un conjunt d’un sol element, que sén els elements
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de A, la lectura del monomorfisme es converteix exactament en la injectivitat,
com veurem tot seguit.

Definicio 1.8. Un morfisme que és alhora un monomorfisme i un epimorfisme
s’anomena bimorfisme.

Exemple 1.5. A Set, els monomorfismes séon exactament les aplicacions injec-
tives i els epimorfismes, les exhaustives. Vegem el cas dels monomorfismes: si
f és injectiva i f o g = f o h, aleshores per a cada c tenim f(g(c)) = f(h(c)), d’on
g(c) = h(c); reciprocament, si f no és injectiva, hi ha a # o’ amb f(a) = f(d’), i les
dues aplicacions constants g, h: {*} — A amb valors a i @’ compleixen fog = foh
pero g # h.

Per als epimorfismes, sigui f: A — B. Si f és exhaustivaigof = hof, aleshores
per a cada b € B existeix a amb f(a) =0b,1 g(b) = g(f(a)) = h(f(a)) = h(b), d’on
g = h. Reciprocament, si f no és exhaustiva, hi ha by € B sense antiimatge, és a
dir, by ¢ f(A). Definim g,h: B — {0,1} a tot B per

1 Sib:bo,

b) =0 tot be B,  h(b) =
9(b) =0 per a to (®) {ogb¢m

Aleshores g i h coincideixen a tot B tret de by, de manera que g # h. Pero per a
tot a € A tenim f(a) # by, ja que by ¢ f(A); per tant g(f(a)) =0 = h(f(a)), és a
dir, go f = ho f. Aixd mostra que f no és un epimorfisme.

Convé notar que cap dels dos arguments no tria una seccié de f: per als
monomorfismes es comparen dues seleccions d’elements des d’un conjunt unitari,
i per als epimorfismes es construeixen explicitament dues aplicacions cap a {0, 1}.
En particular, la caracteritzacié «epimorfisme = exhaustiva» a Set no fa servir
I’axioma de I’eleccid, i no s’ha de confondre amb ’enunciat, ben diferent, que tota
aplicacié exhaustiva admet una seccio —aquest si equivalent a I’axioma de 1’eleccio
(vegeu més avall).

Proposicio 1.5. Tot isomorfisme és un bimorfisme: si f és un isomorfisme,
aleshores és alhora un monomorfisme i un epimorfisme.

Demostracié. Sigui f: A — B unisomorfisme amb invers f~!. Si fog = foh,
aleshores

g=f""o(fog)=f"o(foh)=h,
de manera que f és mono. Si go f = ho f, aleshores

g=(gof)oft=(hof)ofl=h,

de manera que f és epi.
[ |

Observacio 1.13. A Set, un morfisme és un isomorfisme si i només si és alhora
mono i epi, és a dir, si i només si, com a aplicacid, és injectiu i exhaustiu, o
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sigui bijectiu. Dit d’una altra manera, a Set els bimorfismes son exactament
els isomorfismes. El reciproc de la proposicié anterior, perd, no és cert: en
general un bimorfisme no és un isomorfisme. L’'tnica fletxa no trivial de la
categoria 2 és un bimorfisme —per la simple raé que gairebé no hi ha morfismes
amb que fer les cancel - lacions—, perd no té invers, de manera que no és un
isomorfisme. Un exemple més substancial es dona a Top: una bijeccié continua
és un bimorfisme, pero no és un isomorfisme si la seva inversa no és continua.

Observacié 1.14 (Atencié: raonar amb elements). A Set podem raonar
amb elements per dos motius: cada element a € A és una fletxa {x} — A, i
dues aplicacions A — B soén iguals si coincideixen sobre tots els elements. En
una categoria qualsevol, cap d’aquestes dues coses no esta garantida.

e Pot ser que no hi hagi elements. En un preordre o en un monoide vist com
a categoria, una fletxa no envia res enlloc, i preguntar si és «injectiva» no
té sentit. Mono i epi, en canvi, sempre tenen sentit, perque es defineixen
per composicié (exercici 1.12 de la Practica).

e L’aplicacié subjacent pot enganyar. A Top, una bijeccié continua és
mono i epi sense ser un isomorfisme (observacié anterior). A Mon, la
inclusi6 ¢: (N, 4,0) < (Z, +,0) és un epimorfisme, tot i que no és exhaus-
tiva. Si dos homomorfismes g, h: Z — M coincideixen sobre N, aleshores
g(—1) i h(—1) sén tots dos inversos de g(1) = h(1l), i en un monoide
I'invers d’un element, si existeix, és tinic. Per tant, g(—1) = h(—1) i, com
que tot enter és suma d’un natural i de copies de —1, g = h.

e FEls «punts» poden no separar fletres. A Grp, el grup trivial 1 fa el
paper de {x}, pero de 1 a qualsevol grup només hi ha un homomorfisme.
Les fletxes 1 — G no distingeixen, doncs, cap parell d’homomorfismes
diferents.

Per aixo0, en una categoria general els arguments es fan amb fletxes i composi-
cions, i reservem els adjectius injectiu, exhaustiu i bijectiu per a les aplicacions,
incloses les aplicacions subjacents dels morfismes d’una categoria concreta. La
definici6 de monomorfisme és, de fet, una «injectivitat» respecte de totes les
fletxes de prova C' — A, i no només respecte dels elements.

1.6.2 Seccions i retraccions

Definicié 1.9. Considerem un morfisme f: A — B. Diem que un morfisme
s: B — A és una secci6 de f quan es compleix fos =idg. Aix0 equival a dir
que el diagrama segilient és commutatiu:

B—>> 4

o

B

També diem en aquest cas que s és un invers per la dreta de f.
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Simetricament, diem que un morfisme r: B — A és una retracci6 de f quan es
compleix ro f =idy. Aixo equival a dir que el diagrama segiient és commutatiu:

a—L
idAl /
A

També diem en aquest cas que r és un invers per l’esquerra de f.

B

Una conseqiiéncia obvia d’aquestes dues definicions és que quan es compleix,
per exemple, f o s = idp, se’n segueix alhora que s és una seccié de f i que f és
una retraccié de s; el mateix succeeix amb r o f = idy4, on r és una retracci6 de f
i f és una secci6 de r.

Un morfisme pot tenir cap, una o diverses seccions, i igualment cap, una o
diverses retraccions. Vegem-ne exemples a Set:

o L’tnica aplicacié f: ) — {*} no té cap seccié: no existeix cap aplicacié

{x} — 0.

o La injecci6 f: {0} — {0,1} associada a la inclusié {0} C {0,1} té una unica
retracci6, 1"inica aplicaci6é {0,1} — {0}; en canvi no té cap seccié.

o L’aplicacié f: {0,1} — {x} té dues seccions distintes, * — 0 i * — 1: cada
tria d’una antiimatge en dona una.
Tenir seccié o retraccié és, doncs, una propietat especial de f, i quan en té, en

general no és tnica.

Proposicié 1.6. Sigui f: A — B. Si f té alguna seccid, aleshores f és un
epimorfisme. Si f té alguna retracci6, aleshores f és un monomorfisme.

Demostracié. Suposem que f té una retraccié r, amb r o f = id,, i siguin
g,h: C — A amb fog= foh. Component per I’esquerra amb r,

g=idaog=(roflog=ro(fog)=ro(foh)=(rof)oh=h,

de manera que f és mono. El cas de la secci6 és analeg: si f té seccié s, amb
fos=idg,ig,h: B— C amb go f = ho f, aleshores component per la dreta
amb s,

g=goidg=go(fos)=(gof)os=(hof)os=ho(fos)=hoids=h,

de manera que f és epi.
[ |

Definicio 1.10. Diem que un morfisme f queda escindit quan té una secci
o una retraccié. En concret, si f té una seccid, aleshores f és un epimorfisme
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i se’'n diu epimorfisme escindit; si f té una retraccio, aleshores f és un
monomorfisme i se’n diu monomorfisme escindit.

Observacio 1.15. El reciproc no val en general: hi ha monomorfismes que no
tenen cap retraccié (i per tant no sén escindits) i epimorfismes que no tenen cap
secci6. En efecte, a Set tota aplicacio injectiva amb domini no buit té alguna
retraccio i tota exhaustiva té alguna secci6 —aquesta darrera afirmacié és, de
fet, equivalent a I'azioma de [’eleccio—, pero en altres categories la situacio és
diferent.

Finalment, un morfisme f és un isomorfisme si i només si té alhora alguna
seccio i alguna retraccid. En aquest cas la seccio i la retraccié son forcosament
uniques i coincideixen: si fos =1idg i ro f =idy, aleshores

r=roidg=ro(fos)=(rof)os=idyos=s.

En canvi, la unicitat d’una secci6 o d'una retracci6, considerada separada-
ment, no caracteritza els isomorfismes en una categoria general; per exemple,
la injecci6

i: {0} — {0,1}
té una unica retraccié r: {0,1} — {0}, perdo no és un isomorfisme. No és
una subtilesa avancada, siné una contradicci6 amb un exemple de la mateixa
subsecci6.

1.7 Construccions sobre categories

A partir de categories donades se’'n poden construir de noves. Aquestes con-
struccions seran tutils constantment, i algunes —com la categoria oposada— soén
fonamentals.

1.7.1 La categoria oposada

Definicié 1.11. Donada una categoria C, la seva categoria oposada C té:
 objectes: els mateixos que C, Ob(C) = Ob(C);

e morfismes: per a cada morfisme f: A — B de C, un morfisme f*: B —
A de C°P, de manera que

Homcop(B,A) - {fop ‘ f € HomC(A7 B)}7

e composicio: s’obté invertint 'ordre; pera f: A— Big: B — C de C,

fPog®=(gof)?:C— A4

o identitats: la identitat de A a C°P és (id4)°.

Es a dir, C% s’obté invertint el sentit de totes les fletxes.
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Visualment, la composicié a C i la corresponent a C°? inverteixen 1’ordre:

C: Cep
op
PR JPTA
op
QOf\‘ ! f‘)pog‘&%
C C

L’associativitat a C°? es dedueix de la de C invertint ’ordre, i les lleis d’identitat,
de les de C: per exemple, fo (idp)® = (idg of)® = f°P. La categoria oposada és
la base de la dualitat, que desenvolupem a la seccié 1.8: tota afirmacié formulada
purament en el llenguatge categoric dona, invertint les fletxes, una afirmacié dual,
i aquesta correspondencia es pot fer del tot precisa.

Observacio 1.16. Aplicar dues vegades I'oposada retorna la categoria de par-
tida:
(CP)®P = C.

Invertir les fletxes i tornar-les a invertir les deixa com estaven.

Vegem com queda 1’'oposada en dos casos. Quan un preordre (P, <) es considera
com una categoria —amb un morfisme x — y quan z < y—, la seva oposada té un
morfisme = — y exactament quan y < z. I quan un monoide (M, %, e) es considera
com una categoria, la seva oposada té els mateixos morfismes —els elements de
M—, pero la composicié de a i b és b*a en lloc de a x b.

1.7.2 La categoria producte

Definicié 1.12. Donades dues categories C i D, la categoria producte C xD
té:

o objectes: Ob(C x D) és la col - leccié de les parelles (A, X) amb A €
Ob(C) i X € Ob(D);

« morfismes: Homeyp ((4, X), (B,Y)) = Homc(4, B) x Homp(X,Y), és a
dir, les parelles (f,g) amb f: A—- BaCig: X Y aD;

e composicié: component a component,
(f',9) o (fi9)=(fof, g og);

o identitats: id(4 x) = (id4,idx).
Els axiomes de categoria per a C x D se segueixen dels de C i D aplicats a
cada component.

Exemple 1.6. Prenem la categoria 2 de la subseccié 1.4.1 —dos objectes i una
unica fletxa no trivial—, i n’escrivim els objectes com 0 i 1, amb la fletxa no
trivial 0 — 1. La categoria producte 2 x 2 té quatre objectes, que es disposen de
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manera natural en un quadrat:

(0,0) — (0, 1)

|

(1,0) (1,1)

Cada fletxa és una parella de fletxes de 2. Com que 2 és prima, també ho és 2 x 2:
entre dos objectes hi ha com a maxim un morfisme. Per aixo els dos camins del
quadrat de (0,0) a (1,1) tenen necessariament la mateixa composicié, que és la
diagonal; el quadrat commuta.

Observacié 1.17 (Dos usos de «producten). No s’han de confondre dues
construccions que porten el mateix nom. La categoria producte C x D és una
categoria nova, construida a partir de dues categories. En canvi, el producte
A x B de dos objectes —que la introducci6 fa servir com a primer exemple
de propietat universal i que avancarem a la subseccié 1.8.4— és un objecte
d’una mateixa categoria, caracteritzat per una propietat universal. Les dues
nocions estan relacionades: quan disposem de la categoria Cat de les categories
petites (capitol 2), si C i D sén petites, la categoria C x D es podra veure
com el producte dels objectes C i D dins de Cat. Perd no sén la mateixa
construccié: 'una fabrica una categoria a partir de dues, i 'altra viu dins
d’una sola categoria.

1.7.3 Subcategories

Una altra manera d’obtenir noves categories a partir de categories antigues és
restringint-ne els objectes o les fletxes.

Definicié 1.13. Una subcategoria S d’una categoria C ve donada per una
subcol - leccié d’objectes Ob(S) C Ob(C) i, per a cada parella A, B € Ob(S),
una subcol - leccié de morfismes Homg(A, B) C Homc (A, B), de manera que:

o la identitat id4 pertany a Homg(A, A) per a cada A € Ob(S);

e la composicié de dos morfismes de S componibles pertany a S.

Amb aquestes condicions, S és una categoria per dret propi, amb la composicié
i les identitats heretades de C.

Dos casos particulars, en cert sentit oposats, sén especialment utils. Es diu
que S és una subcategoria plena quan Homg(A, B) = Homc(A, B) per a tot
A, B € Ob(S); una subcategoria plena queda determinada, doncs, només per la
seva col - leccié d’objectes. Simetricament, es diu que S és una subcategoria am-
pla quan Ob(S) = Ob(C), encara que només contingui alguns dels morfismes. En
resum: una subcategoria plena restringeix els objectes i conserva tots els morfismes
entre ells; una subcategoria ampla conserva tots els objectes i en restringeix els
morfismes.
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Exemple 1.7. FinSet és una subcategoria plena de Set: pren com a objectes els
conjunts finits i, entre dos d’ells, totes les aplicacions. En canvi, la subcategoria de
Set que té tots els conjunts per objectes pero només les aplicacions injectives per
morfismes és una subcategoria ampla que no és plena: conserva tots els objectes,
pero deixa fora les aplicacions que no sén injectives.

1.7.4 Categories sobre i sota un objecte

Fixat un objecte A d’una categoria C, se’n pot construir una categoria nova
els objectes de la qual sén els morfismes que apunten cap a A.

Definicié 1.14. Sigui C una categoria i A un objecte. La categoria de C
sobre A (en angles, slice category), que escrivim C/A, té:

o objectes: Ob(C/A) és la col - lecci6 dels morfismes z: X — A de C amb
codomini A;

« morfismes: Homg,a(z,y), peraxz: X — Aiy: Y — A, és el conjunt dels
morfismes h: X — Y de C que fan commutar el triangle

h
X Y
\ / és a dir, yo h = x;
T Y
A

 composicié: la de C; si h € Homgya(x,y) i k € Home,a(y, 2), aleshores
koh € Homg/a(z,2), perqueé zo (koh) = (20k)oh =yoh = x;

 identitats: la identitat de x: X — A és idy, que fa commutar el triangle
perque x oidy = x.

Els axiomes s’hereten de C.
Analogament es defineix la categoria de C sota A (en angles, coslice catego-
ry), que escrivim A/C:

o objectes: Ob(A/C) és la col - leccié dels morfismes z: A — X de C amb
domini A;

« morfismes: Homy,c(x,y), pera : A = X iy: A = Y, és el conjunt dels
morfismes h: X — Y de C amb hox = y;

o composici6 i identitats: les de C, com a C/A.

Un morfisme de A/C és, doncs, un h que fa commutar el triangle sota A:

Xy Y\Y
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Aqui també convé fer explicits els extrems, com a 1’observacié 1.7. Un morfisme
de C/A de x a y no és el morfisme h: X — Y de C tot sol, sind h junt amb els seus
extrems x iy a C/A: la terna (x,y, h). La rad és la mateixa: un mateix h: X — Y
de C pot fer commutar el triangle per a objectes distints de C/A —per exemple,
si X és el domini de dos objectes diferents x,2': X — A—, i sense registrar els
extrems tindria dominis i codominis indeterminats a C/A. Escriurem h quan els
extrems se sobreentenguin. Analogament per a A/C.

Exemple 1.8. A Set/A, un objecte és una aplicacié r: X — A. Les fibres 27!(a),
per a a € A, permeten interpretar aquest objecte com una familia de conjunts
(x_l(a))a 4 indexada per A. Reciprocament, una familia de conjunts indexada
per A dona, mitjancant la unié disjunta, una aplicacié cap a A. Aquestes dues
construccions no identifiquen literalment les dades —la unié disjunta demana triar-
ne una representacié—, pero si que estableixen la correspondéncia adequada entre
totes dues descripcions. La farem precisa als capitols 2 i 3, quan disposem del
llenguatge dels functors i de les equivaléncies de categories.

Exemple 1.9. Prenem A = {x}, un conjunt d’un sol element. Un objecte de
{x}/Set és una aplicacié {*} — X, és a dir, l'elecci6 d'un element distingit de
X, el punt base. Un morfisme és una aplicacié que respecta el punt base. Aixi,
{x}/Set és la categoria dels conjunts apuntats (en angles, pointed sets).

1.8 Principi de dualitat

La dualitat no és només una llista de parelles de conceptes. Es un principi que
transforma definicions, enunciats i demostracions, i la categoria oposada permet
formular-lo amb precisié. Aquesta seccié en fa explicit el mecanisme; el retrobarem
en tractar objectes inicials i terminals, productes i coproductes, productes fibrats
i coproductes fibrats (en angles, pullbacks i pushouts), i limits i colimits.

1.8.1 Dualitzar un enunciat

El principi s’aplica a afirmacions escrites exclusivament en el llenguatge de les
categories: hi poden intervenir objectes i morfismes, el domini i el codomini de cada
morfisme, identitats, composicions i igualtats entre composicions, combinats amb
connectors logics i amb quantificadors sobre objectes i morfismes. Les definicions
de monomorfisme, d’isomorfisme o de secci6é sén d’aquesta mena. En canvi, « f és
injectiva» no ho és, perque parla dels elements d’un conjunt.

Donada una afirmacié ¢ d’aquest tipus, n’obtenim la dual ¢° invertint totes
les fletzes:

e cada morfisme f: A — B s’inverteix: a la dual es llegeix com una fletxa
B — A; per tant, s’intercanvien domini i codomini;

e cada composicié g o f passa a ser f o g, és a dir, s’inverteix I'ordre de com-
posicio;

o les identitats, les igualtats, els connectors i els quantificadors es mantenen.
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Dualitzar dues vegades retorna l’afirmaci6 de partida: (¢°P)P = .

La dual té una lectura immediata: ¢° diu de C exactament el que ¢ diu de
C°. En efecte, un morfisme A — B de C és un morfisme B — A de C, les
identitats son les mateixes i la composicio de C és la de C en l'ordre invers,
g o fP = (f o g)°®. Per tant, per a tota categoria C,

@ es compleix a C* <<= " es compleix a C.

D’aqui surt el principi.

Teorema 1.7 (Principi de dualitat). Sigui ¢ una afirmacié expressable en el
llenguatge de les categories. Si ¢ és valida en totes les categories, la seva dual
©°P també és valida en totes les categories.

Demostracié. Sigui C una categoria qualsevol. Com que C° també és una
categoria, per hipotesi ¢ es compleix a C°; per I'equivalencia anterior, ¢°° es
compleix a C.

[ |

La manera habitual d’usar el principi és aquesta: s’aplica un teorema conegut a
C°P i se’'n tradueix la conclusié al llenguatge de C. No cal repetir la demostracio;
la demostracié dual és la demostracié original amb totes les fletxes
invertides.

Aquesta formulacié operativa és la que farem servir al llarg del llibre. Se’n
pot donar també una versié completament formal: fixar un llenguatge de primer
ordre per a la teoria de categories, definir la dualitzacié com una transformacié de
férmules i comprovar que els axiomes en queden invariants. Aquesta formalitzacio,
amb una versié sintactica (sobre deduccions) i una de semantica (sobre models),
és a l'apéndix A (seccié A.10); no és necessaria per seguir la resta del llibre.

1.8.2 Primer exemple: de monomorfisme a epimorfisme

Recordem (subseccié 1.6.1) que m: A — B és un monomorfisme si, per a tot
parell u,v: X — A,

u m

A

B mou=mouv — UuU="1.

X

v

Formem-ne el dual: intercanviem domini i codomini i invertim l’ordre de cada
composicié. L’enunciat dual diu que, per a tot parell u,v: A — X,

m u

A

B X uom=vom — U=01,

(Y

que és exactament la definicié d’epimorfisme. El dual de «ser un monomorfisme»
és, doncs, «ser un epimorfismen.

Ara podem dualitzar teoremes sense repetir-ne la demostracié. Per exemple,

en qualsevol categoria, si A Sy B % C sén monomorfismes, la composicié g o f
també ho és. Pel principi de dualitat (teorema 1.7), enunciat dual val igualment:
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en qualsevol categoria, la composicié de dos epimorfismes és un epi-
morfisme.

No n’hem hagut de fer cap demostracié nova. L’exercici 1.17 de la Practica fa
aquest pas en detall i assenyala exactament que s’inverteix en passar a C°P.

1.8.3 Segon exemple: de seccié a retraccio

Recordem (subseccié 1.6.2) que s: B — A és una seccié de f: A — B quan
f os =1idpg. Dualitzem aquest enunciat: f passa a ser una fletxa B — A, s una
fletxa A — B, ila igualtat fos = idg es converteix en so f = idg. En diagrames,
invertim les tres fletxes del triangle:

A A

B—2 <o
idBJ/ fos=idp idp / so f=idp
B

La igualtat de la dreta diu exactament que s és una retraccié de f. El dual de
«tenir una seccio» és, doncs, «tenir una retraccio», i el d’epimorfisme escindit és
monomorfisme escindit.

W—

Amb aquest diccionari es poden dualitzar també els resultats sobre seccions i
retraccions; els exercicis proposats del capitol ho apliquen a la proposici6 1.6.

1.8.4 Tercer exemple: del producte al coproducte

A tall d’avancament —els definirem en rigor al capitol de limits—, considerem
el producte i el coproducte de dos objectes, que il - lustren la dualitzacié d’un
enunciat amb un quantificador d’existéncia tnica.

Un producte de A i B és un objecte A x B amb dos morfismes m: A x B — A
im: AXx B — B tals que, per a tot X i tot parell f: X — A, g: X — B, existeix
un tnic u: X > Ax Bamb mou= fimou=g:

X

/ug
’

A<~—AxB——>8B
T 9

En el diagrama seguim una convencié que farem servir cada cop que dibuixem
una propietat universal: la fletxa discontinua marca el morfisme ’existencia del
qual afirma la propietat —aqui el mediador u, un cop donades la resta de dades:
I’objecte X i les fletxes f i g—, mentre que les fletxes continues sén les dades de
partida. Igualment, escriurem 3! per abreujar «existeix un tnic», com acabem de
fer en enunciar la propietat.

Invertint totes les fletxes obtenim un objecte A+ B amb dos morfismes ¢1: A —
A+ Biw: B— A+ B tals que, per a tot X i tot parell f: A — X, g: B — X,
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existeix un tnicu: A+ B — X ambuot; = fiuow=g:

A+ B

N

v
X

Aquesta és la definici6 del coproducte A+ B. Els quantificadors V i 3! i la conjuncio
de les dues equacions es mantenen; el que s’inverteix és el domini i el codomini de
cada morfisme i I'ordre de cada composicié.

Un cas que cal vigilar. La construccié «categoria sobre A» es dualitza en
la construcci6 «categoria sota A» (definicié 1.14). Ara bé, en dualitzar aquesta
construccié cal dualitzar també la categoria ambient. La férmula precisa és

(C/A)™ = A/(CP),  (A/C)* = (C7)/A.

No s’ha de llegir, doncs, que (C/A)® =2 A/C mantenint C intacta: aixo és fals
en general. Per exemple, sigui C = 2 = (0 — 1) i prenguem com a A I'objecte 1
de 2 (no la categoria 1). La categoria 2/1 té dos objectes (les dues fletxes amb
codomini 1: la fletxa 0 — 1 i id;), mentre que 1/2 en té un de sol (id;, 'inica
fletxa amb domini 1); per tant (2/1)°° no és isomorfa a 1/2. El que si que val és
(2/1)°? = 1/(2°°): a 2°° hi ha dues fletxes amb domini 1, la identitat i la fletxa
1 — 0. En tots els casos, la mateixa regla —invertir les fletxes— transforma cada
nocié en la seva dual, pero la regla actua sobre tot I’enunciat, ambient inclos.

1.8.5 Diccionari basic de dualitats

Recollim les parelles duals. Les primeres ja han aparegut en aquest capitol; la
resta les trobarem més endavant, i la taula creixera a mesura que apareguin nous
conceptes.

Concepte Concepte dual
Ja vistos en aquest capitol

monomorfisme epimorfisme
seccid retraccio
producte coproducte

categoria sobre A (C/A) categoria sota A (A/C)
Més endavant

objecte inicial objecte terminal
equalitzador coequalitzador
producte fibrat coproducte fibrat
con cocon

limit colimit

Algunes nocions séon autoduals: la identitat, I’isomorfisme i la commutativitat
d’un diagrama continuen sent nocions del mateix tipus després de dualitzar-les.
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La taula recull les parelles duals com a nocions: cada concepte i el seu dual.
Quan aquestes nocions es realitzen en categories concretes, pero, la dualitat s’ha
d’aplicar a tot I’enunciat, ambient inclos. La parella «sobre A / sota A» n’és
I'exemple a vigilar: com hem vist, 'enunciat correcte és (C/A)® =2 A/(C°), no
(C/A)® = A/C amb C intacta.

1.8.6 Abast i precaucions

El principi només s’aplica a afirmacions expressables en el llenguatge de les
categories. Una afirmacié que faci servir informacié externa —elements d’un con-
junt, oberts d’un espai o una construccié concreta— no té dual fins que no es
reformula exclusivament amb objectes i morfismes. I quan I’afirmacié es refereix
a construccions fetes a partir d’'una categoria, cal dualitzar també la categoria
ambient, com acabem de veure amb les categories sobre i sota un objecte.

El principi de dualitat no permet concloure, per si sol, que una categoria conc-
reta sigui equivalent a la seva oposada. El principi relaciona afirmacions sobre C
amb les afirmacions duals sobre C°; no proporciona en general cap equivaléncia
C ~ C°P. Algunes categories si que ho sén —per exemple, 2 = (0 — 1) és isomorfa
a 2°? intercanviant-ne els dos objectes—, pero aixo s’ha de comprovar en cada cas.
En canvi, Set no s’identifica amb Set’, encara que els teoremes generals sobre
productes tinguin teoremes duals sobre coproductes.

Finalment, una precaucié sobre la logica. Els connectors i els quantificadors
amb que escrivim una afirmacié ¢ pertanyen al llenguatge amb que parlem de la
categoria, i la dualitat els deixa intactes. Una altra cosa és el que passa quan els
objectes de la categoria sén ells mateixos formules, com a la categoria Provy de la
subseccié 1.4.3. Alla, quan existeizen, la conjuncié és un producte, la disjuncié un
coproducte, el cert un objecte terminal i el fals un objecte inicial, i la dualitat de
fletxes els intercanvia. Pero un preordre de deduibilitat qualsevol no garanteix que
aquests connectors existeixin: en el preordre discret de dues férmules sense cap
deduccid entre elles, aquestes dues féormules no tenen ni producte ni coproducte. 1
que la dualitat de fletxes coincideixi exactament amb la dualitat de De Morgan ex-
igeix, a més, un complement involutiu com el de les algebres booleanes. Tornarem
sobre aquesta logica interna més endavant, amb el llenguatge adequat.

1.9 Propietats duals dels morfismes

El principi de dualitat estalvia feina: n’hi ha prou de demostrar les propietats
dels monomorfismes; les dels epimorfismes se n’obtenen invertint les fletxes, sense
cap demostracié nova. Ho il - lustrem amb les propietats basiques.



CAPITOL 1. CATEGORIES 55

1.9.1 Propietats dels monomorfismes

Proposicio 1.8. La composicié de dos monomorfismes és un monomorfisme: si
f:A— Big: B— C sétn monomorfismes, aleshores g o f ho és.

Demostracié. Siguin u,v: X — A amb (go f)ou = (go f) ow, és a dir
go(fou)=go(fowv). Com que g és mono, fou = fow;icom que f és mono,
u=uv.

u
adap I.c

X

v

Proposicio 1.9. Si la composicié g o f és un monomorfisme, aleshores f és un
monomorfisme.

Demostracio. Siguin u,v: X — A amb fowu = fowv. Component amb g,
(gof)ou = (go f)ow; com que go f és mono, u = v. (No cal cap hipotesi sobre

g-)
m

Proposicié 1.10. Tot monomorfisme escindit és un monomorfisme, i tot iso-
morfisme és un monomorfisme escindit. Per tant,

isomorfisme = monomorfisme escindit = monomorfisme.

Demostracié. La primera implicacié és la proposicié 1.6: si f té una retrac-
cio, aleshores f és un monomorfisme. Per a la segona, si f és un isomorfisme, el
seu invers f~! satisfa f~! o f = id4, de manera que f~! és una retraccié de f;
per tant f té retraccio i és un monomorfisme escindit. La cadena d’implicacions
se’n segueix.

1.9.2 Les propietats duals dels epimorfismes

Aplicant el principi de dualitat a les proposicions anteriors —invertint les
fletxes— obtenim, sense cap demostracié nova, les propietats corresponents dels
epimorfismes.

Proposicié 1.11 (dual de la proposicié 1.8). La composici6 de dos epimor-
fismes és un epimorfisme.

Proposicié 1.12 (dual de la proposicié 1.9). Si la composici6 g o f és un
epimorfisme, aleshores g és un epimorfisme.
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Proposicié 1.13 (dual de la proposicié 1.10). Tot epimorfisme escindit és un
epimorfisme, i tot isomorfisme és un epimorfisme escindit. Per tant,

isomorfisme = epimorfisme escindit = epimorfisme.

Observem l’asimetria que revela la dualitat: a la proposicié 1.9, d’un mono
g o f hereta el factor de la dreta, f; a la seva dual 1.12, d’'un epi hereta el factor
de ’esquerra, g.

1.9.3 Condicions necessaries i suficients

Les implicacions anteriors no es reverteixen en general, i és aqui on convé anar
amb compte. La cadena valida a qualsevol categoria és

. R ¢Y)
iso = mono escindit = mono,

i cap de les dues fletxes es pot invertir en general:

.1 2
(1) mono # mono escindit. A Grp, 'homomorfisme Z — Z és un monomor-
fisme, pero no té cap retraccié: no és escindit.

(2) mono escindit # iso. Un monomorfisme escindit no ha de ser exhaustiu
en cap sentit: a Set, la injeccié {0} < {0, 1} té retraccié (I"inica aplicacié
{0,1} — {0}), és per tant un monomorfisme escindit, pero no és un isomor-
fisme.

Dualment, iso = epi escindit = epi, amb les mateixes dues fletxes no reversibles.
Convé no confondre «mono escindit + epi» amb «mono + epi»: un bimorfisme
(alhora mono i epi) no és necessariament un isomorfisme —I’tinica fletxa no trivial
de 2 ho és sense tenir invers, i a Top una bijeccié continua amb inversa no continua
també—, mentre que un morfisme alhora mono escindit i epi si que ho és, com
recull la caracteritzacio segiient:

f ésiso <= f és mono escindit i epi <= f és epi escindit i mono.

Les demostracions d’aquestes equivalencies, i la de la cadena d’implicacions ante-
rior, es proposen a les parts de practica i d’exercicis.

1.10 Grafs i categories lliures

Els grafs i les categories estan estretament relacionats, pero no sén el mateix.
Un graf dirigit només especifica vertexs i arestes. Una categoria, a més, disposa
d’identitats, permet compondre fletxes i exigeix que aquestes composicions satis-
facin els axiomes. De fet, per a una categoria petita, si oblidem la composicié i
quines fletxes son identitats, els objectes i morfismes formen un graf dirigit: és el
seu graf subjacent. Les fletxes identitat no desapareixen —continuen sent arestes
del graf, un bucle a cada vertex—, només que ja no estan marcades com a iden-
titats. Cal que la categoria sigui petita, perque els vertexs i les arestes d’'un graf
formen conjunts.
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Hi ha una manera natural de fer el cami contrari: generar una categoria a
partir d'un graf dirigit prenent com a morfismes tots els camins possibles.

Definicié 1.15. Sigui G un graf dirigit, amb conjunt de vertexs Vi, conjunt
d’arestes Fg i aplicacions origen i desti sg,tg: Fqg — Vg. Pera A, B € Vg, un
cami de A a B de longitud n > 1 és una successi6 (eq,...,e,) d’arestes amb

sa(er) = A, ta(er) = sgleirr) (1 <i<n), ta(e,) = B.

Per a cada vertex A hi ha, a més, el cami buit ()4 de A a A, de longitud zero.
La categoria lliure generada pel graf G, que escrivim Free(G), té:

o objectes: Ob(Free(G)) = Vg, els vertexs de Gj
« morfismes: Homp,ee(y (A, B) és el conjunt dels camins de A a B;
e composicio: la concatenacié en ordre de recorregut; per a p =
(ay,...,a,) € Hom(A,B)iq= (by,...,bs) € Hom(B,C),
qgop=(ay,...,a.by,...,bs),

on p, que surt de A, es recorre primer, d’acord amb la convencié g o p;
concatenar amb un cami buit deixa el cami igual;

o identitats: ids = () 4.

Per exemple, a partir del graf
Ny : XNV,

la categoria lliure conté, a més de les identitats i dels camins (f) i (¢) de longitud 1,
que escrivim simplement f i g, la fletxa composta go f = (f,g): A — C":

A / B2 ¢
\/
gorf

Els axiomes de categoria se satisfan. La composicié és associativa, perque r o
(qop) i (rogq)op som totes dues la successié de totes les arestes de p, ¢ i r,
en aquest ordre; i el cami buit és neutre, perque concatenar-lo no afegeix cap
aresta: po()a = p = ()pop per a tot cami p de A a B. Com que Vi i Eg
sén conjunts, també ho sén els conjunts de camins, i Free(G) és una categoria
petita. L’apéndix B desenvolupa aquesta construccié amb més exemples. El nom
lliure quedara justificat més endavant, quan disposem del llenguatge dels functors
i puguem formular la propietat universal d’aquesta construccio.

Exemple 1.10 (EI monoide lliure i la convencié de composicié). Prenem el cas
d’un graf amb un sol veértex x i conjunt d’arestes . Aleshores totes les arestes
son bucles —comencen i acaben a *— i cap parell no deixa d’estar encadenat, de
manera que un cami és simplement una seqiiencia finita d’arestes, és a dir, una
paraula sobre E. Escrivim E* per al conjunt de totes aquestes paraules, incloent-hi
la paraula buida €, de longitud zero.
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Fixem tres convencions, que s’han de llegir juntes.

e Lectura de les paraules. Escrivim les lletres en 'ordre de recorregut: la
paraula ajas - - - a, és el cami (ay,as,...,a,), que recorre primer a;, després
as, 1 aixi successivament.

e Concatenacié. Per a u = a1---a,, i v = by---b,, la concatenacio és la
juxtaposicié uv = ay - - - a,,by - - - b,: primer les lletres de u i després les de
v. Amb aquesta operaci6 i la paraula buida, (E*, concatenacid,e) és un
monoide, el monoide lliure sobre E: (uv)w i u(vw) sén totes dues la paraula
que juxtaposa u, v i w en aquest ordre, i eu = u = ue.

o Composicio. A Free(G), la composici6 és la de la definicié: v o u vol dir
«primer u, després v», i el cami que en resulta recorre primer les lletres de
u. Per tant,

vou=uv.

Amb dues lletres a,b € E, tot cap en una linia:
boa=ab (primer a, després b), aob=ba (primer b, després a).

L’ordre de la composicié és, doncs, el contrari del de la juxtaposicié: el simbol de
la dreta a bo a és el que s’escriu primer a la paraula.

Quina categoria hem obtingut? Té un sol objecte, Hompee() (¥, %) = E* i
id, = €. Pero, amb la convenci6 de BM, en que go f = ¢ - f, la composicid
v ou = uv correspon al producte invertit. Si anomenem monoide oposat M°P
d’un monoide M el que té els mateixos elements i el mateix neutre i 'operacid
m -op n = n - m —de manera que B(M°P) = (BM)®—, el que tenim és la igualtat

Free(G) = B((E")") = (B(E")™,

i no B(E*). La diferencia és només d’ordre d’escriptura. L’aplicacié que inverteix
lordre de les lletres, a; - - a, — a, - --ay, compleix (uv)™ = ™4™, i és per tant
un isomorfisme de monoides E* = (E*)°?. Dona, doncs, un isomorfisme canonic
de categories B(E*) = Free(G). Si haguéssim escrit les paraules en 'ordre de la
composicio (a,, - - - a; per al cami que comenga per a; ), hauriem obtingut literalment
B(E*). Hem preferit I'ordre de recorregut, que és el natural per als camins. En
aquest sentit, i llevat d’aquest isomorfisme, el monoide lliure és el cas particular

de la categoria lliure per a un graf amb un sol vertex.

Exemple 1.11. La categoria lliure sobre el graf amb dos vertexs A, B i una sola
aresta A — B és la categoria finita 2. Si, en canvi, el graf té dues arestes en
sentits oposats, e: A — B i f: B — A, la categoria lliure té infinits morfismes: e,
f, foe,eof, eofoe,iaixi successivament, perque cap relacié no identifica camins
diferents. Aixi, un graf finit no genera necessariament una categoria lliure finita.

Aquesta construccié, que genera l'estructura més economica a partir d’unes
dades sense imposar cap relacié que no hi vingui forcada, és un exemple del patro
lliure, que reapareix per a monoides, grups i moltes altres estructures i que, al
capitol 6, es formalitza com una adjuncio entre un functor lliure i un functor oblit.
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1.11 Categories segons la mida

Hem parlat de «col - leccio» d’objectes en lloc de «conjunty, i ara podem pre-
cisar per que. En alguns exemples, els objectes sébn massa nombrosos per formar
un conjunt.

Observaci6 1.18 (La paradoxa de Russell). La categoria Set té per objectes
tots els conjunts. Ara bé, no pot existir el conjunt de tots els conjunts. En
efecte, si U fos aquest conjunt, en podriem separar el subconjunt R = {z €
U | z ¢ x} dels conjunts que no es pertanyen a si mateixos, i preguntar-nos
si R € R: si R € R, la definici6 forca R ¢ R; i si R ¢ R, la definici6 forca
R € R. Totes dues possibilitats sén contradictories. Aquesta és la paradoxa
de Russell, i mostra que la col - leccié de tots els conjunts és massa gran per
ser un conjunt.

Per aixo, en parlar dels objectes d’una categoria, diem «col - leccié» i no «con-
junt»: pot ser massa gran. Segons la mida d’aquestes col - leccions introduim els
conceptes seglients.

Definici6 1.16. Una categoria és petita si la seva col - leccié d’objectes i la seva
col - lecci6 de morfismes son tots dos conjunts. En cas contrari es diu gran.
I és localment petita si, per a cada parella d’objectes A, B, la col - leccié
de morfismes Hom(A, B) és un conjunt, encara que la col - lecci6 de tots els
objectes pugui ser massa gran per ser-ho.

Convé no llegir aquestes tres nocions com una particié en tres classes disjuntes.
La partici6 real és petita contra gran. La petitesa local és una condicié transversal:
tota categoria petita és localment petita —si tots els morfismes formen un conjunt,
també en formen un els de cada parella (A, B)—, i una categoria gran pot ser
localment petita o no. Aixi,

petita = localment petita,

i el reciproc és fals: Set és localment petita pero no petita. Que no és petita ho
mostra la paradoxa de Russell; que és localment petita es comprova identificant
cada aplicacié amb el seu graf (exercici 1.20 de la Practica). Les tres possibilitats
efectives sén, doncs, petita (per tant localment petita), gran localment petita i
gran no localment petita.

Moltes de les categories habituals que utilitzem —Set, Grp, Top, Graph i
altres— son localment petites pero no petites: tenen massa objectes per formar un
conjunt, pero entre dos objectes qualssevol hi ha només un conjunt de morfismes.
En canvi, cada preordre concret sobre un conjunt i cada categoria finita concreta
son categories petites. Es important no confondre aquestes categories petites amb
les categories grans que les apleguen, com Pos, la categoria de tots els ordres
parcials, o la categoria de totes les categories finites: en tots dos casos hi ha una
classe propia de conjunts subjacents. Per la mateixa ra6 és gran FinSet, tot i
que cadascun dels seus objectes és un conjunt finit. Al llarg del llibre suposarem,
tret que diguem el contrari, que les categories amb que treballem sén localment
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petites; aixo garanteix que sempre podem parlar del conjunt Hom(A, B), cosa que
serd essencial més endavant.*

Sintesi del capitol.
Idees centrals

1. Una categoria organitza objectes i morfismes mitjancant identitats i una
composicié associativa. El que importa no és que sén els objectes, sind
com es relacionen a través de les fletxes. Els diagrames commutatius
representen igualtats entre composicions.

2. Una mateixa forma categorica apareix en contextos molt diferents: con-
junts i aplicacions, preordres, monoides, grafs, relacions i sistemes deduc-
tius.

3. Els isomorfismes expressen quan dos objectes tenen la mateixa estruc-
tura dins la categoria; sovint, la nocié estructuralment rellevant és
I’isomorfisme més que no pas la igualtat estricta. Monomorfismes i epi-
morfismes es defineixen per cancel - lacié. A Set, i en algunes categories
concretes, coincideixen amb les aplicacions injectives i exhaustives, pero
aquesta coincidencia no és valida en general: en una categoria prima, per
exemple, tot morfisme és mono i epi.

4. Seccions i retraccions séon inverses unilaterals. Un morfisme és un
monomorfisme escindit si i només si té una retraccid, i és un epimor-
fisme escindit si i només si té una seccié. Tot monomorfisme escindit és
mono i tot epimorfisme escindit és epi, pero les implicacions inverses no
valen en general:

iso = mono escindit = mono, iso = epi escindit = epi.

5. A partir d’'una categoria en podem construir d’altres: 1’oposada, pro-
ductes de categories, subcategories i categories sobre i sota un objecte.

6. El principi de dualitat —invertir totes les fletxes— converteix sis-
tematicament cada definicié i cada resultat en el seu dual, amb la com-
posicié en 'ordre invers.

7. Un graf dirigit no té, per si sol, composicié ni identitats; la categoria
lliure hi afegeix formalment tots els camins i les identitats necessaries.

8. Les qiiestions de mida obliguen a distingir categories petites de categories
localment petites. Tota categoria petita és localment petita, pero moltes
categories habituals, com Set, son localment petites sense ser petites.

Errors tipics

Creure que «mono + epi = iso» (fals a Top i a 2: un bimorfisme no és sempre
un isomorfisme); confondre un monomorfisme amb un monomorfisme escindit;

4Aqui prenem com a base la teoria de conjunts classica, amb classes propies; Iapendix C fixa
aquest marc, i [2, §1.8], [5, §1.1], [4, §3.2] i [7, cap. 1] en donen presentacions introductories. També
és possible prendre el mateix llenguatge estructural com a fonament, sense una teoria de conjunts
previa: Papéndix A n’ofereix un tast, i [4, cap. 3] en fa una introduccié.
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confondre la igualtat d’objectes amb l'isomorfisme, encara que sigui canonic;
aplicar els adjectius «injectiu» i «exhaustiu» a morfismes d’una categoria gen-
eral, en lloc de reservar-los per a aplicacions; raonar amb elements en una
categoria on els objectes no en tenen o on no separen les fletxes; escriure la
composicié en 'ordre equivocat en dualitzar; i oblidar la hipotesi de petitesa
local en parlar d’homconjunts.

Lectura recomanada

[2, cap. 1, §2.1 i §3.1] per a la introduccié paral - lela, els monomorfismes i
epimorfismes i el principi de dualitat; [4, §1.1] per a una presentaci6 breu i
moderna; [3, cap. I i IL.1-11.3, I1.7] per a la formulaci6 classica, inclosos la
dualitat, les categories producte i les categories lliures; [6, §1.3] per als grafs,
en una presentacié orientada a la informatica; [9, parts I-1I, sessions 2-10]
per a una introduccié encara més elemental als morfismes, els isomorfismes
i les seccions i retraccions; i [8, §1.1.5 i §1.2] per a contraexemples elemen-
tals d’isomorfismes, monomorfismes i epimorfismes, escindits o no. Per a la
presentacio relacional de les categories petites, 'apendix A.



2 Functors

2.1

Prerequisits

El capitol 1 complet, especialment la definicié de categoria, els diagrames com-
mutatius, els isomorfismes, la categoria oposada i la dualitat, les categories
producte i les categories sobre i sota un objecte, els grafs i les categories 1li-
ures, i la distincié entre categories petites i localment petites. Alguns exemples
opcionals utilitzen grups, espais vectorials i I'espai dual V* = Homg(V, K),
i un exemple de functor oblit esmenta els espais topologics; cap d’ells no és
imprescindible per seguir el capitol.

Objectius

En acabar el capitol, el lector hauria de poder:

definir un functor especificant-ne 'accié sobre objectes i morfismes, i
comprovar-ne la functorialitat;

compondre functors i treballar amb la categoria Cat de les categories
petites;

reconeixer i construir exemples de functors en conjunts, preordres, logica
i grafs, inclosos el graf subjacent i la categoria lliure, i la relacié entre
Free i U;

distingir functors covariants i contravariants i controlar-ne la variancia;

manejar els homfunctors Hom(A,—) i Hom(—, B) i el bihomfunctor
HOII’l(—, _)’

distingir functors fidels, plens i essencialment exhaustius;

separar amb precisio les propietats que un functor preserva de les que
reflecteix o pot deixar de preservar.

Cap al concepte de functor

Un cop fixada la noci6 de categoria, la pregunta natural és quina mena de cor-
respondencia relaciona dues categories. Igual que entre grups mirem els homomor-
fismes —les aplicacions que respecten I’estructura de grup— i entre espais topolog-
ics mirem les aplicacions continues —les que respecten ’estructura topologica—,
entre categories mirarem les correspondencies que respecten l'estructura categori-
ca: objectes, morfismes, identitats i composicié. S’anomenen functors.

62



CAPITOL 2. FUNCTORS 63

Fixem-nos que una categoria té dos nivells de dades: els objectes i els morfismes.
Un functor haura d’actuar sobre tots dos alhora, i fer-ho de manera compatible:
ha d’enviar cada fletxa de la categoria C a una fletxa de la categoria D que vagi
entre els objectes on van a parar el seu domini i el seu codomini, i ha de preservar
la manera com les fletxes es componen i quines fletxes sén identitats. Aquesta és
exactament la idea que fa que els functors siguin, a la vegada, els morfismes d’una
categoria de categories.

Abans de formalitzar-ho, val la pena veure un exemple concret que surt d’una

operacié ben familiar amb conjunts. Treballem a Set i fixem un conjunt S. A
cada conjunt A li podem associar el conjunt de totes les aplicacions de S cap a A,

F(A)=A%={g|g: S — A}.

Aix0 assigna un objecte de Set a cada objecte de Set; perd un functor també ha
d’actuar sobre les fletxes. I, de fet, tota aplicacié f: A — B n’indueix una entre
les potencies,

F(f): A>—B°  F(f)(9)=fouy,
és a dir, postcompondre amb f: si g: S — A és un element de A°, aleshores
fog: S — B ésun element de B, tal com mostra el triangle

S g A
fk lf
B

Igual que a la definici6é, F' transporta cada fletxa de Set a una fletxa entre les
imatges dels seus extrems:

A AS
lf — lF(f)
B BS

on cada g € A® és una aplicacié g: S — A i F(f)(g) = f o g. Aquesta assignacié
compleix just les dues condicions que esperariem d’un functor. D’una banda,

preserva la composicié: si A ENY JNVg: , aleshores, per a tot g € A%,

F(ho f)(g)=(hof)og
— ho(fog)=F(h)(F(f)g)),

de manera que

F(ho f) = F(h)o F(f);

I'inica cosa que hem fet servir és l'associativitat de la composicido. De l’altra,
preserva les identitats: F(ida)(g) = idaog = g, és a dir F(id4) = idys. Tenim,
doncs, una manera sistematica de transformar objectes ¢ fletxes de Set que re-
specta composici6 i identitats: exactament el que a la seccié seglient anomenarem
un functor. (Aquest exemple reapareixera: A no és res més que Homge (S, A), i
el retrobarem com a homfunctor covariant a la definici6 2.6.)
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2.2 Definicio de functor

Definicio 2.1. Siguin C i D dues categories. Un functor F': C — D assigna:
» a cada objecte A de C, un objecte F'(A) de D;

o a cada morfisme f: A — B de C, un morfisme F(f): F(A) — F(B) de
D,

de manera que es compleixin les dues condicions segiients:

1. Preservaci6é d’identitats. Per a cada objecte A de C,

F(ids) = idpa -

2. Preservacio de la composicié. Per a cada parella de morfismes com-
ponibles f: A— Big: B— C de C,

F(go f)=F(g)o F(f).

Observem que la condicié sobre morfismes ja imposa que F' respecti dominis i
codominis: si f: A — B, aleshores F'(f) ha d’anar de F'(A) a F(B). La preservaci6
de la composicié es pot llegir diagramaticament: un triangle commutatiu de C es
transforma en un triangle commutatiu de D.

F
a2t .5 Py —Y), by
-,
g% ! F(QOJ‘)\A JF(g)
C F(O)

Observacié 2.1 (Primer els tipus, després les identitats). Per comprovar
que una assignacié és un functor convé seguir sempre el mateix ordre, i no
passar a les equacions fins que els tipus no quadren.

1. Objectes. Cada F(A) ha de ser un objecte de D.

2. Tipus dels morfismes. Per a cada f: A — B, cal que F(f) sigui un
morfisme de D ¢ que vagi de F(A) a F(B). Aqui és on fallen més sovint
les construccions candidates.

3. Identitats i composicié. Només aleshores té sentit comprovar F(id4) =
idpay i Fi(go f) = F(g) o F(f). El pas 2 garanteix que els dos membres
de cada equacié tenen el mateix tipus (F(A) — F(A) i F(A) — F(C)) i
que la composicié F(g) o F'(f) existeix, perque el codomini de F(f) i el
domini de F'(g) son tots dos F(B).

Un exemple mostra per que ’ordre importa. Si a cada conjunt X li assignem
P(X) ia cada aplicacié f: X — Y D'antiimatge B — f~(B), el pas 2 ja falla:
I'antiimatge va de P(Y) a P(X), node P(X) a P(Y). No cal, doncs, comprovar
cap equacib per saber que aixo no és un functor covariant Set — Set. Si que és,
en canvi, un functor contravariant, la nocié que introduirem a la seccié 2.6, per
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a la qual el pas 2 demana precisament F(f): F(B) — F(A) (exemple 2.13). Les
solucions de la Practica segueixen aquest ordre; vegeu, per exemple, 1’exercici
resolt 2.3.

Observaci6 2.2 (Els functors preserven els diagrames commutatius). Una
conseqiiencia directa de la preservacié de la composicié és que un functor envia
diagrames commutatius a diagrames commutatius. En efecte, dir que un dia-
grama commuta és dir que certes composicions de fletxes coincideixen; si dos
camins amb el mateix origen i el mateix desti donen la mateixa composici6 a
C, aleshores, aplicant F' i usant que preserva la composicid, les seves imatges
també coincideixen a D. Per aix0 podem aplicar un functor a tot un diagrama
i seguir raonant amb la seva imatge: les igualtats entre camins es conserven.
Ho comprovarem en detall, per al cas d’'un quadrat, a ’exercici 2.1 del capitol 2
de Practica.

2.2.1 Els functors preserven els isomorfismes

Com que els functors preserven tota l’estructura categorica, en particular pre-
serven les equacions entre composicions. Una conseqiiencia immediata és que
preserven els isomorfismes.

Proposicié 2.1. Si F': C — D és un functor i f: A — B és un isomorfisme a
C, aleshores F'(f) és un isomorfisme a D, i

Demostracié. Sigui ¢ = f~!, de manera que go f = idg i fog = idp.
Aplicant F' i usant que preserva composicié i identitats,

F(g)o F(f) = F(go f) = F(ida) = idp(a),

F(f)oF(g) =F(fog)=F(idp) =idr)-
Per tant F(g) és un invers de F(f), i pel resultat d’unicitat de linvers,

(F()) " =F(g) = F(f ™).
[ |

Observacio 2.3. Val la pena veure per que és aixi, més enlla del calcul de la
prova. Dir que f és un isomorfisme és dir que existeix g amb go f = idu
i fog = idg: dues equacions entre composicions, és a dir, dos diagrames
commutatius. Com que els functors preserven els diagrames commutatius,
aquestes dues equacions es transporten a D en aplicar-hi F', i F'(g) resulta ser
I'invers de F'(f).
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2.3 Exemples de functors

La forca de la definicio, com en el cas de les categories, es veu en la varietat
d’exemples que hi encaixen. Recuperem els exemples de referéncia del capitol
anterior.

Exemple 2.1 (Functor identitat). Per a tota categoria C hi ha el functor iden-
titat idc: C — C, que deixa fixos tots els objectes i tots els morfismes. Preserva
trivialment identitats i composicio.

Exemple 2.2 (Functor constant). Siguin C i D dues categories i D un objecte
de D. El functor constant amb valor D,

ADZC—>D,

envia tot objecte A de C a D i tot morfisme f de C a la identitat idp. Es un
functor: Ap(ida) = idp = ida,a), 1 Ap(go f) =idp =idpoidp = Ap(g) o Ap(f).
Quan D = Set i D és un conjunt d’un sol element {x*}, escrivim Ay, per al functor
constant que envia cada objecte a aquest conjunt d’un sol element.

Exemple 2.3 (Functors oblit). Moltes categories d’objectes amb estructura C
tenen un functor oblit U: C — Set, que oblida ’estructura i reté només el
conjunt subjacent:

Grp — Set, Top — Set, Vecty — Set.

En cada cas, U envia un objecte al seu conjunt subjacent i un morfisme —un ho-
momorfisme, una aplicacié continua, una aplicaci6 lineal— a la mateixa aplicacio,
vista simplement com a aplicacié de conjunts. La identitat es preserva perque
I’aplicaci6 identitat continua sent la identitat, i la composicié es preserva perque
és la mateixa composicié d’aplicacions. El functor oblit «no fa res» als morfismes;
el seu contingut és que oblida I’estructura dels objectes.

Exemple 2.4 (Functors des de les categories finites). Les categories finites 0, 1
i 2 (subsecci6 1.4.1) donen, com a dominis, functors amb una lectura molt directa.
Un functor 1 — D, on 1 té un Unic objecte i cap morfisme no trivial, no és res
més que la tria d’un objecte de D: la imatge de 1"inic objecte. Un functor 2 — D,
on 2 = (0 — 1) —reanomenem els dos objectes de 2 com 01i 1, i escrivim (0 — 1)
per indicar la seva Unica fletxa no trivial—, és la tria d’un morfisme de D: cal
dir on van 0 i 1 —dos objectes— i on va I'inica fletxa no trivial —un morfisme
entre les seves imatges—, i la preservaciéo d’identitats i composici6 no imposa
res més. Finalment, des de la categoria buida 0 hi ha un unic functor 0 — D, el
functor buit, sigui quina sigui D. Aquests tres fets —objectes, morfismes i «res»—
reapareixeran continuament: seleccionar un objecte o un morfisme d’una categoria
és el mateix que donar un functor des de 1 o des de 2.

Exemple 2.5 (Functors entre categories discretes). Un conjunt es pot veure
com una categoria discreta, en que els tnics morfismes sén les identitats (subsec-
ci6 1.4.2). Si S'i T sén dos conjunts vistos aixi, un functor F': S — T només ha de
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dir on va cada objecte, perque els tinics morfismes son les identitats i tot functor
les preserva automaticament. Per tant un functor entre categories discretes és ex-
actament una aplicacié de conjunts S — T sense estructura a preservar, la nocio
de functor es redueix a la d’aplicacio.

Exemple 2.6 (Functors entre preordres). Siguin (P, <) i (Q, <) dos preordres,
vistos com a categories. Un functor F': P — () assigna a cada element z € P un
element F(z) € @ i, com que hi ha un morfisme x — y exactament quan x < y, la
condicié sobre morfismes diu que

r<y = F()<F(y).

Es a dir, un functor entre preordres és exactament una aplicacié monotona. Les
condicions d’identitat i composicié es compleixen automaticament, perque en un
preordre entre dos objectes hi ha com a maxim una fletxa i no hi ha res més a
comprovar.

Exemple 2.7 (Functors des d’un monoide). Recordem que un monoide (M, -, 1)
es pot veure com una categoria d’un sol objecte *, que escrivim BAM. Un functor
F: BM — D tria un objecte D = F(x) de D i envia cada element m € M —és a
dir, cada morfisme * — *— a un morfisme F'(m): D — D, de manera que

F(1) =1idp i F(m-n) = F(m)o F(n).

Aquestes sén exactament les condicions perque F' sigui un homomorfisme de
monoides de M cap al monoide dels endomorfismes de D,

Endp(D) = Homp (D, D).

En particular, quan D = Set, un functor BM — Set és una accié del monoide
M sobre un conjunt. Vegem per que. Un tal functor queda determinat per un
conjunt F(x) = S i, per a cada element m € M, una funci6 F(m): S — S. Les
dues condicions de functor —preservar identitats i composicié— diuen exactament
que, per a tot x € S'i tots m,n € M,

F)(z) =z,  F(m-n)(z) = F(m)(F(n)(z)),

Si escrivim m - z en lloc de F'(m)(z), aquestes igualtats esdevenen les condicions
habituals d’una accié per ’esquerra del monoide sobre S:

l-x=u, (m-n)-z=m-(n-z).

Exemple 2.8 (Functors des d’un grup: accions i representacions). Quan el
monoide és un grup G, la categoria BG és un grupoide: tot morfisme és un iso-
morfisme. Un functor F': BG — D és aleshores un homomorfisme de G cap al
grup dels automorfismes de 1'objecte D = F(x),

-G — AutD(D),

perque un functor preserva isomorfismes (proposici6 2.1) i, per tant, cada element
de G va a parar a un automorfisme de D. Dos casos sén especialment importants:
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e Un functor BG — Set és una accié del grup G sobre un conjunt —un G-
conjunt. El desplegament és el mateix que per a un monoide (exemple 2.7),
amb una novetat: com que ara cada a € G té un invers a~!, la funcié
F(a): S — S és bijectiva, amb inversa F(a™'). Cada element del grup actua,
doncs, com una permutacio de S. Un exemple tipic sén les simetries d’una
figura, que actuen permutant-ne els vertexs.

e Un functor BG — Vectk és una representacio lineal de G sobre el cos K.
El desplegament torna a ser el mateix, ara amb un espai vectorial F'(x) =V
en lloc d’'un conjunt: cada element a € G dona una aplicacié lineal invertible
F(a): V — V —un automorfisme de V', amb inversa F'(a~')—, i el producte
del grup es correspon amb la composici6. Escrivint a - v per F(a)(v), la
novetat respecte d’una accié ordinaria és que cada element actua respectant
les operacions de l’espai:

a-(A+pw)=Aa-v)+p(a-w).

En dimensié finita, fixada una base, cada F'(a) és una matriu invertible:
una representacié «realitza» els elements abstractes del grup com a matrius
concretes, cosa que permet estudiar el grup amb les eines de ’algebra lineal.

Aixi, dues teories aparentment allunyades —les accions i representacions lineals
d’un grup— sén, categoricament, el mateix tipus d’objecte: functors amb domini
BG, que només es distingeixen per la categoria d’arribada.

Exemple 2.9 (Deduibilitat i functors logics). Siguin 7' i 7" dos sistemes deduc-
tius, i Provy i Provy les seves categories primes de deduibilitat (subseccié 1.4.3).
Una assignacié de férmules ¢: A — ¢(A) que preservi la deduibilitat,

A l_T B — QD(A) |_T’ QO(B),

és exactament un functor F': Provy — Provy, amb F(A) = p(A): la fletxa que
expressa A b B va a parar a la fletxa que expressa ¢(A) Fr ¢(B). Com que
aquestes categories sén primes, no cal comprovar res més: la preservacié de la
deduibilitat garanteix automaticament la preservacié d’identitats i composicions.
Aquest és el reflex categoric del fet que una traducci6 entre teories que respecti la
deduibilitat indueix un functor entre les categories associades.

Un cas concret i molt natural d’aquesta situacié és el d’una substitucié de
variables proposicionals. Sigui T}, €l sistema deductiu de la logica proposicional
i Provy, la seva categoria de deduibilitat, amb les féormules per objectes i una
fletxa A — B exactament quan A+ B (aqui escrivim F per k7 ). Considerem la
substitucio

o. pr—gq, qg—>pVr,

estesa a totes les férmules respectant els connectors (A, V, -, —). Per exemple, o
transforma p — (¢ Ap) en ¢ — ((p vV r) A q). El punt clau és que una substitucié
no sols transforma férmules, siné que també preserva la deduibilitat: si A - B,
aleshores o(A) F o(B), perqué qualsevol prova concreta de B a partir de A es
tradueix, aplicant o a cada férmula, en una derivacié de o(B) a partir de o(A).
Aixi, de la fletxa p A ¢ — p (perque p A g F p) n’obtenim la fletxa ¢ A (pV 1) — q.
Per tant ¢ indueix un functor

F,: Provy,  — Provyg, A o(A), (AF B)— (0(A) F o(B)),
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que és, precisament, el cas T'=T" = T},,, de la construccié anterior (aqui amb la
mateixa categoria de sortida i d’arribada).

Observacio 2.4. Si en comptes de la deduibilitat considerem la categoria de
proves de T'—els mateixos objectes, pero ara amb les derivacions, modul equiv-
alencia, com a morfismes i el tall com a composicio—, un functor cap a la cat-
egoria de proves de 7" demana també una traduccié de cada derivacidé que en
respecti ’encadenament i les identitats. A diferencia del cas anterior, aquestes
condicions ja no sén automatiques, perque la categoria de proves no és prima.

Exemple 2.10 (Functors oblit sobre i sota un objecte). Les categories de C
sobre i sota un objecte A, C/A i A/C (definicié 1.14), tenen un functor oblit cap
a C, un per a cadascuna. El functor

Us: C/A— C

envia cada objecte z: X — A al seu domini X i cada morfisme (triangle) h a ell
mateix; oblida el morfisme distingit cap a A i reté només el domini. Dualment,
A/C — C envia cada objecte z: A — X al seu codomini X i cada morfisme (tri-
angle) a ell mateix; oblida el morfisme distingit des de A i reté només el codomini.

Vegem-ho en un cas concret. Amb 2 = (0 — 1) i 'objecte A = 1, els objectes
de 2/1 s6n les fletxes de 2 amb codomini 1: la identitat id; i I'inica fletxa no
trivial u: 0 — 1. L’inic morfisme no trivial va de u a id;, de manera que 2/1 és,
de nou, una copia de 2, i U;: 2/1 — 2 envia u — 0 i id; — 1. Simétricament,
sota l'objecte 0, els objectes de 0/2 sén les fletxes amb domini 0 —la identitat id,
iu: 0— 1—, i el functor oblit 0/2 — 2 envia idg — 01 u > 1.

Exemple 2.11 (Projeccions i functor diagonal). La categoria producte C x D
(subsecci6 1.7.2) té dos functors de projeccié

m: CxD — C, m: C x D — D,

que es queden amb una de les components: m(A, X) = Aim(f,g) = f, i analoga-
ment per a m. Sén functors perque la composicio i les identitats de C x D es
defineixen component a component:

Wl((f,7g/>o(fvg)) :ﬂ-l(f,of7 glog)
:f’of:wl(f’7g’)07r1(f,g),

7T1<idA,idx) = idA,

i el calcul per a 7y és el mateix sobre la segona component. En sentit contrari,
cada categoria C té un functor diagonal

A:C—-CxC, A(A) = (A A), A(f)=(f. f),

que duplica objectes i morfismes; la functorialitat és de nou immediata, perque
A(gof)=1(gof,gof)=1(9,9)0(f, f)iA(ida) = (ida,ida). Les projeccions i la
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diagonal encaixen en el diagrama commutatiu

idg JA ide m oA =idc =m0 A,

C

CxC

C

Uy

on la composicié de functors es fa com a la seccid segiient: les dues igualtats es
comproven directament, ja que m(A(A)) = m (A4, A) = Aim(A(f) =m(f, f) =
f, iigual per a m. La notacié concorda amb la del functor constant Ap de
I’exemple 2.2: més endavant, el functor diagonal s’estendra a un functor que envia
cada objecte A a un diagrama constant de valor A, del qual (A, A) és el cas de
dues copies. Son exemples elementals, perd reapareixeran sovint: les projeccions
fan de C x D el producte de C i D dins de Cat quan totes dues soén petites
(observaci6 1.17), i el functor diagonal és 'ingredient basic per tractar productes,
limits i adjuncions en capitols posteriors.

2.4 Composicié de functors i la categoria Cat

Els functors es poden compondre, i la composicié torna a ser un functor. Aixo
és el que permet organitzar les categories i els functors en una nova categoria.

Proposicio 2.2. Siguin F': C — D i G: D — E dos functors. La seva com-
posicié G o F, definida per

(GoF)(A)=G(F(4) i (GoF)(f)=GE(f)),

és un functor C — E.

Demostracié. Cal comprovar les dues condicions. Per a les identitats, i usant
primer que F' i després que G les preserven,

(G o F)(ida) = G(F(ida)) = G(idpa)) = idara) = idGor)a) -
Per a la composicio, siguin f: A — Big: B— C a C. Aleshores

(GoF)(go f)=G(F(go f)) =G(F(g)o F(f))
=G(F(g)) o G(F(f)) = (GoF)(g)o(GoF)(f)

Per tant GG o F' és un functor.
[ |

La composicié de functors és associativa i el functor identitat actua com a el-
ement neutre, exactament pels mateixos motius que a Set. En efecte, un functor
F: C — D consta de dues aplicacions —una sobre objectes i una sobre morfismes—
, 1 la composicié de functors no és res més que la composicié d’aquestes aplicacions
component a component. Per tant, I’associativitat i les lleis d’identitat es redueix-
en a les propietats corresponents de la composicié d’aplicacions, que ja coneixem.
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Aix0 ens permet donar la definicié segiient.

Definicio 2.2. La categoria Cat té per objectes les categories petites i per
morfismes els functors entre elles. La composicio és la composicié de functors
i la identitat de cada categoria és el seu functor identitat.

Observacié 2.5 (Qiiestions de mida). La categoria Cat té per objectes les
categories petites. Aquesta restriccié la fa localment petita: si C és petita,
Ob(C) i Mor(C) sén conjunts, i doncs, donades dues categories petites C i D,
el producte Ob(D)°"(©) x Mor(D)M°*(©) és un conjunt; com que

Homc,(C, D) C Qb(D)Ob(C) « 1\/101(]))1\1040)7

també ho és Homc,(C, D). La mateixa Cat, en canvi, és gran: les categories
petites formen una classe propia, no un conjunt.

Categories d’is constant com Set, Grp o Top sén grans i, per tant, no séon
objectes de Cat. Aixo no impedeix treballar amb functors entre elles: un func-
tor oblit Grp — Set, o el functor lliure Free: Graph — Cat, és simplement
una assignacié sobre objectes i una altra sobre morfismes que compleixen les
condicions functorials, i la seva legitimitat no depen de cap categoria que tingui
les categories grans per objectes.

Al llarg del text, doncs, Cat designara sempre la categoria de les categories
petites, i les categories grans, com Set, no en sén objectes.

Un cop els functors sén els morfismes de Cat, podem aplicar a les categories
les mateixes nocions categoriques que ja coneixem. En particular, un isomorfisme
a Cat és un functor que té un invers estricte.

Definici6é 2.3 (Isomorfisme de categories). Dues categories C i D sén iso-
morfes, i escrivim C = D, si hi ha functors F': C — D i G: D — C inversos
I'un de I’altre, és a dir, amb Go F' = id¢ i F oG = idp; un tal F' és un isomor-
fisme de categories. Per a categories petites no és res més que un isomorfisme
(definici6 1.5) a Cat, pero la definicié val igualment per a categories grans, que
no sétn objectes de Cat.

2.5 Functors i grafs

Val la pena comparar els functors amb els morfismes de grafs, que vam in-
troduir en definir Graph (subseccié 1.4.6). Un morfisme de grafs a: G — H és
una parella d’aplicacions ay: Vg — Vi i ag: Eg — Ex compatibles amb les dues
aplicacions d’origen i desti s,t: E — V de cada graf; res més, perque un graf no té
composicio ni identitats. Un functor entre categories petites demana exactament
aquestes mateixes dues dades —una assignacié sobre objectes i una sobre mor-

LAquesta afirmaci6 és relativa al marc de mida adoptat (apéndix C). Amb una jerarquia
d’universos de Grothendieck, una categoria gran respecte d’un univers pot ser petita respecte
d’un univers més gran, i aleshores és objecte de la categoria de categories d’aquest nivell; vegeu [5,

§1.1].
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fismes, compatibles amb domini i codomini— pero hi afegeix dues condicions que
un graf no pot ni formular: la preservacié de la composicié i de les identitats. Un
morfisme de grafs és, doncs, la part «sense composicio ni identitats» d’un functor.
Aquesta relacio es concreta en dues construccions en sentits contraris entre Graph
i Cat, que estudiem tot seguit.

2.5.1 El graf subjacent d’una categoria

Tota categoria petita C té un graf subjacent: el graf que té per vertexs els
objectes de C i per arestes tots els seus morfismes, amb les aplicacions origen i desti
donades pel domini i el codomini. En passar a aquest graf, oblidem quins morfismes
son identitats i com es componen, perd no eliminem les arestes corresponents: les
fletxes identitat hi resten com a arestes, una a cada vertex, tot i que ja no marcades
com a identitats.

Aquesta assignaci6 és functorial. Donat un functor F': C — D, obtenim un
morfisme entre els grafs subjacents que actua, sobre vertexs, com F' sobre els
objectes, i sobre arestes, com F sobre els morfismes. Es un morfisme de grafs ben
definit precisament perque F respecta domini i codomini: una aresta f: A — B va
a F(f): F(A) — F(B), una aresta entre les imatges dels extrems. Per construir-lo
n’hi ha prou amb aixo0; la preservacio de la composicié i de les identitats no s’hi fa
servir, i per aixo diem que «se n’obliday». Tenim, aixi, un functor oblit

U: Cat — Graph,

que envia cada categoria petita al seu graf subjacent U(C) i cada functor F' al
morfisme de grafs U(F') que acabem de descriure. El reciproc del que fa U és fals:
un morfisme entre els grafs subjacents no respecta, en general, ni la composicié ni
les identitats, de manera que un functor és estrictament més que un morfisme de
grafs. Vegem-ho amb un bucle. Sigui M = ({1,e},-,1) amb e-e = ¢, vist com a
categoria d’un sol objecte *; el functor oblit en dona el graf subjacent:

id, id.
e )
* *
O O
e e

Sobre aquest graf —que conserva les dues arestes id, i e, pero on U ha oblidat tota
la composicié: les igualtats id, oid, = id,, id.ce = e, eoid, = eiecoe = e (les tres
que involucren id, sén el que en feia la identitat)— considerem l’assignacié a que
fixa el vertex i envia tots dos bucles a e:

id, e
% — %
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Com a morfisme de grafs, « és valid: respecta origen i desti, perque tots els bucles
van del vertex a si mateix. Pero no prové de cap functor: si fos a = U(F), el
functor F' enviaria id, a e, i cap functor no pot fer-ho —ha d’enviar id, a una
identitat, i e no ho és—. Els morfismes de grafs son, doncs, més abundants que els
functors. Aquest mateix contraexemple, des de ’angle de la definici6 de functor,
es repren a l’exercici 2.2.

2.5.2 La categoria lliure sobre un graf

En sentit contrari, la construccié de la categoria lliure generada per un graf,
Free(G), que vam definir a la secci6 1.10, també és functorial. Recordem-ne I’acci6
sobre objectes: Free(G) té per objectes els vertexs de G i per morfismes els camins
d’arestes, amb la concatenacié com a composici6 i el cami buit com a identitat de
cada vertex.

Vegem 1’accié sobre morfismes. Sigui a: G — H un morfisme de grafs, amb
components ay: Vg = Vg i ag: Eg — Ey. Definim un functor

Free(a): Free(G) — Free(H)

que, sobre objectes, actua com «y/, i sobre morfismes transforma cada cami aresta
a aresta: el cami (f1,..., fx) de G va al cami (ag(f1),...,ap(fr)) de H, i el cami
buit en v, (),, va al cami buit en ay (v). L’assignacié esta ben definida —com que «
preserva origen i desti, arestes encadenades van a arestes encadenades, i el resultat
és de nou un cami— i és un functor: transforma concatenacions en concatenacions
i camins buits en camins buits, és a dir, composicions en composicions i identitats
en identitats.

Finalment, Free respecta la identitat i la composicié de Graph: Free(idg) =
idpree() 1 Free(8 o o) = Free(B) o Free(r), ja que aplicar a i després (3 aresta a
aresta és el mateix que aplicar § o . Tenim, doncs, un functor

Free: Graph — Cat.

Vegem-ho amb el mateix graf d’un bucle de I'exemple anterior. Sigui G el graf
amb un sol vertex x i una sola aresta a, un bucle. Els camins de G sén les paraules
en la lletra a —¢, a, aa, aaa, . ..—, de manera que Free(G) és la categoria d’un sol
objecte els morfismes de la qual sén aquestes paraules, amb la concatenacioé per
composicio i la paraula buida e per identitat:

a a

D Qe
Free
* *

Comptant la paraula buida com a a’, els morfismes sén exactament les poténcies
a™ amb n > 0, i concatenar-les suma els exponents: a™ o a™ = a™™™. Aquest
monoide de morfismes és (N, +,0), de manera que Free(G) = BN. Mentre que U
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oblidava estructura, Free en crea: d’una sola aresta en surten infinits morfismes,
un per cada longitud de cami.

Cal notar que Free i U soén functors entre categories grans (Graph i Cat no
sén objectes de la Cat de les categories petites); les tractem com a categories
localment petites, no com a fletxes de Cat.

2.5.3 La relacio entre Free i U

Les dues construccions van en sentits contraris, pero no sén inverses 'una de
I’altra. El functor U oblida quins morfismes son identitats i com es componen;
Free afegeix formalment identitats i composicions al graf, sense imposar cap altra
relacio. Quan partim del graf subjacent d’una categoria C, la composicié lliure
crea camins formals nous, de manera que Free(U(C)) no és C en general; pero hi
ha un functor

Free(U(C)) — C

que avalua cada cami formal mitjangant la composicié de C. Per exemple, prenem
per C el monoide M = ({1,e},-,1) amb e-e = e, vist com a categoria d'un sol
objecte x. El seu graf subjacent té un vertex i dos bucles id, i e, de manera
que Free(U(C)) té per morfismes totes les paraules en aquestes dues lletres —
infinites—, amb la paraula buida e per identitat. El functor Free(U(C)) — C
avalua cada paraula multiplicant-la a M: €+ id,, ee — eoe =e, id, e — e, 1 aixi
successivament. Col - lapsa, doncs, la infinitat de camins formals sobre els dos tinics
morfismes de C, recuperant les composicions que Free havia descartat. Aquest
functor il - lustra una propietat que caracteritza Free(G). Sigui D una categoria
petita. Definir un functor Free(G) — D equival a triar les imatges dels vertexs ¢
de les arestes de (G, respectant origen i desti —és a dir, a donar un morfisme de
grafs G — U(D)—, i aquesta tria s’estén de manera unica a Free(G). Cal comptar
totes dues assignacions: un functor ha d’enviar cada objecte de Free(G) —cada
vertex de G— a un objecte de D, també els vertexs aillats, que no sén extrem de
cap aresta. Per exemple, si G té un unic vertex i cap aresta, no hi ha cap imatge
d’aresta per triar, pero un functor Free(G) — D encara exigeix escollir un objecte
de D; és precisament la component sobre vertexs del morfisme de grafs G — U(D),
que en aquest cas es redueix a triar aquest objecte. La formulacié via G — U(D)
recull sempre les dues dades, perque un morfisme de grafs consta d’una aplicacio
sobre vertexs i una sobre arestes. Aquesta correspondencia és una bijeccid

Hom gyt (Free(G), D) = Homgyraph (G, U(D)).

Aquesta és la formulacié precisa de «lliure». La retrobarem com a exemple al
capitol 4, i en tota la seva generalitat com I’adjuncio Free 4 U al capitol 6.

Observacio 2.6. Reconeixer els functors com a fletxes d'una categoria és el
primer pas per poder plantejar-nos si son isomorfismes, si es componen o si
hi ha dualitat. Dins Cat, per exemple, una aplicacié monotona P — () entre
preordres petits és una fletxa; en canvi, Free i U son functors entre categories
grans, i per aixo no sén morfismes de Cat; aixo no els fa menys legitims, siné
que simplement no els agrupem com a fletxes de cap categoria de categories.
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2.6 Functors covariants i contravariants

Fins ara els functors preserven el sentit de les fletxes. Sovint, pero, apareixen
assignacions que inverteizen el sentit: enviar f: A — B a un morfisme F(B) —
F(A). Parlem aleshores de functors contravariants, que s’expliquen millor mit-
jancant la categoria oposada.

Definicié 2.4. Un functor contravariant de C a D és un functor
F:C® = D.

Per contrast, els functors de la definici6 original s’anomenen covariants.

Desplegant la definicié de functor sobre C°, un functor contravariant assigna
a cada objecte A un objecte F'(A) i a cada morfisme f: A — B de C un morfisme
en sentit invertit

F(f): F(B) = F(A),

de manera que F(ida) = idpay i F(go f) = F(f) o F(g). La inversi6 de I'ordre
en aquesta ultima igualtat no és cap condicié nova: és la condicié de functor
covariant sobre C°P, un cop recordem que compondre a C°° és compondre a C en
I’ordre invers. Aquest és un primer exemple de la poténcia de la categoria oposada:
permet tractar covariancia i contravariancia amb una sola definici6.

Diagramaticament, un triangle commutatiu de C es transforma en un triangle
commutatiu de D amb les fletxes imatge invertides:

F
a2t .5 Py <L pp)
o,
g% ! F(g;f)\ IF(‘Q)
C F(C)

Definici6 2.5 (Functor oposat). Tot functor F': C — D indueix un functor

oposat
F°P: CP — D,

que actua igual que F' sobre objectes i sobre morfismes, pero llegit entre les
categories oposades. Com que compondre a C°? i a D és compondre a C i a
D en l'ordre invers, les dues condicions de functor es transporten sense canvis.

Observacio 2.7. El pas a l'oposat és, de fet, functorial: assigna a cada cate-
goria petita C la seva oposada C i a cada functor F' el functor oposat F°P, i
respecta composicions i identitats, de manera que

(—): Cat — Cat

és un functor —covariant: envia F: C — D a F: C® — D en el mateix
sentit. A més, aplicar-lo dues vegades torna al punt de partida, tant sobre
objectes com sobre morfismes: (C?)® = C i (F°)°® = F. Dit altrament,
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(=) o (=) = idcat: el functor (—)°P és la seva propia inversa, és a dir, una
involucié. En particular és un isomorfisme de categories de Cat en ella
mateixa —un endofunctor amb functor invers, que a més coincideix amb ell
mateix. Es la manifestaci6, al nivell de Cat, de I'autodualitat que ja hem
trobat objecte a objecte amb el principi de dualitat. Convé recordar, aixo si,
que tot plegat viu sobre categories petites, les iniques que sén objectes de Cat;
per a una categoria gran, I’oposada segueix tenint sentit, perd no com a imatge
d’una fletxa de Cat.

Proposicié 2.3 (Variancia d’una composicié). Siguin F' i G dos functors,
cadascun covariant o contravariant, amb el codomini de F' i el domini de G
iguals com a categoria (a banda de la variancia). L’assignacié sobre objectes
A — G(F(A)) és de nou un functor, i la seva variancia segueix la regla dels
signes: la composici6 és covariant si F' i G tenen la mateixa variancia, i con-
travariant si en tenen de diferents. En particular, la composicié de dos functors
contravariants és covariant.

Demostracié. Un functor contravariant C — D és, per definicié, un functor
covariant C®® — D, i la composici6 de functors torna a ser un functor (ho hem
vist en construir Cat). Només cal fer encaixar dominis i codominis, i d’aixo se
n’ocupa el functor oposat.

Si F'i G s6n tots dos covariants, G o F': C — E és directament la composicio,
covariant. Si tots dos sén contravariants, escrits com F: C®? — D i G: D? —
E, prenem el functor oposat F°P: C — D (definici6 2.5), que actua igual que
F' sobre objectes; aleshores

GoF*.C—E

és una composicié de functors —per tant un functor— covariant, i sobre objectes
fa A G(F(A)). Els dos casos mixtos son identics en metode: un ajust analeg
deixa el domini en C°P i la composicié resulta contravariant. La variancia només

depén, doncs, de la paritat del nombre de factors contravariants.
|

2.6.1 Els homfunctors

L’exemple més important de functors covariants i contravariants —i el que
sostindra bona part del que ve després, fins al lema de Yoneda— surt de mirar els
morfismes d’una categoria cap a un objecte fix, o des d’un objecte fix.

Definicié 2.6 (Els homfunctors). Sigui C una categoria localment petita.
Fixat un objecte A de C, definim homfunctor covariant

Hom(A,—): C — Set
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com el functor que envia cada objecte X al conjunt Hom(A, X) i cada morfisme
f: X =Y alaplicacio

f«: Hom(A, X) - Hom(A,Y), o= fop,

la postcomposicié amb f. Fixat un objecte B, definim homfunctor con-
travariant
Hom(—, B): C®® — Set

com el functor que envia cada objecte X al conjunt Hom(X, B) i cada morfisme
f: X — Y alaplicacio

f*: Hom(Y, B) - Hom(X, B), Yo f,

la precomposicié amb f.

Notacié 2.1. Com per a qualsevol functor F', que envia un morfisme f a F(f),
escriurem també

Hom(A, f) == f. i Hom(f, B) = f~

per a les imatges de f: X — Y pels homfunctors Hom(A, —) i Hom(—, B), respec-
tivament.

En el cas covariant, un element ¢p: A — X es perllonga amb f per obtenir
fop: A—Y; en el contravariant, un element ¢: Y — B es precedeix de f per
obtenir Yo f: X — B:

A d X X i

Y
N N
Y B

Observem que, en el cas covariant, f actua sobre el desti de les fletxes (les allarga
per l'extrem final), mentre que en el contravariant actua sobre 1’origen (les allarga
per U'extrem inicial), i aix0 és el que inverteix el sentit del functor. La functorialitat
és conseqiiencia directa de l'associativitat de la composicié i de les lleis de les
identitats. El que importa és 'ordre que en resulta:

(go fle=guo fs, (go f)"=frog"

En el cas covariant l'ordre es conserva; en el contravariant s’inverteix, perque f
actua per 'extrem inicial de les fletxes. Les comprovacions detallades son els
exercicis resolts 2.3 i 2.13 de la Practica. Aquests dos functors sén centrals en
teoria de categories i els retrobarem en el lema de Yoneda (capitol 4).

:

Els homfunctors traslladen els isomorfismes de C a bijeccions de conjunts. Aixo
és un cas particular de la proposicio 2.1, pero val la pena escriure’l explicitament,
perque és la forma en que 'usarem sovint.
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Corol - lari 2.4 (Els homfunctors transformen isos en bijeccions). Sigui C
localment petita i sigui f: X — Y un isomorfisme de C. Aleshores, per a tot
objecte A, la postcomposicié

f+«: Hom(A, X) — Hom(A,Y), o+ fop,
és una bijecci6, amb inversa (f~!),; i, per a tot objecte B, la precomposici6

£*: Hom(Y, B) —» Hom(X, B), 1o f,

és una bijecci6, amb inversa (f~1)*.

Demostracio. Un isomorfisme de Set no és res més que una bijeccio.
Apliquem, doncs, la proposicié 2.1 a cada homfunctor. Per al covariant
Hom(A, —), la imatge de 'isomorfisme f és f., que resulta ser un isomorfisme de
Set amb invers la imatge de f~!, és a dir (f~'),. Per al contravariant Hom(—, B)
—un functor sobre C°°, on f segueix sent un isomorfisme— la imatge de f és
f*, que és igualment un isomorfisme de Set amb invers (f~!)*. En tots dos

casos, ser isomorfisme a Set vol dir ser bijecci6.
[ |

Dit d’una altra manera: si X = Y, aleshores Hom(A4, X) = Hom(A,Y) i
Hom(Y, B) = Hom(X, B) com a conjunts, per a qualssevol A i B. Els objectes
isomorfs sén, doncs, indistingibles vistos a través de qualsevol homfunctor: una
primera pista de la idea que un objecte queda determinat pels morfismes que hi
arriben o que en surten, que el lema de Yoneda portara fins al final.

Els functors contravariants cap a Set, com ’homfunctor Hom(—, B), apareixen
tan sovint que reben un nom propi.

Definiciéo 2.7 (Prefeix). Sigui C una categoria. Un prefeix sobre C és un
functor contravariant de C a Set, és a dir, un functor

P: C® — Set.

Explicitament, P assigna a cada objecte A de C un conjunt P(A) i a ca-
da morfisme f: A — B una aplicaci6 P(f): P(B) — P(A), de manera que
P(ida) = idpa) i P(go f) = P(f) o P(g).

Si C és localment petita, cada homfunctor contravariant Hom(—, B) és un
prefeix sobre C, i el functor de parts de ’exemple segiient n’és un sobre Set. Els
prefeixos tornaran a apareixer als capitols 4 i 9.

Aixi, prefeix sobre C i functor contravariant de C a Set sén sinonims: el
nom no afegeix cap condicié, ni tan sols de mida. A partir d’ara, per a un functor
contravariant cap a Set direm sempre prefeiz,? i n’escriurem la signatura P: C —
Set quan convingui. Reservarem l’expressié functor contravariant per als que

2A la literatura també es parla de prefeizos sobre C amb valors a D (per exemple, prefeixos de
grups o d’espais vectorials) per als functors C°? — D. En aquest text, prefeiz vol dir sempre amb
valors a Set.
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arriben a altres categories, com el functor dual de I’exemple 2.15. Els functors
covariants C — Set no reben nom propi en aquest text: sén, simplement, els
prefeixos sobre CP,

Exemple 2.12 (EI functor de parts i I’lhomfunctor Hom(—,{0,1})). Comencem
dins de Set, prenent com a objecte fixat el conjunt de dos elements {0,1}. Cada
subconjunt A C X es correspon bijectivament amb la seva funcié caracteristica
Xa: X — {0,1}, que val 1 sobre A i 0 fora; reciprocament, cada aplicacié X —
{0,1} és la caracteristica del subconjunt on val 1. Les funcions caracteristiques
donen, doncs, per a cada conjunt X, una bijeccié canonica

P(X) = Homse (X, {0,1}).

Els dos conjunts no sén iguals —un conté subconjunts, I'altre aplicacions—, pero
la bijeccié no depen de cap tria.

Vegem que, sota aquestes bijeccions, la precomposicio correspon a ’antiimatge.
Per a f: X — Y, 'homfunctor envia una aplicacié x: Y — {0,1} a xyo f: X —
{0,1}; i si x = xp és la caracteristica de B C Y, aleshores xpo f val 1 exactament
sobre els z amb f(z) € B, és a dir, és la caracteristica de antiimatge f~'(B).
Aixi, la precomposicié

x—>xof

és precisament 1’aplicacié d’antiimatge
Py = P(X), Bw{x € X : f(x) € B}.

Aqui f~! denota I’aplicacié d’antiimatge, no l'invers de f, que pot no existir. Les
antiimatges defineixen el functor de parts contravariant

P: Set® — Set, X — P(X), f=f

i la seva contravariancia, (g o f)™! = f~' o g7!, es pot transportar, a través de
les bijeccions anteriors, des de la de I'homfunctor Hom(—, {0, 1}); la comprovaci6
directa és I’exercici resolt 2.12 de la Practica.

Per tant, el functor de parts contravariant i ’homfunctor Homget(—, {0,1})
descriuen la mateixa construccié fins a una identificacié canonica: provar cada
conjunt amb un objecte distingit, el conjunt {0,1} de valors de veritat. No sén
literalment el mateix functor. El llenguatge de les transformacions naturals (capi-
tol 3) permetra expressar aquesta afirmacié amb precisid: tots dos functors seran
naturalment isomorfs (exemple 3.7).

Convé un avis sobre ’altra variancia, i val la pena justificar-lo. Un homfunctor
covariant Homget ({0, 1}, —) envia cada conjunt X al conjunt d’aplicacions {0,1} —
X. Una tal aplicacié queda completament determinada per la parella d’imatges
(o, 21) amb zy la imatge de 0 i x1 la de 1, i tota parella d’elements de X prové
d’una aplicaci6; per tant

Homge:({0,1}, X) = X x X,

i sobre morfismes la postcomposicié amb f: X — Y actua component a compo-
nent, (xg,x1) — (f(xo0), f(z1)). Aquest és, doncs, el functor «parell ordenaty, ben
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diferent del functor de parts: Hom({0,1}, X) = X x X té sempre |X|* elements
(quan X és finit), mentre que P(X) en té 2/X|. La correspondeéncia canonica entre
el functor de parts i un homfunctor és, per tant, un fenomen exclusiu de la cara
contravariant: P correspon a Hom(—, {0,1}), no a Hom({0,1}, —). La raé de fons
és que a P(X) el conjunt {0,1} fa de desti (cada subconjunt és una aplicaci6 cap
a {0,1}), i fixar el desti dona un homfunctor contravariant; posar-lo com a origen
dona una construccié covariant, pero tota una altra. La versié covariant genuina
del functor de parts existeix —envia f a la imatge directa A — {f(z) : x € A}—
i és functorial, pero no correspon a cap homfunctor; quan calgui distingir-la de P
I’escriurem P,.

Exemple 2.13 (Les dues variancies del functor de parts). Posem en paral - lel
les dues maneres de fer functorial I’assignacié X — P(X). Totes dues coincideixen

sobre objectes i difereixen en tot el que fan amb una aplicacié f: X — Y:

P: Set — Set (covariant) | P: Set” — Set (contravariant)

acci6 sobre f | imatge directa A — f(A) | antiimatge B — f~!(B)

tipus Pi(f): P(X) = P(Y) P(f): P(Y) = P(X)
identitat idy(A) = A idy'(B) = B
composicié | (go f)(A) = g(f(A)) (g0 /)H(O) = fH(g71(O))

llei functorial | Py(go f) = Pi(g) o Pi(f) P(go f)="P(f)oP(g)

Llegida per files, la taula segueix ’ordre de ’observacié 2.1: primer el tipus, que ja
fixa la variancia, i després les dues equacions. Les comprovacions completes son els
exercicis resolts 2.2 1 2.12 de la Practica. Observem que a la columna contravariant
lordre de f i g s’inverteix: és el mateix fenomen que a (go f)* = f* o g* per a
I’homfunctor contravariant.

Les dues columnes no sén independents. Pera AC X i BCY,
f(AY)CB <<= ACf B,

perque totes dues condicions diuen que f(a) € B per a tot a € A. Aquesta equiv-
aléncia entre les dues accions, una en cada sentit, és el primer exemple d’una
adjuncid; la retrobarem al capitol 6 com a 3¢ - f*, I'origen categoric del quantifi-
cador existencial (exemple 6.2).

En aquest exemple 'objecte fixat feia de dest?; fixant-lo com a origen obtenim
homfunctors covariants amb una lectura igual de concreta. Ho veiem a Graph,
on l'estructura dels objectes ja no és la d’'un simple conjunt.

Exemple 2.14 (Vertexs i arestes com a homfunctors). Treballem a Graph, amb
la notacié de la subseccié 1.4.6: un graf G té vertexs Vi, arestes Fg 1 aplicacions
origen i desti sg,tq: Eg — V. Triem dos grafs «patré» ben senzills:

V = ({*}, @), E= ({O, 1}, {e}) amb s(e) =0, t(e) =1,

és a dir, V és un sol vertex sense arestes i E és una sola aresta entre dos vertexs.
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Un morfisme de grafs V. — G no té cap aresta on decidir res, i sobre I'tinic
vertex tria un vertex de G; per tant queda determinat per aquesta tria, i n’hi ha
un per cada vertex:

HOIIlGraph(V, G) = VG.

Un morfisme de grafs E — G tria una aresta ¢ de G —la imatge de e— i, forcosa-
ment, els seus dos extrems han d’anar a sg(e) i tg(e), de manera que la tria de
I’aresta ja determina tot el morfisme; n’hi ha un per cada aresta:

HomGraph(E, G) = Eg.

Aixi, els homfunctors covariants Homgyapn(V, —) i Homgrapn(E, —) corresponen
canonicament, respectivament, al functor «conjunt de vertexs» i al functor «con-
junt d’arestes» Graph — Set. Sobre un morfisme F = (Fy,Fg): G — H,
el functor Homgrapn(V, —) actua per la postcomposicié Fi: Homgraph(V,G) —
Homgyaph(V, H), v — F ov (definicié 2.6). Si v tria el vertex v(x), aleshores Fov
tria el vertex Fy(v(x)); per tant, llegida a través de la bijeccié Homgyaph(V, G) =
Vg, la postcomposicié F, és exactament Fy: Vg — Vg. Analogament, per a
Homgrapn(E, —), la postcomposicié F, envia el morfisme que tria laresta ¢ al
que tria Fg(e), i correspon a Fg: Eqg — FEy.

El que hem trobat és que dos functors oblit familiars —prendre el conjunt de
vertexs i prendre el conjunt d’arestes— corresponen canonicament als homfunctors
covariants Homegrapn(V, —) 1 Homgrapn(E, —), per a una tria adient de 'objecte
d’origen; al capitol 3 reconeixerem aquestes identificacions com a isomorfismes
naturals. Es el mateix fenomen que fa que, a Set, el functor identitat correspongui
canonicament a Homge ({*}, —): provar un objecte amb els morfismes des d’un
patré petit en llegeix una part de 'estructura. Que un functor cap a Set es pugui
reconstruir aixi, com un Hom(A, —) per a cert objecte A, és una propietat prou
important perque hi tornem amb nom propi —els functors representables— i és el
punt de partida del lema de Yoneda (capitol 4); de moment n’hi ha prou de retenir
que aquests functors oblit sén homfunctors disfressats, llevat d’una identificacid
canonica.

Als exemples anteriors la categoria d’arribada era Set. Quan els homconjunts
tenen ells mateizos estructura, I’homfunctor la recull i aterra en una categoria més
rica; el cas paradigmatic és el dels espais vectorials.

Exemple 2.15 (El dual d’un espai vectorial com a homfunctor). Fixem un
cos K i treballem a Vectg. Aqui cada homconjunt Homg (V, W) no és un conjunt
qualsevol: és ell mateix un K-espai vectorial, amb la suma d’aplicacions lineals i
el producte per escalars. Prenent com a segon objecte el cos K vist com a espai
vectorial sobre si mateix, I’lhomconjunt

Homg (V,K) = V*

és exactament ’espai dual de V: les formes lineals sobre V. Com a conjunt, V*
és el valor en V' de I’homfunctor contravariant de la definicié 2.6, especialitzat a
B =K:

Homg(—,K): Vecty — Set.
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Pero aquests homconjunts tenen canonicament estructura d’espai vectorial, amb la
suma i el producte per escalars punt a punt, i la precomposicié amb una aplicacio
lineal és lineal (ho veurem tot seguit). Per tant, la mateixa assignacié s’aizeca a
un functor amb valors a Vectg, el functor dual

(=) = Homg(—, K): Vectﬂog’ — Vecty, ViV

Es el mateix patré que el functor de parts, amb K en lloc de {0,1} com a objecte
distingit. Sobre morfismes, la precomposici6 ¥ — o f és precisament ’aplicaci6
dual (o transposada) d’una aplicaci6 lineal f: V — W:

W=V Y=o f.

La contravariancia, (g o f)* = f* o g*, és la regla familiar de la transposicié; si
triem bases i representem les aplicacions per matrius, f* correspon a la matriu
transposada i la inversié de 1'ordre és la férmula (AB)T = BTAT.

Cada f* és, en efecte, una aplicacié lineal, f*(¢ + M) = (v + M) o f =
() + Af*(¢'), i aixo és el que permet l'aixecament: 'homfunctor Set-valuat i
el functor dual tenen la mateixa accié sobre objectes i morfismes, pero el segon
recorda, a més, 'estructura lineal dels valors. El mateix passa amb el covariant:
Homg (V, —): Vectx — Set s’aixeca a un functor

Homg(V, —): Vectx — Vectk.

Quan parlem d’homfunctors sense cap més precisié, ens referim sempre a la versio
amb valors a Set de la definici6 2.6; és la que intervindra en la representabilitat.

El corol - lari 2.4 es llegeix aqui com un fet conegut de l’algebra lineal: si
f:V — W és un isomorfisme, aleshores la transposada f*: W* — V* també ho
és, amb inversa (f~!)*. En particular, espais isomorfs tenen duals isomorfs.

No seguim, de moment, cap a la comparacié entre V i el seu dual, ni cap
al bidual (o doble dual) V**: aquesta és una qiiestié de naturalitat, que demana
el llenguatge de les transformacions naturals. La reprendrem exactament on la
deixem, a ’exemple 3.5 del capitol 3.

2.6.2 El bihomfunctor

Les dues variables dels homfunctors es poden tractar alhora. Fixem-nos que
Hom pren dos objectes i en dona un conjunt, de manera contravariant en el primer
i covariant en el segon; aixo és exactament un functor sobre un producte de cate-
gories.

Definici6 2.8 (El bihomfunctor). Sigui C localment petita. Definim bihom-
functor (o bifunctor Hom)

Homg(—,—): C? x C — Set

com el functor que envia una parella d’objectes (A, B) al conjunt Hom(A, B),
i una parella de morfismes (f: A" — A, g: B — B’) a laplicacié

Hom(f,g): Hom(A, B) — Hom(A', B'), hw gohof.
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La férmula h +— goho f combina la precomposicié amb f (contravariant, en la
primera variable) i la postcomposicié amb g (covariant, en la segona): un element
h: A — B es prolonga per l'origen amb f i pel desti amb g.

S
gohof

Fixant la primera variable en A recuperem I'homfunctor covariant Hom(A, —);
fixant la segona en B recuperem el contravariant Hom(—, B). També sobre mor-
fismes les notacions sén coherents: prenent una de les dues components igual a
una identitat,

Hom(id4, g) = g. = Hom(A4, g), Hom(f,idg) = f* = Hom(f, B),

de manera que la notaci6 2.1 és un cas particular de la del bihomfunctor. Ara bé,
la functorialitat en cada variable per separat no basta: cal que les dues accions
siguin compatibles, és a dir, que Hom(—, —) preservi la composici6 i les identitats
de C? x C. També aix0 és conseqiiencia de ’associativitat i de les identitats:
aplicar primer (f,g) i després (f',¢') envia ha g’ogoho fo f', que és accié de la
parella composta (fo f’', ¢'og), amb la primera component en ’ordre invertit, com
correspon a C°. La comprovacié detallada és ’exercici resolt 2.14 de la Practica.

Exemple 2.16 (El bihomfunctor de Set). A Set, el bihomfunctor envia una
parella de conjunts (X,Y’) al conjunt d’aplicacions

Homge (X,Y) = Y,

amb la mateixa notacioé exponencial de 'inici del capitol. L’acci6é sobre una parella
de morfismes (f: X' — X, ¢g: Y — Y’) és el «canvi de variables» a ’entrada i a
la sortida: donada una aplicacié h: X — Y, primer la reindexem pel domini amb
f 1 després en traslladem els valors amb g,

Hom(f,g): YX = (Y)Y, hrgohof.

Fixant el primer conjunt en un punt {x} recuperem Hom({*},Y) =Y —els ele-
ments de Y— amb l'accié covariant habitual per postcomposicio; fixant el segon
en {0,1} recuperem Hom(X,{0,1}) = P(X), és a dir, el functor de parts de
I’exemple 2.12, llevat de la identificacié canonica. El bihomfunctor és, doncs, la
construccié que engloba tots dos alhora.

Exemple 2.17 (El bihomfunctor de Vectk). El bihomfunctor ordinari de Vectyg
és
Hom(—, —): Vecty x Vectx — Set,

que envia una parella d’espais (V, W) al conjunt Homg(V, W) de les aplicacions
lineals de V' a W. Pero aquest conjunt és canonicament un espai vectorial, i
sobre una parella (f: V' — V, g: W — W’) T'acci6 h — g o ho f combina la
precomposicié amb f i la postcomposicié amb g, totes dues lineals. Per aixo el
bihomfunctor admet un aixecament canonic a Vecty:

Homg(—, —): Vecty x Vectx — Vecty.
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Fixant la segona variable en el cos, aquest aixecament dona el functor dual (—)* de
I'exemple 2.15. Fixant la primera, Homg (K, —) correspon canonicament al functor
identitat. En efecte, una aplicacio lineal K — W queda determinada per la imatge
de 1, i aixo dona una bijeccid lineal canonica

Homg (K, W) = W;

al capitol 3 la reconeixerem com un isomorfisme natural. Les dues cares del dual
i la identitat es reuneixen, aixi, en un sol functor de dues variables.

2.7 Functors fidels i plens

Un functor actua sobre els morfismes; és natural preguntar-se com és aquesta
accio entre cada parella d’objectes. Fixats A, B a C, un functor F': C — D indueix
una aplicacio

Fy p: Homc(A, B) - Homp (F(A), F(B)), f— F(f).

Les propietats d’aquesta aplicacié donen lloc a una classificacié basica.

Definicié 2.9. Un functor F': C — D és:
o fidel si cada aplicacié6 F4 p és injectiva; és a dir, si FI(f) = F(g) amb
fi9: A — B implica f = g;

 plesi cada aplicacié Fu g és exhaustiva; és a dir, si tot morfisme F'(A) —
F(B) de D és de la forma F(f) per a algun f: A — B de C;

o ple i fidel si cada F4 p és bijectiva.

Observacio 2.8. Cal no confondre aquestes condicions amb la injectivitat o
I’exhaustivitat sobre objectes. Un functor pot ser ple i fidel sense ser in-
jectiu sobre objectes: ser ple i fidel només afecta els morfismes entre cada
parella fixada d’objectes. Un functor ple i fidel identifica Hom¢(A, B) amb
Homp (F(A), F(B)), perod pot enviar objectes diferents a un mateix objecte.

Observacio 2.9. Aquestes propietats es transporten al functor oposat. Recor-
dem (definici6 2.5) que el functor F°P: C® — D actua igual que F sobre
objectes i morfismes. Cal no confondre el functor F°° amb 'aplicacié entre
homconjunts que indueix. Fixats dos objectes A, B, que F' sigui ple i fidel es
mesura amb ’aplicacio

Fyp: Homc(A, B) - Homp (F(A), F(B)), f— F(f),

iles de F°P, amb l'aplicacié analoga (F'°?)p 4 —amb la parella d’objectes en
I’ordre invers, perque a C? una fletxa A — B és una fletxa B — A de C—

(F**)p 4: Homew(B, A) — Hompe (F(B), F(A)).

Ara bé, per definici6 d'oposada Homcw(B,A) = Homc(A,B) i
Hompe (F(B), F'(A)) = Homp(F(A), F(B)); i sobre aquests conjunts (F°P)p 4
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envia cada f a F(f), exactament com Fy4 p. Les dues aplicacions sén, doncs,
literalment la mateixa. Com que «ser injectiva» i «ser exhaustiva» sén propi-
etats d’aquesta aplicacié, F' és fidel (respectivament ple) si i només si F'? ho
és.

Exemple 2.18. El functor oblit U: Grp — Set és fidel: dos homomorfismes difer-
ents segueixen sent aplicacions diferents, de manera que U no identifica morfismes.
En canvi no és ple: entre dos grups hi ha aplicacions de conjunts que no sén homo-
morfismes, i aquestes no provenen de cap morfisme de Grp. Aquesta és la situacid
tipica dels functors oblit: retenen prou informacié per distingir morfismes, pero
obren la porta a fletxes noves que no respecten ’estructura.

Les subcategories, introduides elementalment a la subseccié 1.7.3, tenen una
lectura natural en el llenguatge dels functors. Si S és una subcategoria de C, el
functor inclusié .: S — C —que envia cada objecte i cada morfisme de S a
ell mateix a C— sempre és fidel, perque no identifica mai dos morfismes difer-
ents. Les dues menes de subcategoria que vam distingir —la plena i 'ampla—
es tradueixen, cadascuna, en una propietat d’aquest functor. D’una banda, S
és una subcategoria plena exactament quan ¢ és ple: que ¢ sigui ple vol dir
que entre dos objectes de S hi ha tots els morfismes que hi ha a C, que és jus-
tament la definici6 de subcategoria plena. De l'altra, S és una subcategoria
ampla exactament quan l'accié de ¢ sobre els objectes és exhaustiva, és a dir,
quan Ob(S) = Ob(C): la subcategoria conté tots els objectes de C. (Parlem aqui
de I'aplicacié Ob(S) — Ob(C) induida per ¢, no del functor mateix; per al functor
inclusié aquesta aplicacié és sempre injectiva, i ser ampla equival que sigui, a més,
exhaustiva.)

Exemple 2.19. El functor inclusié FinSet — Set dels conjunts finits és ple i
fidel: entre dos conjunts finits hi ha exactament les mateixes aplicacions que a Set,
de manera que un cop triats els objectes no descartem cap morfisme. En canvi,
el functor inclusié de la subcategoria de Set que conserva tots els conjunts com
a objectes pero només les aplicacions injectives com a morfismes és fidel, pero no
ple: entre dos conjunts hi ha aplicacions no injectives, que per tant no provenen
de cap morfisme de la subcategoria. El mateix passa amb la subcategoria ampla
de les aplicacions exhaustives: el seu functor inclusio és fidel pero no ple, perque
deixa fora les aplicacions que no sén exhaustives.

Proposicio 2.5. Sigui F': C — D un functor ple i fidel, i sigui f: A — B un
morfisme de C. Aleshores

f és un isomorfisme a C <= F(f) és un isomorfisme a D.

Demostracio. La implicacié cap a la dreta val per a qualsevol functor: és la
proposicio 2.1, i no fa servir que F' sigui ple ni fidel. Vegem el reciproc, que si que
ho necessita. Suposem que F'(f): F(A) — F(B) té un invers h: F(B) — F(A)
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a D. Com que F és ple, existeix g: B — A a C amb F(g) = h. Aleshores
F(go f)=F(g) o F(f) =hoF(f) =idp) = F(ida),

i com que F és fidel, go f = ids. Analogament f o g = idg. Per tant f és un
isomorfisme amb invers g.

Observacio 2.10. Les dues direccions tenen estatus diferent. La directa —
preservar isomorfismes— val per a tot functor; el que caracteritza els plens i
fidels és el reciproc: reflecteizen isomorfismes, i no només els preserven. Un
functor ple i fidel reprodueix bijectivament els conjunts de morfismes entre
els objectes de la seva imatge, pero aixo mo implica que sigui injectiu sobre
objectes: pot enviar objectes diferents a un mateix objecte. Aquesta situacié
—morfismes identificats bijectivament, objectes no necessariament— conduira
més endavant a la nocié d’equivaléncia de categories.

Ser ple i fidel descriu com actua un functor sobre els morfismes. Una tercera
condicid, sobre els objectes, completa la terna que caracteritzara les equivaléncies.

Definici6 2.10 (Functor essencialment exhaustiu). Un functor F': C — D és
essencialment exhaustiu si tot objecte de D és isomorf a la imatge d’algun
objecte de C:

VD € D, 3JA € C tal que F(A) = D.

Observacio 2.11. La condicié demana isomorfisme, no igualtat: no cal que
tot objecte de D sigui exactament una imatge, només que ho sigui lle-
vat d’isomorfisme. Un functor alhora ple, fidel i essencialment exhaustiu
recull bijectivament els morfismes i, a més, arriba a tots els objectes llevat
d’isomorfisme; aquestes sén precisament les condicions que, un cop disposem
de les transformacions naturals, caracteritzaran les equivaléncies de categories.

Exemple 2.20 (Un functor essencialment exhaustiu que no és exhaustiu sobre
objectes). Considerem la subcategoria plena S de FinSet que té per objectes
només els conjunts

0=g, n={l,....n} (n>1)

—un de sol de cada mida, en lloc de tots els conjunts finits—, i el seu functor
inclusi6 ¢: S — FinSet. Aquest functor és essencialment exhaustiu: tot conjunt
finit X té algun cardinal n, i aleshores és isomorf (bijectiu) a n = «(n). En canvi,
¢t no és exhaustiu sobre objectes: el conjunt {a,b}, posem per cas, no és igual a
cap n, tot i ser isomorf a 2. Aquest és, doncs, ’exemple prototipic de la diferéncia
entre «arribar a tots els objectes» i «arribar-hi llevat d’isomorfisme»: ¢ deixa fora
molts objectes com a imatges exactes, pero cap classe d’isomorfisme. L’exercici
resolt 2.16 de la Practica comprova, a més, que ¢ és ple i fidel.

Exemple 2.21 (Un functor que no és essencialment exhaustiu). En canvi, la
inclusié FinSet — Set no és essencialment exhaustiva: un conjunt infinit no és
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isomorf a cap conjunt finit, de manera que cap objecte finit de la imatge no hi pot
arribar. Aqui falla, doncs, la tercera condicio, tot i que aquest functor si que és ple
i fidel (exemple 2.19). Ser ple i fidel no diu res sobre quins objectes s’assoleixen:
son condicions independents.

2.7.1 Que conserva un functor: un resum

Convé aclarir, abans de tancar el capitol, quines propietats respecta un functor
qualsevol i quines en demanen més. Un functor transporta qualsevol configuracio
finita de morfismes i les equacions de composicié que aquests morfismes satisfan.
Per aixo preserva, per exemple, isomorfismes, seccions i retraccions: la propietat
esta testimoniada per morfismes de la categoria d’origen —l’invers, la secci6é o
la retraccié— i per una equacié com g o f = id, i el functor transporta tant el
testimoni com '’equacié. En canvi, una propietat com ser mono o epi quantifica
sobre totes les fletxes possibles d’un cert tipus («per a tota parella g, h»), incloses
fletxes de la categoria d’arribada que poden no provenir de la categoria d’origen;
i és aquesta quantificacié la que un functor no pot garantir.

e Un functor qualsevol preserva composicié i identitats, diagrames commu-
tatius, isomorfismes, i seccions i retraccions (és a dir, els epimorfismes i
monomorfismes escindits). En tots els casos, la propietat esta testimoniada
per morfismes i equacions de la categoria d’origen, que el functor transporta.

e Ja un functor fidel —sense necessitat de ser ple— reflecteiz monomorfismes i
epimorfismes: si F(f) és mono, aleshores f ja ho era, perque de fog = foh
se'n dedueix F(f) o F(g) = F(f) o F(h), d’on F(g) = F(h) i, com que F és
fidel, g = h; argument per als epimorfismes és dual.

e Un functor ple 7 fidel reflecteix, a més, isomorfismes, seccions i retraccions:
si la imatge d’un morfisme és un isomorfisme, una seccié o una retraccio, el
morfisme original ja ho era. Aqui calen totes dues hipotesis: ser ple permet
aixecar l'invers —unilateral o bilateral— que a priori només viu al codomini,
i ser fidel permet reflectir I’equaci6 que el defineix. Recupera, doncs, aquestes
nocions a banda i banda.

e Al capitol 3 veurem que un functor ple, fidel i essencialment exhaustiu deter-
mina una equivaléncia de categories (en general, amb l'ajut de l’axioma de
leleccié). Els capitols posteriors precisaran, per a cada construccid, quines
propietats es preserven i es reflecteixen sota equivalencia.

En canvi, un functor qualsevol no preserva, en general, ni els monomorfismes
ni els epimorfismes ni les propietats universals. Vegem-ho amb els epimorfismes.

Exemple 2.22 (Un functor que no preserva epimorfismes). Prenem el monoide
additiu (N, +,0) i el monoide ({0,1},V,0), on V és el maxim (o disjuncié), tots
dos vistos com a categories d’un sol objecte, BN i BM. L’aplicacié h: N — {0,1}
amb h(0) =01 h(n) =1 per a n > 1 és un homomorfisme de monoides, i defineix
per tant un functor £': BN — BM (exemple 2.7).

A BN, el morfisme 1 és un epimorfisme: la cancel - lacié per la dreta a BN és
la cancel - lacié de la suma, i a (N, +) es pot cancel - lar. La seva imatge F'(1) = 1,
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en canvi, no és un epimorfisme a BM, perque 1VO=1=1V 1 amb 0 # 1: la
cancel - lacié falla. Aixi, F' envia un epimorfisme a un morfisme que no ho és.

L’arrel del fenomen és la que hem assenyalat: «ser epi» quantifica sobre totes
les parelles g, h de la categoria d’arribada, i el functor no controla les parelles noves
que apareixen a BM. Un epimorfisme escindit, en canvi —testimoniat per una
seccié s amb f os = id—, si que es preservaria, perque el functor transporta la
seccio i I'equacié.

Sintesi del capitol.
Idees centrals

1. Un functor preserva dominis, codominis, composicio i identitats.

2. Les categories petites i els functors formen una categoria, Cat, que és
gran pero localment petita; els functors entre categories grans son igual-
ment legitims, tot i que no son fletxes de Cat.

3. El graf subjacent i la categoria lliure formen una parella de functors
en sentits contraris, Free: Graph — Cat i U: Cat — Graph. No son
inversos 'un de 'altre, pero estan lligats per 'avaluaci6 Free(U(C)) — C;
aquesta relacié reapareixera més endavant com a adjuncio.

4. Un functor contravariant és un functor des de l'oposada. Per comprovar
qualsevol functor, primer es verifiquen els tipus (F(f): F(A) — F(B), o
F(B) — F(A) en el cas contravariant) i després les identitats; el functor
de parts té una versi6é de cada variancia.

5. Ser fidel o ser ple és una propietat de les aplicacions F)4 p entre hom-
conjunts, i no diu res de I’acci6 sobre objectes; afegint-hi ’exhaustivitat
essencial, que si que parla dels objectes (llevat d’isomorfisme), s’obtenen
les equivaléncies.

6. L’homfunctor covariant Hom(A, —) i el contravariant Hom(—, B) trans-
formen isos en bijeccions, i el bihomfunctor Hom(—, —) els unifica en un
functor de dues variables; tots tres séon fonamentals i els retrobarem al
lema de Yoneda.

Errors tipics

Confondre «isomorfisme de categories» amb «equivalénciay; creure que «fidel»
vol dir injectiu sobre objectes o que «ple» vol dir exhaustiu sobre objectes, quan
totes dues nocions parlen només dels homconjunts; comprovar les equacions
functorials abans d’haver comprovat que F(f) té el tipus correcte; oblidar la
inversié de sentit en un functor contravariant; barrejar C/A (sobre A) amb
A/C (sota A); i confondre preservar amb reflectir una propietat: tot functor
preserva els isomorfismes; els functors plens i fidels també els reflecteixen, tot
i que aquesta condicié és suficient i no necessaria. Un functor qualsevol no
preserva, en general, ni els monomorfismes ni els epimorfismes.

Lectura recomanada

[9, part III, sessions 11-17] per a exemples molt elementals d’aplicacions que
preserven estructura entre grafs i entre sistemes dinamics; [2, §1.3 1 §§7.1-7.2]
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per a la definicié6 de functor, la categoria de categories i ’estructura repre-
sentable; [3, 1.3, I1.2 i IL.5] per a la formulaci6 classica, inclosos els functors
contravariants; [4, §1.2] per als functors i les seves propietats, inclosos els con-
travariants i els plens i fidels; [5, cap. 1] per als homfunctors i el bifunctor
Hom; [6, §§3.1-3.3] per a més exemples de functors, en particular les accions
de monoides i els functors entre grafs, i per a la classificacié dels functors en
fidels, plens i altres tipus; [8, §1.3 i §§1.5.1-1.5.3] per a una segona explicacié
de la functorialitat, amb una secci6 sobre queé no és un functor i una altra sobre
functors, monos i epis.




3

3.1

Transformacions naturals
i equivalencies

Prerequisits

Categories i diagrames commutatius (cap. 1); functors, composicié de functors,
functors covariants i contravariants, i les nocions de functor ple, fidel i essen-
cialment exhaustiu (cap. 2). Els homfunctors intervenen en alguns exemples i
exercicis, i seran importants en els capitols segiients, pero no sén necessaris per
a la definici6 de naturalitat. Alguns exemples opcionals fan servir una famil-
iaritat basica amb espais vectorials, duals i biduals, i I’exemple d’interpretacio
de férmules de primer ordre, marcat com a ampliacié, pressuposa la semantica
d’aquesta logica.

Objectius

En acabar el capitol, el lector hauria de poder:

definir una transformacié natural i comprovar-ne la naturalitat mit-
jancant quadrats commutatius;

compondre transformacions verticalment i interpretar-les com a mor-
fismes de la categoria de functors D;

reconeixer un isomorfisme natural i distingir-lo d’una familia
d’isomorfismes que no sigui natural;

treballar amb la composicié horitzontal i distingir-la de la vertical;

definir una equivaléncia de categories mitjancant un quasiinvers, i
caracteritzar-la com un functor ple, fidel i essencialment exhaustiu (amb
laxioma de ’eleccié per a la implicacié reciproca).

Cap al concepte de transformacié natural

Al capitol anterior vam veure que els functors sén els morfismes entre categories:
relacionen dues categories respectant-ne tota ’estructura. Ara bé, sovint tenim
dos functors F, G: C — D que van de la mateixa categoria a la mateixa categoria, i
volem comparar-los. La pregunta natural és, doncs, si hi ha una noci6é de morfisme
entre functors.

Aquesta idea —comparar functors de manera coherent— va ser historicament
una de les motivacions originals per introduir les categories. De fet, es diu sovint

90
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que les categories es van definir per poder definir els functors, i els functors per
poder definir les transformacions naturals; totes tres nocions apareixen alhora, per
primera vegada, a l’article fundacional d’Eilenberg i Mac Lane [1], que precisament
les motiva a partir de la relacié entre un espai vectorial i el seu bidual. El mot
«natural» té aqui un sentit tecnic precis que farem explicit: una comparacié és
natural quan fa commutar els quadrats corresponents a tots els morfismes. Sovint
s’expressa dient que «no depen de cap eleccié arbitrariay; convé retenir, pero, que
es tracta d’una intuicié orientadora i no d’una definicié: una construccié pot haver
requerit eleccions i, tanmateix, resultar natural. La condici6é precisa és sempre la
commutativitat dels quadrats.

Abans de formalitzar-ho, val la pena veure un exemple que fa pales aquest
«principi de coherenciay, aquest cop entre sintaxi i semantica. Treballem amb la
logica proposicional. Prenem com a categoria de base FinSet, els conjunts finits
amb les aplicacions entre ells (subseccié 1.4.2); ara en pensem els objectes com a
conjunts de variables proposicionals, i els morfismes f: X — Y com a canvis de
variables, que a cada variable de X n’assignen una de Y.

El primer functor, el sintactic, associa a cada conjunt de variables el conjunt
de les formules que s’hi poden escriure:

F(X) = {férmules proposicionals amb variables de X},

construides a partir de les variables de X amb les connectives habituals. Sobre
morfismes, un canvi de variables f: X — Y indueix l'aplicacié de substitucio

F(f): F(X) — F(Y),  F(f)(e) = ¢lf],

on ¢|f] és la férmula obtinguda reemplagant dins ¢ cada variable x per la variable
f(z). Aquesta substitucié és la mateixa operaci6 que ja vam trobar a I’exemple 2.9,
on una substitucié de variables proposicionals induia un functor entre categories
de deduibilitat perque transformava deduccions; ara la mirem d’una altra manera,
com l’accié sobre morfismes d’'un functor F': FinSet — Set. Formalment, F'(f) es
defineix per recursi6 sobre 'estructura de ¢: sobre una variable, F'(f)(z) = f(x),
i F(f) commuta amb les connectives.

El segon functor, el semantic, associa a cada conjunt de variables el conjunt de
les funcions de veritat corresponents:

G(X) = {funcions de veritat sobre X},
on una funcio de veritat sobre X és una aplicacié
p:{0, 13" — {0, 1}

que assigna un valor de veritat a cada valoraci6 de les variables, entenent per
valoracié un element v € {0,1}*, és a dir una aplicacié v: X — {0,1} que fixa
el valor de cada variable. Dit altrament, G(X) = {0,1}{%1}) Sobre morfismes,
un canvi de variables f: X — Y actua per precomposicié en les valoracions: tota
valoracié w: Y — {0, 1} es restringeix a la valoracié wo f: X — {0,1}, i definim

G(f): GX) — G(),  G(N)O)(w)=0b(wo f),
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és a dir, G(f)(#) =0 o (—o f).
Tots dos sén functors covariants FinSet — Set. La comprovacié és rutinaria

—per recursié sobre les féormules en el cas de F, i per 'associativitat de la com-
posicio en el de G— i es fa a l’exercici resolt 3.3 de la Practica.

A cada conjunt de variables X li associem 'aplicacié que interpreta cada for-
mula com la seva funcié de veritat (la seva taula de veritat):

1 sivEop,
me FOO — 6(X),  nx(p)e) = { o
0 siv o,
on v = ¢ vol dir que la valoraci6 v satisfa la férmula ¢.

El fet clau és que aquesta interpretacié és compatible amb el canvi de variables:
per a tot morfisme f: X — Y de FinSet, el quadrat

F(X) Ff) F(Y)
UXJ JUY
G(X G(Y

(X) o) (Y)

commuta, és a dir G(f) onx = ny o F'(f). Avaluats sobre una férmula ¢ € F(X)
i una valoracié w: Y — {0, 1}, els dos camins del quadrat diuen si w = ¢[f] i si
(wo f) = ¢, respectivament. Que coincideixin és exactament el lema de substitucio
de la logica proposicional,

(wof)Ey <= wkylfl],

que es demostra per recursio sobre ; el calcul complet és a ’exercici resolt 3.3.

En termes informals: substituir primer i interpretar després dona la mateixa
funcié de veritat que interpretar primer i transportar després. Per exemple, de
@ = pAqiel canvi de variables p — r, ¢ — s obtenim r A s, i tant se val si calculem
la taula de veritat abans o després de substituir: el resultat és la mateixa funcié (la
que val 1 només quan r i s sén totes dues certes). Si el canvi identifica variables,
diguem p — r, g+ r, aleshores ¢ es transforma en r A r, amb taula de veritat la
de r; també aqui interpretar i transportar coincideixen. Aquesta compatibilitat,
per a tot canvi de variables alhora, és el que a la seccié segiient anomenarem la
naturalitat de la familia (nx): substituir variables i després calcular la funcié de
veritat €s el mateix que calcular-la primer @ transportar-la després al llarg del canvi
de variables.

Val la pena notar una diferéencia amb els exemples «d’identificacié canonicay
que veurem després (com el bidual d’un espai vectorial): aqui nx no és injectiva —
dues formules diferents poden tenir la mateixa taula de veritat, com pVqiqVp—, de
manera que no estableix cap isomorfisme entre sintaxi i semantica. El que expressa
la naturalitat no és una identificacid, sindé que la interpretacié és compatible amb
qualsevol substitucié o canvi de variables, incloses les substitucions que identifiquen
variables. La mateixa idea s’estén, amb més maquinaria, a la logica de primer
ordre, on les férmules s’interpreten com els predicats que defineixen sobre una
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estructura fixada; ho veurem desplegat com a exemple formal a I’exemple 3.4 de
la secci6 3.3.

Observaci6 3.1 (Per qué estudiar logica categorica). Un lector amb formacié
logica pot objectar que, al capdavall, la feina ’ha feta el lema de substituci6,
i preguntar-se que hi guanya el llenguatge categoric. La resposta assenyala
un canvi de punt de vista. Aqui hem hagut de definir la substitucié per re-
cursié i comprovar-ne la compatibilitat a ma perqueé encara no disposem de
cap maquinaria; pero la logica categorica reformula la substitucié com una
operacio estructural —la composicié, o més en general la reindexacio al llarg
d’un morfisme de la categoria de contextos— i no com una manipulaci6 sin-
tactica de férmules. En aquest marc, la interpretacié és un functor (o un
morfisme entre estructures més riques) que preserva aquella operacid, i natu-
ralitats com la d’aquest exemple deixen de demostrar-se cas per cas: s’obtenen
com a corol - lari que la interpretacié respecta ’estructura. La inducci6 sobre
formules es fa aleshores una sola vegada i en abstracte, en establir que la cat-
egoria sintactica té la propietat universal que la caracteritza. Es el gir que fa
que la logica moderna no es defineixi per les seves peculiaritats sintactiques,
sind per les estructures que preserva; el nostre lema de substitucié n’és el cas
visible més senzill.

3.2 Definicio de transformacié natural

Siguin F,G: C — D dos functors. Volem, per a cada objecte A de C, un
morfisme de D que vagi de F(A) a G(A); i volem que aquests morfismes siguin
compatibles amb ’accié de F' i GG sobre les fletxes.

Definicié 3.1. Una transformacié natural n: F' = G entre dos functors
F,G: C — D és una familia de morfismes de D

n= (nA)AE()b(C)a na: F(A) — G<A)7

indexada pels objectes de C —un morfisme 14 per a cada objecte A, de F(A)
a G(A), anomenat el component de n a A—, subjecta a la condici6 segiient:
per a cada morfisme f: A — B de C, el quadrat

F(A) F(f) F(B)
NA lnB
G(A G

(A) o) (B)

commuta; és a dir,
G(f)ona=ngo F(f).

Aquesta igualtat s’anomena condicié de naturalitat, i el quadrat, quadrat
de naturalitat.
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El quadrat de naturalitat exhibeix una transformacié natural morfisme a mor-
fisme, i és la manera practica de comprovar-la. Sovint, pero, interessa representar
tota la transformacié n d’'un sol trag, com un objecte que relaciona dos func-
tors paral - lels. Dibuixarem, doncs, una transformacié natural diagramaticament
d’aquesta manera: els dos functors F,G: C — D es representen com dues fletxes
de C cap a D, i la transformaci6é natural com una fletxa doble = que va de I'una
cap a l'altra:

F

. T
C n D
\/

G

Es la primera vegada que apareix una fletxa doble entre fletxes: reflecteix que
n viu «un nivell més amunt» que els morfismes ordinaris. Aquest punt de vista
—objectes, functors i, damunt, transformacions naturals— és el que més endavant
resumirem dient que les categories formen una 2-categoria, i és la notacié natural
per a la composicié horitzontal i per a la composicié d’una transformacié natural
amb un functor que veurem al final del capitol.

Convé precisar bé que exigeix la condicié de naturalitat i que no: les compo-
nents 714 es trien un per a cada objecte, pero no lliurement, ja que han d’encaixar
tots alhora amb ’accié dels functors sobre els morfismes. Ara bé, la naturali-
tat només demana que les components escollides siguin compatibles amb tots els
morfismes; no demana que siguin 1'inica eleccié possible. Es una condici6 de
compatibilitat, no d’unicitat ni d’absencia de parametres, com mostra 1’exemple
segiient.

Sobre els espais vectorials reals, prenem com a functors F' = G = idvecty,
el functor identitat de la categoria Vectg, i busquem una transformacié natural
n: id = id. Fixem un escalar A € R i prenem, per a cada espai V', la component

ﬁV:)\idviV%Vv,

que és una aplicacio lineal —la multiplicaci6é per ’escalar A—, i per tant un mor-
fisme de Vectg, amb el tipus correcte perque F(V) = G(V) = V. En efecte, aque-
sta familia és una transformacié natural: per a tota aplicaci6 lineal T: V' — W el
quadrat de naturalitat és

T
V w
A idvl lA idy
|4 w
T

i commuta, perque

To(Aidy)=AT=(Nidw)oT,

on les dues fletxes horitzontals sén T perque el functor identitat actua sobre T
deixant-lo igual. Quan A\ # 0, cada component 7y = A idy és a més un isomorfisme
d’espais vectorials, amb invers A~'idy; aix0 fara de n un exemple del que més
endavant anomenarem un isomorfisme natural. Tenim, doncs, tota una familia de
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transformacions naturals, una per cada valor de A: la naturalitat es compleix per
a qualsevol )\ fixat, tot i que la construccié depen d’aquesta eleccié. Naturalitat
no vol dir, per tant, «sense eleccions», siné «compatible amb tots els morfismes».

Exemple 3.1 (Una familia que no és natural). Es igual d’instructiu veure una
familia de components que falla la condicié de naturalitat. Treballem a Set amb
F = G = idget, de manera que una transformacié id = id hauria de donar, per a
cada conjunt A, una aplicacié n4: A — A que commuti amb totes les aplicacions.
Definim una familia completament explicita, sense cap tria:

na=1ids si A#{0,1}, Ny =7, 7(0)=1, 7(1) =0.

Es a dir, totes les components sén identitats excepte la del conjunt {0, 1}, que és la
transposicié dels dos elements. Es una familia de morfismes n4: A — A indexada
per tots els conjunts, i cada component és fins i tot una bijeccié.

Vegem que demana el quadrat de naturalitat per a una aplicacié f: A — B.
Com que F' = G = idget, s té F(f) = G(f) = f, i la condicié és fons =npo f.
Prenem A = B = {0, 1} i aplicaci6 constant de valor 0, f(0) = f(1) = 0:

01— o

TJ JT for=f, T o f = constant de valor 1.

{07 1} —f> {07 1}

El cami de I'esquerra i a baix dona f o 7, que continua sent constant de valor 0;
el de dalt i a la dreta dona 7 o f, que és constant de valor 1. Els dos camins
difereixen, i la familia (4) no és una transformacié natural.

La lli¢6 és que tenir una regla objecte a objecte, fins i tot formada per bijeccions,
no basta. La component a {0, 1} s’ha definit sense tenir en compte les aplicacions
que entren i surten d’aquest conjunt, i una sola d’aquestes aplicacions n’hi ha prou
per trencar la compatibilitat. La naturalitat és exactament aquesta compatibilitat
amb totes les fletxes.

3.3 Exemples de transformacions naturals

Exemple 3.2 (Transformacié identitat). Per a tot functor F': C — D hi ha
la transformacié natural identitat idr: ' = F, amb components (idg)s =
idp(4). El quadrat de naturalitat commuta trivialment, perque els dos camins sén

F(f).

Exemple 3.3 (Preordres). Siguin P, dos preordresi F,G: P — () dos functors,
és a dir, dues aplicacions monotones. Una transformacié natural n: F' = G dona,
per a cada x € P, un morfisme 7, : F(z) — G(x); pero a @ hi ha una fletxa F'(z) —
G(z) exactament quan F(z) < G(x). La condici6 de naturalitat es compleix
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automaticament, perque entre dos objectes d’un preordre hi ha com a maxim una
fletxa. Per tant,

existeix n: F = G <<= F(z) < G(x) per a tot z.

En el llenguatge de I'ordre, una transformacié natural entre aplicacions monotones
és exactament la relacié «F' és puntualment menor o igual que G».

Exemple 3.4 (Ampliacié: interpretacié de formules de primer ordre). Repren-
em el fil de la logica que hem obert a la seccié 3.1 («Cap al concepte de transforma-
ci6 naturaly), ara en primer ordre i amb la naturalitat plantejada com a exemple
formal. Fixem un llenguatge de primer ordre i una estructura M. L’exemple pres-
suposa la semantica de la logica de primer ordre (estructures, satisfaccié, variables
lliures i lligades) i es pot ometre en una primera lectura.

Convé fixar d’entrada les convencions que fan functorial la construcci6 sintacti-
ca, en lloc d’adoptar-les a posteriori. Disposem d’una reserva infinita de variables;
un context és un conjunt finit X de variables d’aquesta reserva, i escrivim Ctx per
a la subcategoria plena de FinSet que té per objectes els contextos i per morfismes
totes les aplicacions entre ells (com que la reserva és infinita, Ctx és equivalent a
FinSet, pero no farem servir aquesta equivaléncia); treballem amb férmules mo-
dul reanomenament de variables lligades (a-equivaléncia), i totes les substitucions
s’entenen [liures de captura. Sense aquestes convencions les lleis functorials de
sota no se sostenen: en ¢ = Jy R(x,y), substituir la variable lliure x per y no pot
donar ingénuament Jy R(y,y); cal reanomenar abans la variable lligada i obtenir,
per exemple, 3z R(y, z).

Amb aquestes convencions considerem dues construccions. Per una banda,
F(X) = {férmules amb variables lliures entre X},

enteses com a classes d’a-equivaléncia; un canvi de variables f: X — Y hi actua
per substitucié, F'(f)(p) = ¢|[f], reemplagant cada variable lliure x per f(z). Per
I’altra,

G(X) = {predicats definibles sobre X},

on un predicat definible és un subconjunt de M~ (el conjunt d’assignacions s: X —
M) de la forma

[el = {s: X = M| M | ¢[s] },

és a dir, lextensié d’alguna féormula. FEl canvi de variables f actua sobre G
transportant assignacions: com que f indueix la precomposicié Mf: MY — MX,
s — so f, posem

G(HS) = (M) (S)={seM" |sofeS},  SCM

Totes dues son functors covariants Ctx — Set: per a I es comprova que la
substitucié respecta identitats i composicié'; per a G, la functorialitat és la de la
precomposicié M) seguida de preimatge.

A cada context X li associem ara l’aplicacié que interpreta cada férmula com
la seva extensio,

nx: F(X) = G(X),  nx(p) = [l
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Aquesta nx esta ben definida sobre classes d’a-equivalencia, perque dues formules
que només difereixen en el nom de les variables lligades tenen la mateixa extensio:
la semantica és a-invariant, i per aixo el pas al quocient no altera res. La condicio
de naturalitat, per a un canvi de variables f: X — Y, és que interpretar la formula
substituida coincideixi amb transportar ’extensio de la férmula original:

[elfll={s:Y = M|sofele}

Aquesta igualtat és exactament el lema de substitucio de la teoria de models —el
significat d’una férmula després de canviar-ne les variables es calcula transportant
el significat original— i fa doble feina: garanteix alhora que G(f) envia predicats
definibles a predicats definibles (la preimatge d’un definible és definible) i que el
quadrat de naturalitat commuta. Per tant n: F' = G és una transformaci6 natural,
i expressa que la interpretacié és compatible amb la substitucio.

Com en el cas proposicional de la seccié 3.1, ny no és injectiva —dues for-
mules logicament equivalents defineixen el mateix predicat—, de manera que la
naturalitat no és aqui una identificacid, siné que expressa que la interpretacié és
compatible amb els canvis de variables, inclosos els reanomenaments i les iden-
tificacions. Convé, finalment, no confondre dues nocions que aqui conviuen: en
una estructura M fixada, dues formules poden tenir la mateixa extensié sense ser
logicament equivalents en totes les estructures; la relacié d’equivaléncia semantica
relativa a M és, per tant, més grollera que 1’equivalencia logica global.

Exemple 3.5 (Bidual d’espais vectorials). Reprenem el fil que vam deixar obert a
Iexemple 2.15 («El dual d’un espai vectorial com a homfunctor» ), on vam construir
el functor dual

(—)* = Homg(—, K): Vecty — Vectg, Vi V",

contravariant, que sobre un morfisme 7': V' — W dona 'aplicacié dual T%: W* —
V* ¢+ 1poT, amb la regla (go f)* = f*o ¢g*. Vam ajornar deliberadament la
comparaciéo de V amb el bidual fins a tenir el llenguatge de les transformacions
naturals; ja el tenim.

El functor bidual (o doble dual) s’obté per composicié del dual amb ell
mateix. Com que (—)* és contravariant —un functor amb domini Vecty —, per
compondre’l amb ell mateix cal fer encaixar dominis i codominis amb 'oposat,
exactament com a la proposici6 2.3: es pren el functor oposat ((—)*)Op: Vectig —
Vecty —que actua igual sobre objectes— i s’hi torna a aplicar el dual,

(=) = ()" ((=)): Vectx — Vectx.

Per la regla dels signes, la composicié de dos functors contravariants és covariant.
Desplegada, actua sobre objectes com

Vs V= (VY

1fs on es fan servir les convencions anteriors. Quan f no és injectiva, identifica variables lliures,
i és la substituci6 lliure de captura, definida sobre classes d’a-equivaléncia, la que fa que @[id] = ¢
i plgo f] = (v[f])]g] valguin com a igualtats, no només modul reanomenament ad hoc.
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i sobre un morfisme 7: V — W com el dual aplicat dues vegades,

amb la regla (go f)*™ = g™ o f**: invertir 'ordre dos cops el restaura, i per aixo el
bidual és un endofunctor covariant de Vecty, paral - lel a la identitat.

L’efecte sobre els morfismes ho resumeix el diagrama segiient, on el dual in-
verteix el sentit de la fletxa i el bidual, aplicant-lo dues vegades, el recupera:

T

V w
= |
(=) |

Les fletxes continues sén morfismes de Vecty; les puntejades, ’accié del functor.
La fila del mig apunta en sentit contrari —el dual (—)* és contravariant—, i la
de baix en recupera el sentit —dues inversions es cancel - len—: el bidual (—)**,
composicié del dual amb ell mateix, és covariant, paral - lel a la identitat. Ara si
que té sentit comparar-los amb una transformacioé natural. Tots dos —la identitat
i el bidual— s6n endofunctors covariants de Vectyk, de manera que la comparacid
és una transformaci6 natural 7 entre functors paral - lels:

idVectK
T~
Vectyk In  Vectg

~_ 7
(_)**

El component de 1 a cada espai V' és ’avaluacid, que envia un vector v a la forma
«avaluar en v». La transformacié natural és, doncs, la familia

n= (UV)VEOb(VectK)’

i cada component es desglossa nivell a nivell, amb la imatge de v com una aplicacid

de V* en K:
nw:V — V¥

v — ny(v): V¢ — K
p — o(v).

Cada ny és lineal i esta ben definida. La condicié de naturalitat, per a una aplicacio
lineal T: V — W, és la commutativitat del quadrat

Vv w
le lnw
v** W**

T**
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és a dir, T** ony = nw o T": prendre I'avaluacio6 i després transportar-la pel bidual
coincideix amb aplicar T i després avaluar. Aqui la fletxa horitzontal superior és
T perque el functor identitat actua sobre 7' deixant-lo igual. En aquest cas, la
naturalitat es pot llegir dient que la identificaci6 de V' amb la seva imatge dins
V** no fa servir cap elecci6 de base: la construccié v — (¢ — ¢(v)) és intrinse-
ca. Aquesta lectura —«independent de la base»— és una interpretacié d’aquest
exemple concret, no la definicié de naturalitat, que continua sent la commutativ-
itat dels quadrats. En restringir-se als espais de dimensié finita, cada 7, és un
isomorfisme, cosa que reprendrem en parlar dels isomorfismes naturals. En canvi,
la comparacié de V amb el dual V* —i no amb el bidual-— no es pot fer natural;
ho precisarem a 1’observacié 3.5, un cop definits els isomorfismes naturals.

3.4 Categoria de functors

Els functors entre dues categories fixes, amb les transformacions naturals com
a morfismes, formen al seu torn una categoria. Aquesta seccié en desenvolupa la
construccié: la composicié que la fa possible, la categoria D€ mateixa, un exemple
fonamental —els grafs— i els seus isomorfismes, que resulten ser els isomorfismes
naturals; en tanquem l’estudi amb ’equivaléncia de categories.

Les transformacions naturals no només relacionen functors: també es poden
compondre entre elles. La composici6 basica apila una transformacié damunt d’una
altra, i és la que després convertira els functors entre dues categories en una cat-
egoria, i la que dona sentit a parlar de la inversa d’un isomorfisme natural.

Definici6é 3.2 (Composicié vertical). Donades dues transformacions naturals
n: F = Gif: G = H entre functors C — D, la seva composicié vertical
fon: F = H té per components

(Bon)a=0s0n4.

El nom wvertical ve d’aquesta representacio: les dues transformacions s’apilen
—mn a dalt i # a sota— entre els tres functors paral - lels F;G,H: C — D, i la
composicio 6 o n les recorre de dalt a baix.

El mateix nom es reconeix a escala de components: fixat un morfisme f: A —
B, les components de 1 i de € sén fletxes wverticals, i els seus quadrats de
naturalitat s’apilen I'un damunt de I’altre —compartint la fila central G(A) —
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G(B)—, de manera que 6 o7 en compon les columnes:

pey 9, pip)
na B
a2, a(p)
04 O0p
H(A H(B
() o 1(E)

Aillant-ne el rectangle exterior, la composicié 8 o n: F = H té el seu propi
quadrat de naturalitat (a 1’esquerra), i es representa com una tunica cel - la de
F cap a H (a la dreta):

(9077)% l(QOU)B C\MO/H’D
(B)

=

Proposicio 3.1. La composicié vertical torna a ser una transformacié natural,
és associativa, i la transformacio identitat idz n’és ’element neutre.

Demostracié. Per a la naturalitat n’hi ha prou d’observar que, al diagrama
de components de la definicid, tots dos quadrats commuten (naturalitat de 7 i
de 0); per tant també commuta el rectangle exterior, les columnes del qual sén
(Bon)ai(6on)gs,iaixo és el quadrat de naturalitat de 6 o n —equivalentment,
H(f)o040mn4a =0pongoF(f), encadenant els dos quadrats. L’associativitat
i la propietat de la identitat es redueixen a les propietats corresponents de la

composicié a D, aplicades component a component.
[ |

La composicié vertical de transformacions naturals, introduida més amunt,

organitza els functors entre dues categories en una nova categoria.

Definicio 3.3. Sigui C una categoria petita i D una categoria qualsevol. La
categoria de functors D€ (també escrita [C, D] o Fun(C, D)) té:

e per objectes, els functors C — D;
e per morfismes, les transformacions naturals entre ells;

e per composicié, la composicié vertical, i per identitats, les transforma-
cions identitat.
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Observacié 3.2 (Qiiestions de mida). Convé dir per que la definicié demana
C petita. La raé de fons és la mateixa de 'observacié 2.5, on vam haver de
restringir Cat a les categories petites. Si C fos gran, les dades que defineixen un
functor C — D podrien formar una classe propia —1’assignacié recorreria una
classe propia d’objectes—, i les classes propies no poden ser elements de cap
col - leccid; aleshores els functors C — D no es poden reunir com els objectes
d’una categoria.?Amb C petita, en canvi, aquestes dades formen un conjunt i
la construccié no té cap problema. Aixo no impedeix parlar individualment de
functors i transformacions naturals amb domini gran —ho fem continuament,
com amb Set — Set—; el que no fem és agrupar-los tots en una categoria de
functors.

Amb C petita, D pot ser encara gran, perd és localment petita tan bon
punt D ho és: una transformacié natural F' = G queda determinada pels seus
components 74, un per a cada objecte A de C, de manera que la col - leccié
de totes les transformacions naturals F' = G, que denotem Nat(F,G), és un
subconjunt del producte

Nat(F,G) €[] Homp(F(A),G(A)),
A€O0b(C)

indexat per Ob(C) —un conjunt, precisament perque C és petita—, pel mateix
argument que feia Cat localment petita. Com que aquest producte és un
conjunt, Nat(F,G) també ho és, i és el conjunt de morfismes de F' a G a la
categoria de functors:

Nat(F, G) = Hompc (F, G).

Un dels exemples més il - luminatius de categoria de functors mostra que un
objecte aparentment alie a les categories —un graf dirigit— és, en realitat, un
functor, i que els seus morfismes son transformacions naturals. Aquest exemple
repren el fil dels grafs que hem seguit des del primer capitol i és, a més, el primer in-
dici que categories de functors del tipus Set€ codifiquen estructures matematiques
familiars.

La categoria index P no és nova: és la categoria de dues fletxes paral - leles
de la subseccié 1.4.1, amb dos objectes i dues fletxes no trivials amb el mateix
domini i el mateix codomini. Els seus dos objectes sén, en si, abstractes; els
rebategem E i V —i les fletxes, s i t— per anticipar la lectura com a grafs. Com
que una aresta apunta cap als seus extrems, el domini de les fletxes és I'objecte de
les arestes, F, i el codomini el dels vértexs, V, amb s,t: £ — V:

S

E V

il

2 Aixo depén del marc de mida, que aqui és el de classes i conjunts de ’apéndix C. Amb universos
de Grothendieck, la categoria de functors d’una categoria gran es pot formar en un univers superior;
vegeu [5, §1.1].
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Proposicié 3.2. La categoria de functors Set® és isomorfa a la categoria
Graph dels grafs dirigits i els morfismes de grafs.

Demostracié.  Un functor G: P — Set consisteix en dos conjunts G(FE) i
G(V) i dues aplicacions G(s),G(t): G(E) — G(V). Interpretant G(E) com el
conjunt d’arestes, G(V') com el conjunt de vértexs i G(s), G(t) com les aplica-
cions «origen» i «desti», aquesta dada és exactament un graf dirigit. Reciproca-
ment, tot graf dirigit determina un tal functor. Els objectes de Set® —que sén
functors P — Set— es corresponen, doncs, bijectivament amb els grafs dirigits.
Vegem ara els morfismes. Una transformacié natural ¢: G = H entre dos
d’aquests functors té dos components, pp: G(E) — H(E)iey: G(V) — H(V),
i la condicié de naturalitat per a les fletxes s i t dona els dos quadrats

a G(s) G(t)

(E) G(V) G(E) G(V)

YE Yy 1 @El l@v

H(E H(V H(E H(V
(B) = HOV) () o HOV)

Aquests quadrats diuen que ¢ i oy respecten l'origen i el desti de cada aresta; és
a dir, son precisament la definicié de morfisme de grafs. Per tant els morfismes
de Set® es corresponen amb els morfismes de grafs. Aquesta correspondéncia,
sobre objectes i sobre morfismes, és un parell de functors inversos I’'un de 'altre, i
ho és estrictament: les seves composicions son les identitats exactes —no només
isomorfismes naturals—, perque un functor P — Set no és res més que els seus
valors sobre E, V', sit; anar del functor al graf i tornar dona el mateix functor,
i del graf al functor i tornar, el mateix graf. Es, doncs, un isomorfisme de
categories en el sentit estricte de la definici6 2.3 —més fort que ’equivaléncia que
veurem tot seguit—, i Set” = Graph. El caracter estricte d’aquest isomorfisme
descansa sobre la codificacié que hem triat: en identificar un graf amb les dades
(E,V,s,t) —exactament les que porta un functor P — Set—, l'anada i la
tornada retornen les mateizes dades. Amb altres codificacions habituals dels
grafs, la correspondeéncia continua sent un isomorfisme canonic de categories,
pero no una igualtat literal de dades; en cap cas «exactes» no s’ha de llegir com
una igualtat fundacional independent de la codificacio.

[ |

Observacio 3.3. Aquest exemple té una lectura de fons: un cop decidim rep-
resentar els grafs com a functors P — Set, la representaci6 justifica i recupera
canonicament la definicié habitual de morfisme de grafs perque els morfismes
de Set® son, per forca, les transformacions naturals. Es un criteri de coheréncia
que sovint es fa servir en teoria de categories: quan una estructura s’expressa
com a categoria de functors, la nocié de morfisme que se’'n dedueix hauria de
coincidir amb la que s’havia adoptat independentment. Les categories del tipus
Set®, que codifiquen estructures com els grafs, inclouen com a cas particular
les categories de prefeixos, que presentem tot seguit i que seran fonamentals
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per al lema de Yoneda i, més endavant, per a la semantica categorica.

Exemple 3.6 (La categoria de prefeixos). Sigui C una categoria petita. Els
prefeixos sobre C (definicié 2.7) son els objectes de la categoria de functors

C = Set®”,

que anomenem categoria de prefeixos sobre C. Els seus morfismes, els mor-
fismes de prefeixos o: P = (), son les transformacions naturals: families
d’aplicacions o4: P(A) — Q(A) tals que, per a cada morfisme f: A — B de
C,

o400 P(f)=Q(f)oop: P(B) = Q(A),

que és el quadrat de naturalitat escrit per a prefeixos. Com que Set és localment
petita, C també ho és, per l'observacié sobre qiiestions de mida. La categoria
Set® dels grafs n’és un exemple: com que un functor P — Set és un functor
(P°P)°P — Set, els grafs son els prefeixos sobre PP,

Observacio 3.4 (La forma dels grafs és, ella mateixa, un graf). La categoria
index P té una lectura circular ben curiosa. El seu graf subjacent —els dos
objectes com a vertexs i les dues fletxes generadores s,f com a arestes— és
exactament ¢ = e i P n’és la categoria lliure (secci6 1.10): com que les
dues fletxes paral - leles no es poden encadenar —de 1’objecte d’arribada no en
surt cap—, no hi ha camins de longitud > 2, i els nics morfismes de P sén
id, id, s i t. Es a dir, P = Free(e = o). Aixi, la «forma» amb qué definim els
grafs —el graf subjacent de P— és, ella mateixa, un graf, de fet un objecte de
Graph = Set®: el patré es tanca sobre si mateix.

Ara que les transformacions naturals formen una categoria D€, en podem
estudiar els isomorfismes.

Definicié 3.4. Una transformaci6é natural n: F' = G és un isomorfisme nat-
ural si admet una inversa: una transformacié natural n~': G = F amb
nton=idrinon! =idg (composicié vertical). En aquest cas escrivim
F = G idiem que F i G s6n naturalment isomorfs.

Quan C és petita, aquesta condicié és, literalment, la d’un isomorfisme a la
categoria de functors D€. En efecte, els morfismes de D€ sén les transformacions
naturals i la seva composicié és la vertical; per tant, que 1 admeti una inversa 11
com a transformacié natural —amb n~ton =idp i non~! = idg— no és res més
que tenir un invers a D. Els isomorfismes naturals coincideixen, doncs, amb els
isomorfismes de D€: la nocié d’isomorfisme del primer capitol (definicié 1.5), un
nivell més amunt.

El fet clau és que aquesta condici6 «global» —tenir inversa com a transformacié
natural— es pot comprovar «punt a punt», sobre les components:

Proposicié 3.3 (Caracteritzacié). Siguin F,G: C — D dos functors. Una
transformacié natural n: F' = G és un isomorfisme natural si, i només si, cada
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component 74 (per a A objecte de C) és un isomorfisme a D.

Demostracié. Si n té inversa 1, avaluant les igualtats n=! onp = idp i

non ! = idg a cada objecte A —i recordant que la composicié vertical és
component a component— obtenim (7™')4 0 na = idpa) i na o (n71)a = idg(a);
per tant 74 és un isomorfisme a D, amb invers (n7!) 4.

Reciprocament, suposem que cada 74 és un isomorfisme a D, amb invers T;Afl.
N’hi ha prou de veure que aquests inversos sén les components d’una trans-
formacié natural n=': G = F, perque aleshores, component a component, és

la inversa de n. Partim del quadrat de naturalitat de n per a un morfisme
f:A— B,

F(A) F(f) F(B)
nAl lﬁB
G(A G

(A) o) (B)

és a dir, G(f) ona = np o F(f), i component per I'esquerra amb 7' i per la
dreta amb 7',

g 0 G(f) =ng o G(f)onaony' =nz ongoF(f)ony = F(f)ony,

que és la condicié de naturalitat per a n=*.
[

Observacio 3.5. La distinci6é entre isomorfisme i isomorfisme natural és fon-
amental. Que F(A) i G(A) siguin isomorfs per a cada A no basta: cal que
els isomorfismes —un per objecte, les components 74— es puguin triar alhora
de manera compatible amb tots els morfismes. Aquesta compatibilitat no es
refereix a triar més components, siné a la naturalitat: per a cada morfisme
f: A — B de C, el quadrat de n ha de commutar (G(f) ona = ng o F(f)),
lligant les components dels dos extrems.

Un exemple minim ho mostra sense cap tecnicisme. Prenem un grup de dos
elements, {e, g} amb ¢g> = ¢ (on e és la identitat), vist com a categoria d’un sol
objecte B({e, g}), i dos functors F,G: B({e, g}) — Set. Tots dos envien 1'inic
objecte * al mateix conjunt {0, 1}, pero I'element g actua de manera diferent:
en F actua per la identitat, i en GG per la transposicié 7 que intercanvia 0 i
1. Puntualment no hi ha res a distingir: F'(x) = G(x) = {0,1} sén el mateix
conjunt, i per tant isomorfs. Tanmateix, no hi ha cap isomorfisme natural
F = @G. Una transformacié natural n: F' = G tindria una tnica component
n.: {0,1} — {0, 1}, i la naturalitat respecte del morfisme g exigiria

G(Q)OU*:T]*OF(Q), és a dir T O My = Nx.

Pero 7 no té punts fixos, de manera que cap aplicacié 7, pot complir 7 on, =
n« (aplicant a qualsevol x obtindriem 7(n.(z)) = 7n.(z), impossible). No hi
ha, doncs, cap transformacié natural F' = G, i menys encara un isomorfisme
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natural: la igualtat puntual dels objectes no es pot fer compatible amb I’accié
del morfisme. Val a dir que aqui obtenim un contraexemple més fort que
el necessari: per descartar un isomorfisme natural n’hi hauria prou de veure
que cap component bijectiva compleix la naturalitat, mentre que l'argument
anterior descarta totes les components, bijectives o no. La manca d’isomorfisme
natural en surt, doncs, reforcada.

El cas classic del dual d’'un espai vectorial il - lustra la mateixa idea, pero
demana una precaucié addicional. Sovint es diu que un espai de dimensié
finita «és isomorf al seu dual V' = V*, perd no naturalmenty». Cal formular-ho
amb cura, perque la identitat és un functor covariant Vectx — Vectx mentre
que el dual (—)* és contravariant, Vecty — Vectk: no sén dos functors
paral - lels als quals es pugui aplicar directament la definicié de transformacié
natural d’aquest capitol. La manera correcta de precisar-ho és restringir-se als
isomorfismes lineals i comparar la identitat amb 'accié covariant T+~ (T~1)*;
aleshores es comprova que cap familia d’isomorfismes V' =2 V* és compatible
amb tots els isomorfismes lineals. Aquest desenvolupament es fa amb detall a
I’exercici 3.6 de la part de practica. En canvi, I'isomorfisme V' = V** amb el
bidual si que esta ben plantejat sobre totes les aplicacions lineals —identitat i
bidual sén tots dos covariants— i és natural.

*

Exemple 3.7 (Les identificacions canoniques del capitol anterior). Al capitol 2
vam trobar diverses identificacions canoniques entre un functor i un homfunctor, i
vam anunciar que les reconeixeriem com a isomorfismes naturals. La proposicié 3.3
ho fa immediat: en cada cas, les components s6n bijeccions (o isomorfismes lineals),
i només cal comprovar la naturalitat.

El functor de parts. Els dos functors contravariants de 'exemple 2.12 sén
P, Homget(—,{0,1}): Set”” — Set.
Les funcions caracteristiques donen, per a cada conjunt X, la bijeccio
Xx: P(X) — Homget (X, {0,1}), B +— x3.

Un morfisme de Set® de Y a X és una aplicacié f: X — Y, que P envia a
I'antiimatge f~! i ’homfunctor a la precomposicié —o f. El quadrat de naturalitat
és

PY) )

Xy Xx xpof=xr1m (BCY),

Hom(Y, {0,1})

Hom(X,{0,1})

i commuta, perque per a tot © € X es té (ypo f)(z) =1 si i només si f(x) € B,
és a dir, si i només si x € f~1(B). Per tant y: P = Homge(—,{0,1}) és un
isomorfisme natural, i ara podem escriure amb tota precisio

P = Homget(—, {0, 1}).
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Els altres casos. El mateix esquema val per a les altres identificacions del capitol
anterior; n’indiquem les components i ’equacié de naturalitat, que es comprova
directament.

o A Set, idset = Homget({*},—): la component envia z € X a l'aplicacié
Z: x> x, 1 la naturalitat diu que foz = f(z).

o A Graph, el functor de vertexs és naturalment isomorf a Homegapn(V, —) i el
d’arestes a Homgyraph (E, —) (exemple 2.14): la component envia cada vertex,
o cada aresta, al morfisme que el tria, i la naturalitat diu que compondre
aquest morfisme amb un morfisme de grafs F' tria la imatge per F'.

e A Vectyg, el functor identitat és naturalment isomorf a ’aixecament
Homg (K, —): Vectx — Vectk.

La component envia w € W a I’aplicaci6 lineal A — Aw, amb inversa ¢
(1), i la naturalitat diu que T o (A — Aw) = (A = AT (w)) per a tota
aplicacio lineal T'.

Aquests exemples tornaran a apareixer al capitol del lema de Yoneda, on direm
que aquests functors sén representables.

3.4.1 Equivalencia de categories

Quan volem dir que dues categories sén «essencialment la mateixa» —amb la
mateixa estructura categorica, distingint els objectes només llevat d’isomorfisme—
, la igualtat estricta és massa rigida, i I'isomorfisme de categories, que demana
functors inversos (G o F' = id¢ i F o G = idp), també ho és sovint. La nocid
adequada relaxa aquestes igualtats a isomorfismes naturals: en lloc d’un invers
demanarem un quasiinvers, un functor G amb Go F 2 id¢ i F o G ¥ idp.

Definicié 3.5. Una equivaléncia de categories entre C i D és una parella

de functors
F:C—D, G:D— C,

juntament amb isomorfismes naturals
GoF Zidc i FoGZ=idp.

Quan existeix una tal equivalencia, diem que C i D sén equivalents i escrivim
C ~ D. El functor G s’anomena un quasiinvers de F'. Quan calgui donar
nom als isomorfismes naturals, els orientarem sempre aixi:

n: idg = G o F, e: FoG =idp.

Observacio 3.6. La diferencia amb l'isomorfisme de categories és que aqui
no demanem G o F' = idg, sindé només G o F' = idg: en tornar de C a C
no recuperem exactament cada objecte, siné un objecte naturalment isomorf.
Aquesta flexibilitat és la que fa que I’equivaléncia sigui la nocié adequada de
comparacio entre categories quan, com passa sovint, només ens interessen els
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objectes llevat d’isomorfisme.

El resultat central caracteritza les equivaléncies mitjangant les tres propietats
dels functors que vam introduir al capitol anterior: ser ple i fidel (la definicié 2.9)
i Pexhaustivitat essencial (la definicié 2.10).

Teorema 3.4. Un functor F': C — D forma part d’una equivalencia de
categories si i només si és ple, fidel i essencialment exhaustiu.

Demostracié. (=) Suposem que F forma part d’una equivaléncia, amb
quasiinvers G: D — C i isomorfismes naturals n: idc = GoFie: FoG = idp.
Com que les components de 7 i de ¢ sén invertibles, els quadrats de naturalitat
es poden llegir com a férmules: pera f: A—+BaCig: D— D aD,

G(E(f))=npofomny, F(G(g)) =epi ogoep. (%)

F és fidel. Siguin f,f': A — B amb F(f) = F(f’). Aleshores G(F(f)) =
G(F(f") i, per (%), npo fon, = ngo f on, . Component amb 7' per
lesquerra i amb n4 per la dreta, f = f'.

G és fidel. Es el mateix argument amb la segona férmula de (x): si G(g) = G(¢')
per a g,g': D — D', aleshores e, 0 goep = ¢ 0 g oep, i per tant g = ¢'.

F és ple. Sigui u: F(A) — F(B) un morfisme qualsevol de D, i posem

f=n5 oG(u)ona: A— B.

Per (x), G(F(f)) = np o (ng' o G(u) ona) ony' = G(u), i com que G és fidel,
F(f) = u. Per concloure F(f) = u no es pot fer servir que F' és fidel, perque
encara no sabem que u sigui la imatge de cap morfisme; és que G sigui fidel el
que ho permet.

F és essencialment exhaustiu. Per a cada objecte D de D, la component
ep: F(G(D)) — D és un isomorfisme, de manera que D és isomorf a ’objecte
F(G(D)) de la imatge de F'.

(<) Suposem que F és ple, fidel i essencialment exhaustiu. Construim un
quasiinvers en quatre passos.

Pas 1: G sobre objectes. Per 'exhaustivitat essencial, per a cada objecte D de
D hi ha algun objecte C' de C amb F(C) = D. Triem, per a cada D, un tal
objecte, que anomenem G(D), i un isomorfisme ep: F(G(D)) — D.

Pas 2: G sobre morfismes. Sigui g: D — D'. El morfisme £, o g oep va
de F(G(D)) a F(G(D')). Com que F' és ple, prové d’algun morfisme G(D) —
G(D'),icom que F és fidel, d’'un de sol. Definim G(g) com aquest tinic morfisme;
és a dir, G(g) queda caracteritzat per

F(G(g9)) = ep 0 goep. (%)
Pas 3: G és un functor. Per a la identitat, (xx) dona F(G(idp)) = &5 o
ep = idppy = F(idgm)), i, com que F és fidel, G(idp) = idgpy. Per a la
composicio, siguin g: D — D" i ¢': D' — D". Aplicant (xx) dues vegades,
F(G(g") 0 G(g)) = F(G(¢)) o F(G(g)) = (epn o g ocp) o (e 0 g oep)
—epno(dog)oep =F(G(g 09)),
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i, com que F és fidel, G(¢') o G(g9) = G(¢' 0 g).
Pas j: els isomorfismes naturals. Component (x*) amb ep, per ’esquerra s’obté

ep o F(G(g)) =goep,

que és el quadrat de naturalitat de e: F' o G = idp per a g. Com que cada €p
és un isomorfisme, £ és un isomorfisme natural.

Per construir 7, sigui A un objecte de C. Com que F' és ple i fidel, hi ha un
tnic na: A — G(F(A)) amb F(na) = 5;%14), i un tnic (4: G(F(A)) - A amb
F(Ca) = €p(a)- Aleshores

F(Caona) = 5F(A)05;1%A) = F(ida), F(naoa) = 5;1%14)0517(,4) = F(idgr(ay)),

i, com que F' és fidel, (4 és 'invers de n4: cada n4 és un isomorfisme. Queda la
naturalitat: per a f: A — B, cal veure ng o f = G(F(f)) ona. Apliquem F als
dos membres. D’una banda, F(ng o f) = 8;23) o F(f). De l'altra, aplicant (xx)
al morfisme g = F(f),

F(G(F(f)) ona) = (51_«%3) o F(f)oerw) o SE%A) = 5;%3) o F(f).

Les dues imatges coincideixen, i, com que F' és fidel, ng o f = G(F(f)) o na.
Aixi n: idc = G o F' és un isomorfisme natural, i G és un quasiinvers de F'.
[ |

Observacié 3.7 (Sobre I'eleccid). A la direccié (<), el pas 1 tria simulta-
niament un objecte G(D) i un isomorfisme £p per a cada D, i per tant fa
servir I’azioma de l’eleccié.® Tota la resta de la construccié és determinada per
aquesta tria: el pas 2 no tria res, perque, com que F' és ple i fidel, G(g) és
Unic, i n també queda fixat. En casos concrets sovint es pot donar un quasiin-
vers canonic sense recorrer a ’eleccié. La direccié (=), en canvi, no tria res,
i tampoc no fa servir cap relacié entre n i € més enlla de la naturalitat i la
invertibilitat.

Definicio 3.6 (Esquelet). Una categoria és esquelética si dos objectes iso-
morfs qualssevol sén iguals; és a dir, si cada classe d’isomorfisme té un unic
objecte. Un esquelet d’una categoria C és una subcategoria plena que con-
té exactament un objecte de cada classe d’isomorfisme de C; un esquelet és
sempre una categoria esqueletica.

Observacio 3.8. Convé distingir dues nocions properes. Una subcategoria ple-
na que conté almenys un objecte de cada classe d’isomorfisme ja és equivalent
a C (com veurem tot seguit), perd pot tenir diversos representants isomorfs
d’una mateixa classe. Un esquelet n’és el cas ajustat: en conté exactament
un, de manera que no queden objectes isomorfs distints. Triar exactament

3Si D és gran, la familia de tries esta indexada per una classe propia, i cal una forma d’eleccié més
forta que 'habitual, I’eleccid global, disponible per exemple a la teoria de classes NBG (apéndix C).
Vegeu [5, §1.5].
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un representant de cada classe d’isomorfisme és, pero, una eleccié simultania.
Amb Vazioma de [’eleccid, tota categoria petita admet un esquelet, i tots els
seus esquelets sén equivalents entre si. Per a una categoria gran, seleccionar
simultaniament un representant de cada classe d’isomorfisme pot requerir un
principi d’eleccié global, segons el marc fundacional adoptat.’Es la mateixa
eleccié que fa servir la construccié d’un quasiinvers (observacié anterior).

Exemple 3.8. Tota categoria C és equivalent a qualsevol subcategoria plena que
contingui almenys un objecte de cada classe d’isomorfisme de C. En efecte, el
functor inclusié d’aquesta subcategoria és ple i fidel per ser una subcategoria plena,
i essencialment exhaustiu per contenir un representant de cada classe. Per exemple,
la categoria FinSet de tots els conjunts finits és equivalent a la seva subcategoria
plena formada pels conjunts 0 = @ in = {1,...,n} per a n > 1 (exemple 2.20):
no cal treballar amb tots els conjunts finits, sind només amb un de cada mida.
Aquesta subcategoria {n | n > 0} és, de fet, un esquelet de FinSet, perque
conté exactament un conjunt de cada cardinalitat finita. Convé notar que FinSet
és una categoria gran —els seus objectes sén massa nombrosos per formar un
conjunt, tal com passa amb Set— mentre que 'esquelet {n | n > 0} és petit,
ja que té un conjunt (de fet, numerable) d’objectes. Una categoria s’anomena
essencialment petita si és equivalent a una categoria petita. L’equivaléncia
FinSet ~ {n | n > 0} mostra, doncs, que FinSet és essencialment petita.

Observacio 3.9. Aquest exemple mostra la utilitat practica de ’equivalencia:
permet substituir una categoria gran i redundant per una de més petita i
manejable, sense perdre cap informacié categorica. Es el reflex, a nivell de
categories, del fet que en teoria de categories els objectes només importen
llevat d’isomorfisme.

Exemple 3.9 (Matrius i espais vectorials: equivaléncia sense igualtat ni iso-
morfisme). Fixem un cos K. La categoria Matgk té per objectes els nombres
naturals n > 0. Els morfismes m — n sén les matrius n x m amb entrades a K, la
composicié és el producte, Bo A = BA, i la identitat de n és la matriu identitat
I,,; els axiomes son 'associativitat del producte de matrius i la neutralitat de I,,.
Sigui FinVecty la subcategoria plena de Vecti formada pels espais de dimensid
finita. El functor

F: Matg — FinVecty, n— K", A (z— Azx),

té els tipus correctes: una matriu n X m dona una aplicacié lineal K™ — K". A
més, F(BA) = F(B) o F(A) i F(I,) = idg». Es fidel i ple, perque tota aplicacié
lineal K™ — K" és la multiplicacié per una tnica matriu, la que té per columnes
les imatges de la base canonica. Es essencialment exhaustiu, perqué tot espai de
dimensié n és isomorf a K”. Pel teorema 3.4, F' és una equivaléncia: Matyg ~
FinVectix. Aquest exemple permet veure els tres nivells de comparacio.

‘En una categoria gran, les classes d’isomorfisme formen una classe propia, i cal la mateixa
forma d’elecci6 global que a 'observacié anterior (apéndix C); la petitesa local només controla els
homconjunts i no resol aquesta seleccié.
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e No és una igualtat. Soén dues categories diferents: els objectes de I'una sén
nombres i els de I’altra, espais vectorials.

e No és un isomorfisme de categories. A Matg, dos objectes isomorfs son
iguals, perqué una matriu invertible és quadrada: la categoria és esqueletica.
A FinVectg, en canvi, K? i I’espai dels polinomis de grau < 1 sén objectes
diferents i isomorfs. Un isomorfisme de categories és bijectiu sobre objectes i
preserva i reflecteix els isomorfismes, de manera que conservaria la propietat
de ser esquelética. Per tant, no hi ha cap isomorfisme de categories entre
Matyg i FinVecty, ni aquest F' ni cap altre.

e El quasiinvers només torna llevat d’isomorfisme. El pas 1 de la demostracio
del teorema consisteix aqui a triar una base de cada espai V, és a dir, un
isomorfisme ey : K4V — V. Aleshores G(V) = dimV, i G(g) és la matriu
de g en les bases triades. Si per als espais K™ triem la base canonica, es
té literalment G o F' = idpat,. En canvi, F(G(V)) = K4V que no és V
tret que V sigui algun K". Aixi, F'o G no és igual a idpinvecty, Sin6 només
isomorf a través de €. La condicié de naturalitat goey = ey o F(G(g)) és la
coneguda féormula que relaciona una aplicacié lineal amb la seva matriu en
unes bases.

Un espai vectorial qualsevol no té cap base privilegiada; per aixo el quasiinvers
depén d’una tria, i el que s’obté és una equivaléncia i no un isomorfisme. Per
a l’algebra lineal, la conclusié és la que ja es fa servir a la practica: treballar
amb matrius no perd cap informacié sobre les aplicacions lineals entre espais de
dimensi6 finita, sempre que es recordi que la identificacié depén de les bases.

Quines propietats es conserven per equivaléncia i quines no, i com es demostra
que dues categories no sén equivalents, es tracta a I’apendix E, junt amb la relacié
entre equivaléncia i esquelets.

3.5 Composicié horitzontal

La composici6 vertical apila transformacions entre functors amb el mateiz do-
mini © codomini. Hi ha una segona manera de compondre, que combina transfor-
macions naturals amb functors i, més generalment, transformacions naturals «de
costat».

Comencem pel cas mixt, en que componem una transformacié natural amb un
functor®.

Definicié 3.7 (Composicié6 amb un functor). Sigui : F = G una transfor-
macio natural entre functors F,G: C — D.

e Si K: D — E és un functor, la composicié per ’esquerra Kn: KoF' =-
K o G té per components (Kn)4 = K(na).

Segons el costat pel qual s’afegeix el functor, es parla de composicié «per 'esquerray» i «per
la dreta»; convé advertir que aquesta assignacié d’«esquerray» i «dreta» no és uniforme a la bib-
liografia. Aqui la fixem per la posicié del functor en la notacié: Kn (functor a 'esquerra) és la
composici6 per l'esquerra, i nH (functor a la dreta), la composicié per la dreta.
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e Si H: B — C és un functor, la composicié per la dreta nH: Fo H =
G o H té per components (nH)p = nu(p)-

Proposicio 3.5. Les dues construccions anteriors son transformacions naturals.

Demostracié. Per a Kn, apliquem el functor K al quadrat de naturalitat de
n per a un morfisme f: A — B: de G(f)ons =ngo F(f), i com que K preserva
la, composicio,

K(G(f)) o K(na) = K(ng) o K(F(f)),

que és la condicié de naturalitat per a K7 respecte de K o F'i K o G. Per a
nH, la naturalitat respecte d’'un morfisme b: B — B’ de B és el quadrat de

naturalitat de n per al morfisme H(b) de C.
|

Amb aquestes dues operacions podem definir la composicié horitzontal general.

Definici6 3.8 (Composicié horitzontal). Siguin n: FF = G (amb F,G: C —
D)if: K = L (amb K,L: D — E). La seva composicié horitzontal
Oxn: Ko F'= LoG té per components

(0%n)a = 0ca) o K(na) = L(na) o Opa).

Diagramaticament, la composicié horitzontal juxtaposa les dues transforma-
cions, 'una a continuacio de I’altra:

F K

/\
C In b~ s “E
v \/

G L

Observacio 3.10. Les dues expressions de (6 * n)4 coincideixen precisament
pel quadrat de naturalitat de 6 aplicat al morfisme n4: F(A) — G(A) de D:

K(EA) | g a)
Or(a) Oc(a) Oc(a) 0 K(na) = L(na) o Or(a).
L(F(A) —— L(G()

La composicié horitzontal es pot llegir, doncs, component una transformacié
natural amb un functor a cada costat, en qualsevol dels dos ordres:

0xn=(0G)o (Kn)=(Ln)o (0F).

La composicié vertical i I’horitzontal, juntes, satisfan una llei d’intercanvi que
fa de Cat una 2-categoria: en una graella de transformacions naturals com la
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segiient, compondre primer en vertical i després en horitzontal dona el mateix
que fer-ho en 'ordre contrari,

(B 0a) (Boa)= (8 *B) o (o * ).

F F'
7 va N m
C G > D G’ > E
\M/v w
H H'

No en necessitarem els detalls, pero és el marc en que les transformacions
naturals adquireixen tota la seva potencia.

Sintesi del capitol.
Idees centrals

1. Una transformacié natural és una familia de morfismes compatible amb
totes les fletxes de la categoria de partida: cada quadrat de naturalitat
commuta.

2. Les transformacions naturals es componen verticalment, component a
component; amb aquesta composicio, els functors C — D i les transfor-
macions naturals formen la categoria de functors D.

3. Un isomorfisme natural és una transformacié natural amb totes les com-
ponents invertibles. La naturalitat no s’hi pot ometre: una familia
d’isomorfismes, un per a cada objecte, que no sigui natural no és un
isomorfisme natural.

4. Una equivalencia de categories és un functor amb un quasiinvers, ll-
evat d’isomorfismes naturals. En el marc d’elecci6 adoptat al llibre
(apendix C), es caracteritza equivalentment per ser un functor ple, fi-
del i essencialment exhaustiu (teorema 3.4, amb demostracié6 comple-
ta). No és una igualtat ni, en general, un isomorfisme de categories:
Matyi ~ FinVectg, pero no séon isomorfes.

5. La composicié horitzontal és un segon mode de composicié de transforma-
cions naturals, compatible amb la vertical a través de la llei d’intercanvi.

Exemple clau

Els grafs dirigits sén els objectes d’una categoria de functors: Graph 2 Set”,
on els morfismes de grafs sén exactament les transformacions naturals. Convé
recordar 1’orientacio: P té dues fletxes s,t: E — V', de manera que un graf és
un functor covariant P — Set; no s’ha de confondre amb un prefeix sobre P.

Errors tipics

Oblidar comprovar la naturalitat (que el quadrat commuti per a tot morfisme);
confondre isomorfisme natural amb igualtat de functors; creure que una equiv-
alencia conserva propietats com «tenir un sol objecte» o «ser esqueléticay;
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confondre una equivaléncia amb un isomorfisme de categories, o esperar que
F o G sigui literalment la identitat; i barrejar composici6 vertical i horitzontal
de transformacions.

Lectura recomanada

[2, §§7.4-7.10] per a la naturalitat, les categories de functors i les equivaléncies;
[5, §§1.4-1.5]; [4, §1.3], que inclou també les equivaléncies; [3, 1.4, TI.4-TIL.5 i
IV 4] per a la formulacié classica de la naturalitat, de les categories de functors
amb la composicié horitzontal i de les equivaléncies; [6, §§4.2-4.4] per a la
naturalitat amb exemples de grafs i llistes i per al calcul de Godement, que és
la composici6 horitzontal; [8, §1.4 i §1.5.4] per a exemples de naturalitat, una
seccio sobre que no és natural i les equivaléncies.




4

4.1

Propietats universals,
representabilitat i Yoneda

Prerequisits

Categories sobre i sota un objecte i dualitat (cap. 1); homfunctors, bifunctor
Hom, prefeixos i la parella Free, U (cap. 2); transformacions i isomorfismes nat-
urals, i categories de functors, en particular la categoria de prefeixos (cap. 3).
No es pressuposa cap coneixement previ de representabilitat ni del lema de
Yoneda.

Objectius

En acabar el capitol, el lector hauria de poder:

definir objectes inicials i terminals i demostrar-ne la unicitat correspo-
nent;

construir i llegir categories coma en exemples senzills, i interpretar-hi
dades universals com a objectes inicials o terminals;

definir una representacié mitjancant un element universal i traduir-la a
un isomorfisme natural amb un homfunctor;

distingir el functor representat, I’objecte representant, I’element universal
i la representacié completa;

definir la immersié de Yoneda, enunciar i demostrar el lema de Yoneda i
seguir-ne explicitament la bijeccid;

deduir que la immersié de Yoneda és plena i fidel i que un objecte queda
determinat, llevat d’isomorfisme, pel seu functor representable.

Cap a les propietats universals

Amb les transformacions naturals vam completar, al capitol 3, una torre de
tres nivells: objectes i morfismes dins d’una categoria, functors entre categories, i
transformacions naturals entre functors —!I’estructura que, amb les composicions
vertical i horitzontal, fa de Cat una 2-categoria. Es el marc en qué es formulen les
construccions més potents de la teoria, i les primeres construccions que estudiarem
son les propietats universals.

Als capitols anteriors han aparegut, sempre com a exemples i sense tractar-los

114
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en detall, objectes i construccions definits no per la seva constitucié interna siné
per la manera com es relacionen amb tots els altres. El producte de dos objectes
A i B (subseccié 1.8.4) es defineix per una condici6 d’aquest tipus: per a cada
objecte X i cada parell de morfismes f: X — A i g: X — B existeix un unic
morfisme u: X = Ax Bamb mou= fimou=g,é adir, que fa commutar el
diagrama

X

/ug
"

A<~—AxB——>8B
1 9

El coproducte es defineix per la condicié dual, amb les fletxes girades. La catego-
ria lliure Free(G) la satisfa també: un functor Free(G) — D queda determinat,
de manera tnica, per un morfisme de grafs G — U(D) (subseccié 2.5.3). I els
objectes inicial i terminal, que fins ara només hem anomenat (seccié 1.8), en sén
el cas més senzill. Aquestes condicions, que quantifiquen sobre totes les fletxes
d’una categoria, s’anomenen propietats universals, i son, potser, la contribucié
més caracteristica de la teoria de categories. La seva virtut, que encara no hem
demostrat en cap cas, és que determinen la dada universal —1’objecte juntament
amb les fletxes que intervenen en la condicio— llevat d’un tnic isomorfisme com-
patible. En particular, I'objecte subjacent queda determinat llevat d’isomorfisme,
pero pot admetre altres isomorfismes que no respectin la dada universal. Abans
de donar-ne la forma general, les estudiem amb detall en dos casos: el més simple,
el dels objectes terminals i inicials, que definim ara, i el de la construccié lliure,
que ja coneixem.

4.1.1 El cas més simple: objectes terminals i inicials

El cas extrem, i el més facil de dibuixar, és el d’'un objecte al qual s’arriba
d’una wnica manera des de qualsevol altre, o del qual es surt d’'una tinica manera
cap a qualsevol altre. Diem que un objecte T és terminal si per a cada objecte
X hi ha exactament una fletxa X — T, i que un objecte I és inicial si per a cada
X n’hi ha exactament una I — X:

3! 3!
X == > T I----= > X

En aquests diagrames seguim la convencié que ja vam introduir en presentar el pro-
ducte (subsecci6 1.8.4): la fletxa discontinua assenyala el morfisme l'existencia
del qual afirma la propietat universal, i 3! abreuja «existeix un dnic»; com que
aqui el morfisme encara no té nom, hi escrivim directament 3!. Cada diagrama es
llegeix, doncs: per a tot X existeix un unic morfisme cap a T' (respectivament, des
de I).

A Set, per exemple, un objecte terminal és qualsevol conjunt d’un sol element
i un objecte inicial és el conjunt buit. El que distingeix aquests objectes no és cap
propietat dels seus elements, siné la fletxa: la condicié els fixa completament, fins al
punt que dos objectes terminals qualssevol sén isomorfs d’una unica manera, com
demostrarem tot seguit (proposicié 4.1). Aquesta és, en miniatura, una propietat
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universal: una condicié sobre totes les fletxes cap a un objecte —o des d’ell—
que el determina llevat d’'un tunic isomorfisme. En aquest cas, l'isomorfisme és
unic fins i tot com a isomorfisme d’objectes, perque no hi ha cap dada addicional
a preservar: entre dos objectes terminals només hi ha una fletxa en cada sentit.
Escrivim encara T i I, i no 11 0, a proposit: la notaci6 numerica dona per fet
que «I’» objecte terminal esta ben determinat, cosa que només ens autoritzem
a afirmar un cop provada aquesta unicitat. A la seccié segiient la demostrem i,
aleshores si, batejarem 7' com a 1 i I com a 0.

4.1.2 Un exemple ja conegut: la construccié lliure

Un exemple menys trivial ja ha aparegut: la categoria lliure Free(G) generada
per un graf (seccions 1.10 i 2.5), i el seu cas d’un sol vertex, el monoide lliure.
Alla vam deixar pendent de justificar el nom «lliurey; ara podem llegir-lo com una
propietat universal.

La propietat posa en joc dues categories diferents, i convé tenir present en
quina treballem a cada moment. D’una banda hi ha Graph, on viuen els grafs i
els morfismes de grafs; de ’altra, Cat, on viuen les categories petites i els functors
entre elles. Els functors del capitol 2, Free: Graph — Cat i U: Cat — Graph,
fan de pont entre tots dos nivells; no sén fletxes de cap d’aquestes categories —son
functors entre categories grans—, siné la manera de passar de I'una a l'altra. Aixi,
Free(G) és un objecte de Cat, mentre que U(Free(G)), el seu graf subjacent, és
un objecte de Graph.

La clau és una insercié dels generadors, el morfisme de grafs
ne: G — U(Free(G)),

que deixa fixos els vertexs i envia cada aresta al cami de longitud 1 corresponent.
Aquesta inserci6 té la propietat segiient: per a tota categoria petita D i tot mor-
fisme de grafs f: G — U(D) —una fletxa de Graph, que tria un objecte de D
per a cada vertex i un morfisme de D per a cada aresta, sense cap exigencia sobre
composicions—, existeix un unic functor f: Free(G) — D —una fletxa de Cat—
que estén f. Com que f i f no viuen a la mateixa categoria, «estendre» no es pot
expressar comparant-los directament: primer apliquem U a f, cosa que en dona el

morfisme de grafs U(f): U(Free(G)) — U(D), i aleshores la condicié és la igualtat

U(f) ong = f entre morfismes de Graph.

a Graph a Cat

G —C s U(Free(@)) Free(G)

; U(f) [
U(D) D

El triangle de I'esquerra commuta a Graph. La fletxa discontinua, la que la
propietat afirma que existeix i és Unica, és f, i viu a Cat; la seva imatge per
U és la que tanca el triangle. Aquesta és, precisament, la correspondencia que
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vam establir al capitol 2: definir un functor des de Free(G) no demana res més
que dir on van els generadors. La construcci6 Free(G) no s’ha definit per aquesta
propietat —s’ha bastit amb camins—, pero la propietat la caracteritza: qualsevol
altra categoria petita F dotada d’un morfisme de grafs G — U(F) amb la mateixa
condici6 seria isomorfa a Free(G), i d’una tinica manera compatible amb la insercio.
En aixo consisteix una propietat universal. Dit en el llenguatge que introduirem
a la seccié de representabilitat, Free(G) representa el functor

D— HomGraph (G7 U(D))’

i ng € Homgrapn (G, U(Free(G))) n'és I'element universal. La formulacié com-
pleta d’aquesta correspondencia com a adjuncié6 Free 4 U arribara al capitol
d’adjuncions.

En aquest capitol precisem que és una propietat universal, la lliguem amb els
homfunctors Hom(A, —) i Hom(—, B) que vam introduir, i culminem amb el lema
de Yoneda, que fa explicita la idea que un objecte queda determinat pels morfismes
que hi arriben o que en surten.

4.2 Objectes inicials i terminals

Definicié 4.1. En una categoria C:

e un objecte I és inicial si per a cada objecte X hi ha ezactament un
morfisme [ — X;

e un objecte T' és terminal si per a cada objecte X hi ha exactament un
morfisme X — 7.

Les dues nocions sén duals: un objecte inicial a C és un objecte terminal a
Cer,

Exemple 4.1. A Set, l'objecte inicial és el conjunt buit @ —hi ha una tnica
aplicaci6 @ — X, la buida— i 'objecte terminal és qualsevol conjunt d’un sol
element {*} —hi ha una unica aplicaci6 X — {x}. A Grp, en canvi, el grup
trivial és alhora inicial i terminal (un tal objecte s’anomena zero). En un preordre
vist com a categoria, un objecte inicial és un minim global, un element m amb
m < x per a tot z, i un de terminal, un mazim global. No s’han de confondre amb
els elements minimals o maximals, que només demanen que no hi hagi cap element
estrictament per sota o per sobre.

La propietat clau, model de totes les propietats universals, és la unicitat.

Proposicio 4.1. Si una categoria té dos objectes terminals, aleshores sén
isomorfs, i I'isomorfisme entre ells és unic. El mateix val per als objectes
inicials.

Demostracio. Siguin T i T dos objectes terminals. Com que 7" és terminal,
hi ha un tnic morfisme f: T — T’; com que T és terminal, hi ha un tnic
morfisme ¢g: 7" — T. La composicié go f: T — T és un morfisme de T a T}
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pero T' és terminal, de manera que 1'inic morfisme T — T és idy, i per tant
go f = idy. Analogament f o g = idp. Aixi f és un isomorfisme, i és tnic
perque ho és el morfisme T'— T”. El cas inicial és dual.

Provada la unicitat llevat d’un dnic isomorfisme, ja té sentit parlar de «1’»
objecte terminal i «I’» objecte inicial. D’ara endavant els escrivim, respectivament,
11 0. Aquesta notacid és estandard i no pressuposa cap finitud: prové del fet que
I’objecte terminal és el producte buit —la unitat de x— i I’inicial el coproducte
buit —el zero de +—, com veurem al capitol 5.

Observacio 4.1. Aquesta demostracio és el patrd que retrobarem sempre, pero
convé enunciar-lo amb la precisi6 justa. Dues dades universals del mateix
tipus —dos objectes terminals, dos productes (P,pi,p2) i (Q,q1,q2), dues
representacions— son isomorfes mitjancant un unic isomorfisme compatible
amb tota la dada universal (les projeccions, la representacio, etc.). Els objectes
subjacents son, per tant, isomorfs; pero l'isomorfisme entre els objectes nus,
un cop oblidada la dada, no ha de ser tinic: un producte P pot admetre auto-
morfismes no trivials que no respecten les projeccions. En el cas dels objectes
terminals i inicials no hi ha dada addicional a preservar, i per aixo 1’isomorfisme
és tnic sense més (proposicio 4.1). Amb aquesta cautela parlem de «1’» objecte
terminal, «el» producte, etc.: la unicitat compatible amb la dada és el que dona
sentit a caracteritzar objectes per la seva propietat universal en lloc de per una
construccié concreta.

4.3 Categories coma

Abans de continuar val la pena introduir una construccié que unifica diverses
coses que hem trobat de passada —les categories sobre i sota un objecte, i ben
aviat els cons sobre un diagrama— i que permet dir amb precisié que vol dir que
un objecte és «universal»: n’hi haura prou que sigui inicial o terminal en una
categoria adequada.

Definici6 4.2 (Categoria coma). Siguin S: A - CiT: B — C dos functors
amb el mateix codomini. La categoria coma (S | T') té:

o per objectes, les ternes (A, B, f) amb A objecte de A, B objecte de B i
f: S(A) — T'(B) un morfisme de C;

o per morfismes (A, B, f) — (A, B', f'), les parelles (a,b) amb a: A — A’
aAib: B— B a B tals que el quadrat

o 5@
(4) s ()
/] |7
T(B) > T(B)

T(b)
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commuta a C, és a dir, T'(b) o f = f' o S(a).

La composici6 i les identitats es fan component a component.

Observacio6 4.2 (Sobre el nom i la notacié). El concepte i el nom es deuen a
Lawvere, que a la seva tesi doctoral (1963) escrivia aquesta categoria (S, 7T), per
analogia amb la notacié (A, B) dels homconjunts: els objectes de la categoria
coma sén, en efecte, morfismes de S(A) a T'(B), una mena d’«homconjunt entre
functors». D’aqui ve el nom de categoria coma, que ha sobreviscut tot i que
la coma, usada com a operador, es prestava a confusié i ha estat substituida.
La notacié (S | T'), que és la de Mac Lane [3] i la que seguim, conserva els
paréntesis de l'original, que a més delimiten els operands quan sén expressions
compostes. La fletxa es pot llegir com un dibuix dels objectes: al quadrat
anterior, cada objecte f és una fletxa que baiza de la fila de S a la fila de T.
També es troben les notacions S | T, sense paréntesis, i (S/7T), que generalitza
la notacié C/A de les categories sobre un objecte (exemple segiient).

La notacié més freqiient fixa un dels functors en un objecte. Si 1 és la categoria
terminal (un objecte i la seva identitat) i C' és un objecte de C, escrivim C' també
per al functor 1 — C que el tria. Aleshores:

Exemple 4.2 (Categories sobre i sota un objecte com a categories coma).

Prenem S = id¢ i T = C:1 — C. Un objecte de (idc |} C) és una terna
(A, *, f) amb f: A — C, és a dir, simplement un morfisme cap a C'. Un morfisme
(A, *, f) = (A, %, f') és una parella (a,id,) amb a: A — A’ tal que f'oa = f (el
quadrat de la definici6, amb T'(id,) = id¢), és a dir, un triangle commutatiu sobre

C:
a A’
N
C

Recuperem exactament la categoria C/C' de C sobre C. Dualment, (C' | id¢) és
la categoria C'/C de C sota (', la dels morfismes que surten de C. Les categories
sobre i sota un objecte sén, doncs, els casos més simples de categoria coma.

A

Exemple 4.3 (Objectes universals com a inicials o terminals). Fem precis, en el
cas més senzill, I’eslogan que motiva aquesta seccié. Fixem un objecte C' d’una cat-
egoria localment petita C i considerem el prefeix Hom(—,C): C® — Set (defini-
ci6 2.6), que envia cada objecte A a Hom(A,C') i cada morfisme h: A — A" a la
precomposicié, que amb la notacié 2.1 escrivim Hom(h, C') = h*:

Hom(h,C): Hom(A’,C') — Hom(A, C), 2 — a2’ oh.

La categoria C/C = (id¢ | C) de 'exemple anterior es descriu només amb aquest
functor. Identificant cada terna (A, *,x) amb la parella (A, x):

o un objecte és una parella (A, z) amb A objecte de C i z € Hom(A, C);
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o un morfisme (A4,z) — (A’,2) és un morfisme h: A — A’ de C tal que
Hom(h, C)(z2') = x, és a dir, 2'oh=u,

que és el triangle commutatiu sobre C"

A
x,/q/
C

Afirmacio: (C,id¢) és un objecte terminal de C/C. Sigui (A, x) un objecte
qualsevol. Un morfisme (A,z) — (C,id¢) és un h: A — C amb Hom(h,C)(id¢) =
z. Com que Hom(h,C)(id¢) = id¢ oh = h, la condicié diu exactament h = x. Per
tant existeix un morfisme (A, z) — (C,id¢), i només un: h = x.

A

Llegit en termes del functor, aixo diu que per a cada objecte A ’aplicacié
Hom(A, C) — Hom(A, C), h — Hom(h, C)(id¢),

és bijectiva (de fet, és la identitat): tot element = de qualsevol Hom(A, C') s’obté
d’un dnic element distingit, idc € Hom(C, C), aplicant-hi Hom(h,C) per a un
unic h. Aquesta és precisament la forma de la definicié 4.3 de la secci6 segiient:
(C,id¢) és una representacié de Hom(—,C'), amb element universal ids. Alla
veurem (observaci6 4.4) que, per a qualsevol prefeix P sobre C (definici6 2.7), ser
una representacié de P equival a ser un objecte inicial d'una certa categoria coma
construida a partir de P; per a P = Hom(—, (') aquesta categoria és (C/C)°P, i
ser-hi inicial és ser terminal a C/C.

Dualment, amb el homfunctor covariant Hom(C, —), (C,id¢) és un objecte ini-
cial de C'/C: un morfisme (C,id¢) — (A, x) ésun h: C' — A amb Hom(C, h)(id¢) =
hoids =z, és a dir, h = x.

Un cas menys trivial és la construccié lliure de la subsecci6 4.1.2. Sigui G un
graf, vist com a functor G: 1 — Graph, i sigui U: Cat — Graph el functor
oblit. Un objecte de la categoria coma (G | U) és una parella (D, f) formada
per una categoria petita D i un morfisme de grafs f: G — U(D); un morfisme
(D, f) = (D, f') és un functor F: D — D" amb U(F)o f = f'. Que (Free(G),ne)
sigui un objecte inicial de (G | U) vol dir que per a cada (D, f) hi ha un tnic
functor f: Free(G) — D amb U(f)ong = f: és, literalment, la propietat universal
que hi vam enunciar.

Aquests casos fan precis I'eslogan que unifica les propietats universals: ser
universal és ser inicial o terminal en una categoria coma adient. Ho retrobarem al
capitol segiient: un limit és un objecte terminal de la categoria dels cons, que és una
categoria coma, i un colimit, un objecte inicial de la dels cocons (observacié 5.3).

4.4 Propietats universals com a representabilitat

Podem reformular aquestes idees amb el llenguatge dels functors representables.
Recordem que, en una categoria localment petita, cada objecte A determina el
prefeix Hom(—, A): C® — Set i el functor covariant Hom(A, —): C — Set.
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Observem primer com es llegeixen les nocions anteriors. Que 1 sigui termi-
nal vol dir que Hom(X, 1) té exactament un element per a cada X; és a dir,
que el functor Hom(—, 1) és naturalment isomorf al prefeix constant Ag,y: CP —
Set (exemple 2.2). Les components de l'isomorfisme sén les tniques bijeccions
Hom(X, 1) — {x}, i la naturalitat és automatica, perque tots els quadrats acaben
en un conjunt d’un sol element. Dualment, 0 és inicial quan Hom(0, —) és natural-
ment isomorf al functor constant Ay,,: C — Set. En cap dels dos casos no és una
igualtat literal: els conjunts d’un sol element Hom(X, 1), i també els Hom(0, X),
son conjunts diferents per a objectes X diferents, i no s’han identificat per definicio
amb {x}.

Una forma general de les propietats universals que estudiarem és la repre-
sentabilitat d’un functor cap a Set: un objecte, juntament amb una dada univer-
sal, satisfa una propietat d’aquesta mena quan representa el functor que recull les
dades del problema.

Definicié 4.3 (Representacid). Sigui C una categoria localment petita.

1. Sigui F': C — Set un functor covariant. Una representacié de F' és
una parella (A, u) formada per un objecte A de C i un element u € F(A),
I’element universal, tal que per a cada objecte X i cada z € F(X)
existeix un tnic morfisme f: A — X amb

F(f)(u) = z.

2. Sigui P un prefeix sobre C (definicié 2.7). Una representacié de P és
una parella (A, u) formada per un objecte A de C i un element u € P(A),
Ielement universal, tal que per a cada objecte X i cada z € P(X)
existeix un unic morfisme f: X — A amb

P(f)(u) = x.

En tots dos casos es diu que el functor és representable, que A n’és ’'objecte
representant i que (A4, u) n’és una representacio.

Amb la noci6 d’isomorfisme natural (capitol 3), la representabilitat es pot
formular sense esmentar ’element universal.

Proposicié 4.2 (Representabilitat com a isomorfisme natural). Sigui C una
categoria localment petita.
1. Un functor F': C — Set és representable si i només si és naturalment
isomorf al functor Homg(S, —): C — Set per a algun objecte S de C.
En aquest cas, S és un objecte representant de F'.

2. Un prefeix P: C? — Set és representable si i només si és naturalment
isomorf al prefeix Homg(—,.S): C? — Set per a algun objecte S de C.
De nou, en aquest cas S és un objecte representant de P.

Més precisament, les representacions (.5, u) es corresponen amb els isomorfismes
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naturals
a: Hom(S,—)=F obé  a: Hom(—,S)= P,

segons el cas, mitjangant u = ag(ids) 1 ax(f) = F(f)(u), respectivament

ax(f) = P(f)(w).

Demostracié. Fem primer el cas (1). Els quadrats de naturalitat segueixen
el criteri del capitol 3: ’accié dels functors sobre un morfisme, en horitzontal (a
dalt 'homfunctor, a baix F'), i les components de la transformacid, en vertical.
Al costat de cada quadrat hi ha el cami que hi fa un element: les fletxes —
indiquen on va a parar cada element.

D’una representacié a un isomorfisme natural. Sigui (S,u) una representaci6
de F' i definim ay: Hom(S,X) — F(X) per ax(f) = F(f)(u). Per veure que
a: Hom(S, —) = F ésnatural, cal que per a cada g: X — Y commuti el quadrat
seglient, on ’acci6é de ’homfunctor sobre g és la postcomposicié g, = Hom(S, g)
(notacié 2.1):

Hom(S, X) ——>gof

. S

F(Y) F(f)(u) — F(g)(F(f)(w))

Seguint un element f pels dos camins, per dalt i després avall s’obté ay (g o
f) = F(go f)(u), i avall i després per baix s’obté F(g)(F(f)(u)). Totes dues
coincideixen perque F' preserva la composicio:

ay(go f)=F(go f)(u) = F(g)(F(f)(u)) = F(g)(ax(f))-

La condici6é de representacié diu exactament que cada ax és bijectiva, i per la
proposicio 3.3 « és un isomorfisme natural.

D’un isomorfisme natural a wuna representacio. Reciprocament, sigui
a: Hom(S, —) = F un isomorfisme natural i posem u = ag(idg) € F(S). Per
a cada f: S — X, escrivim el quadrat de naturalitat de « respecte de f i hi
seguim ’element idg:

Hom(S, 5) Ui Hom(S, X) idg —— f
F(S) ) F(X) u——> F(f)(u)

Per dalt, idg va a foidg = f i després a ax(f); avall, va a u i després a F'(f)(u).
La commutativitat del quadrat dona, doncs,

ax(f) = ax(foids) = F(f)(as(ids)) = F(f)(u).
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Aix0 diu que tota la transformacié o queda determinada pel sol element wu.
Com que ax és bijectiva (proposicié 3.3), per a cada x € F(X) hi ha un tnic
f:S— X amb F(f)(u) =x: (S,u) és una representacié de F.

Les dues construccions sén inverses I'una de l’altra. Partint de u, la transfor-
macié « torna ag(ids) = F(idg)(u) = u; i partint de «, la igualtat anterior
diu que « és precisament la transformacié f +— F'(f)(u) construida a partir de
u = ag(idg).

El cas (2) és el cas (1) aplicat a C°, pero val la pena veure com canvia el
diagrama clau. Ara «: Hom(—,S) = P, els morfismes arriben a S en lloc
de sortir-ne, i 'accié de I'homfunctor sobre un morfisme és la precomposicio
f* = Hom(f,S). Per a cada f: X — 5, el quadrat de naturalitat respecte de
f, amb ’element idg, és

*

Hom(S, S) Hom(X, S) idg ——— f
YT
P(S) P(X) u——> P(f)(u)

P(f)

on ara, per dalt, idg va a idgof = f. Com que els functors sén contravariants,
les fletxes horitzontals van de 1'objecte S a l'objecte X, en sentit contrari a
f: X — S. Se'n dedueix ax(f) = P(f)(u), i la resta de l'argument és el
mateix.

Les dues nocions sén duals 'una de ’altra. Un prefeix sobre C és un functor
covariant C® — Set, i com que un morfisme X — A de C és un morfisme
A — X de C°, una representacié6 d’un prefeix en el sentit (2) és exactament
una representacié en el sentit (1) del functor covariant corresponent sobre C°P.
Per aixo, tot el que demostrem per a un dels dos casos val, per dualitat, per a
laltre. Per exemple, 0 és inicial si i només si (0, *) és una representacié del functor
covariant Ag,y, i 1 és terminal si i només si (1, *) és una representaci6 del prefeix
A{*}.

Observacié 4.3 (Sondes i pantalles). Els functors representables admeten
una lectura intuitiva. El functor representable Homc(S,—): C — Set pren
un objecte X i en dona el conjunt Home(S, X) de fletxes de S a X. Les
caracteristiques de X que extreu son exactament totes les maneres possibles de
fer arribar S dins de X, com si S fos una sonda amb que explorem l’estructura
de X. Dir que un functor F' és representable per S és dir que el que F' mesura
de cada objecte és precisament el que en veu aquesta sonda.

Dualment, el prefeix representable Homg(—, S): C® — Set pren un objecte
X i en dona el conjunt Homg (X, S) de fletxes de X a S. Les caracteristiques
de X que extreu son totes les maneres possibles d’enviar X a S, o totes les
observacions de X amb valors a S: podem pensar S com una pantalla sobre la
qual X es projecta de moltes maneres diferents.

Vegem-ne exemples. En tots, I'isomorfisme natural es pot comprovar directa-
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ment o, equivalentment, n’hi ha prou de donar ’element universal (proposici6 4.2).

Exemple 4.4 (Veértexs i arestes d’un graf). A 'exemple 2.14 vam veure que els
functors Graph — Set «conjunt de vertexs» i «conjunt d’arestes» son natural-
ment isomorfs a Homgrapn(V, —) i @ Homgrapn(E, —). Sén, doncs, representables,
amb objectes representants el graf V d’un sol vertex i el graf E d’una sola aresta.
Els elements universals son 1'inic vertex * de V i I'inica aresta e de E: tot vertex
d’un graf G és la imatge de * per un Unic morfisme V — G, i tota aresta és la
imatge de e per un tnic morfisme E — (. Soén sondes en el sentit literal: 'V
detecta els vertexs i E detecta les arestes.

Exemple 4.5 (Functors oblit de Grp, Mon i Vectg). Elfunctor oblit U: Grp —
Set és representable, amb objecte representant el grup additiu Z i element uni-
versal 1 € U(Z). En efecte, un homomorfisme ¢: Z — G queda determinat per
g = (1), perque

o(n) = g" per a tot n € Z;

i, reciprocament, per a cada g € G l'aplicacié n — ¢" és un homomorfisme. Per
tant, @ — ¢(1) és una bijeccié

Home,p(Z,G) = U(G),

natural en G, perque per a un homomorfisme 1: G — H es té (Yop)(1) = 1 (p(1)).

El mateix argument val per als altres dos models algebraics del capitol 1. El
functor oblit Mon — Set és representable pel monoide (N, +,0) amb element
universal 1: un homomorfisme de monoides h: N — M queda determinat per
m = h(1l), perqué h(n) = m *---xm (n vegades, i h(0) el neutre), i per a cada
m aquesta férmula defineix un homomorfisme. El functor oblit Vectx — Set
és representable per K, vist com a espai vectorial sobre si mateix, amb element
universal 1: una aplicacié lineal T: K — V queda determinada per v = T'(1),
perque T'(\) = A\v, i per a cada v € V ’aplicacié A — \v és lineal.

En els tres casos l'objecte representant és ’estructura «generada lliurement per
un sol element», i com a sonda veu exactament els elements de cada objecte.

Exemple 4.6 (El punt a Set). El functor identitat de Set és representable per
un conjunt d’un sol element {x}, amb element universal x: una aplicacié {*} — X
és el mateix que un element de X, i Homget({*}, X) = X naturalment en X. El
punt és la sonda que veu els elements d’'un conjunt.

Exemple 4.7 (Subconjunts i valors de veritat). El functor de parts P: Set® —
Set és un prefeix representable: a ’exemple 2.12 vam veure que les funcions car-
acteristiques donen bijeccions canoniques P(X) = Homge (X, {0, 1}) sota les quals
I’antiimatge correspon a la precomposicié. En el llenguatge del capitol 3, aixo diu
exactament que P = Homget(—, {0,1}) naturalment: el quadrat de naturalitat és
la igualtat xp o f = xs-1(p) (exemple 3.7). L’objecte representant és el conjunt
{0,1} de valors de veritat, i I’element universal és {1} € P({0,1}), el subcon-
junt dels valors «cert»: per a cada B C X, I"inica aplicacié x: X — {0,1} amb
X '({1}) = B és la funci6 caracteristica xp.

Aqui {0, 1} és la pantalla. Un subconjunt B C X és el mateix que un predicat
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sobre X, i el predicat és una observaci6é de X amb valors de veritat: yp(z) =1 vol
dir que x compleix el predicat. Que els subconjunts es puguin classificar aixi, per
morfismes cap a un objecte fix de valors de veritat, és una idea que tornara amb
forga al capitol 9, on I'objecte {0, 1} es generalitza en el classificador de subobjectes
2 (definici6 9.1).

Exemple 4.8 (El producte com a representacié). Siguin A i B objectes d’una
categoria localment petita C. L’assignacié

X — Hom(X, A) x Hom(X,B),  f+~ ((a,b) = (ao f, bo [)),

és un prefeix sobre C: preserva identitats i, pera f: X =Y ig:Y — Z, (aogo
f, bogo f) s’obté aplicant primer ¢ i després f. Una representaci6é d’aquest prefeix
és un objecte () amb un element universal (p;,p2) € Hom(Q, A) x Hom(Q, B) tal
que, per a cada X i cada parella (a,b), hi ha un Gnic u: X — Q amb p;ou=a i
poou = b. Es exactament la definicié de producte de la subsecci6 1.8.4: el producte
de A i B existeix si i només si aquest prefeix és representable, i un producte és
una representacié seva.

Aquest exemple té també una lectura logica. A la categoria prima Provy
associada a un sistema deductiu T (capitol 1), entre dues férmules hi ha com a
maxim un morfisme, i n’hi ha un exactament quan hi ha deduibilitat p -1 ¢. Per
a dues férmules p i g, el prefeix

r— HomProvT (Ta p) X HomPFOVT (T7 q)

és, doncs, no buit exactament quan r -7 p i r Fr ¢. Una representacié és una
féormula ¢ amb ¢ b7 p i ¢ Fr ¢ ('element universal) tal que tota férmula r que
dedueix p i ¢ dedueix c¢; la unicitat del morfisme és automatica. Per transitivitat,
aixo equival a

rere <= rrkppirtrg,

que son les regles d’introducci6 i d’eliminacié de la conjunci6. La conjuncié p A g,
quan existeix, és doncs una representacié d’aquest prefeix: satisfa la propietat
universal del producte, llegida en logica, tal com anunciava la seccio 1.8.

Exemple 4.9 (Functors que no sén representables). Si C té algun objecte, el
functor constant Ay : C — Set no és representable: per a tot objecte S, el conjunt
Hom(S, S) conté idg i no és buit, mentre que Ay(S) = &, de manera que no hi pot
haver cap bijeccié Hom(S,S) — Ag(S). El mateix argument val per al prefeix Ag.
Aixo explica, per exemple, que en una categoria discreta amb dos objectes A # B
(només hi ha identitats) no hi hagi producte de A i B: el prefeix de 'exemple 4.8
hi val Hom(X, A) x Hom(X, B) = @ per a tot X, perque cap objecte té fletxes cap
a tots dos, i és, doncs, el prefeix Ag.

Observacié 4.4 (Representacions com a objectes inicials). Aixo fa precis
Ieslogan de la seccié 4.3. Sigui P un prefeix sobre C i sigui {*}: 1 — Set el
functor que tria un conjunt d’un sol element. Un objecte de la categoria coma
({*} | P) ésuna terna (x, A, x) amb x: {*} — P(A), és a dir, un objecte A de C
junt amb un element x € P(A); I'escrivim (A, ). Un morfisme (A, z) — (A", 2)
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és un morfisme A — A’ de C® —és a dir, un h: A* — A de C— que fa
commutar el quadrat de la definicié 4.2, condicié que aqui diu P(h)(z) = 2.
Per tant, (A,u) és un objecte inicial de ({*} | P) si i només si per a cada
(X, z) hi ha un tnic h: X — A amb P(h)(u) = z: exactament la condici6 de
representacié. Per a P = Hom(—, (), la categoria ({x} | P) és (C/C), i
retrobem ’exemple 4.3.

Observacié 4.5 (La categoria d’elements). A la bibliografia és habitual
presentar la mateixa construcci6 amb les fletxes en el sentit de C. Per a
un prefeix P: C® — Set, la categoria d’elements [ P té per objectes les
parelles (A, ) amb x € P(A), i per morfismes f: (A, x) — (B, y) els morfismes
f: A — B de Camb P(f)(y) = x. Té, doncs, les mateixes dades que la
categoria coma de 'observaci6 anterior, amb les fletxes girades:

JP = ({1 P)>

Per tant, una representacié (C,u) de P correspon a un objecte terminal de [ P:
per a cada (A,z) hi ha un t@nic f: A — C amb P(f)(u) = z. Es la formulaci6
que fa servir, per exemple, [5, cap. 2].

Observacio 4.6. Cal distingir dos nivells d'unicitat. ’objecte representant A
és unic llevat d’isomorfisme, perd no necessariament d’un tinic isomorfisme. En
canvi, la representaci6 (A, u) —amb la dada de I'element universal— és tinica
llevat d’un 4nic isomorfisme compatible amb els elements universals: si (A, u)
i (B,v) representen P, hi ha un tnic isomorfisme ¢: A — B amb P(p)(v) = u.
Aquesta distincié, entre la unicitat de I'objecte i la de la dada universal, és
essencial i la retrobarem en tractar limits, adjuncions i objectes classificadors.
Que dos functors representables Hom(—, A) i Hom(—, B) siguin naturalment
isomorfs equivaldra, pel lema de Yoneda, a A = B; la resta del capitol ho fa
precis.

4.5 La immersio de Yoneda

Fixem una categoria petita C. La noci6 de prefeix, i la de transformacié natu-
ral entre prefeixos, té sentit sobre qualsevol categoria (definicié 2.7). Els prefeixos
representables Hom(—, A), en canvi, només sén prefeixos si cada Hom (X, A) és un
conjunt, és a dir, si C és localment petita, que és la hipotesi amb que els hem fet
servir a la seccié de representabilitat. Aqui demanem més: que C sigui petita.
Aquesta restriccio afecta la categoria que aplega els prefeixos. Si C no és petita,
encara que sigui localment petita, cada prefeix recorre una classe propia d’objectes
i les transformacions naturals entre dos prefeixos poden formar també una classe
propia. Aleshores no es pot formar Set®" com a categoria (observaci6 3.2). Amb
C petita, en canvi, la categoria de prefeixos C i tots els seus homconjunts queden
ben definits (exemple 3.6)." A cada objecte A li hem associat el prefeix repre-

TAmb universos de Grothendieck, la construccié es pot fer també per a C només localment
petita, formant C en un univers superior; vegeu l'apeéndix C i [5, §1.1].
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sentable Hom(—, A): C°® — Set. Aquesta assignacié és, ella mateixa, functorial:

dona un functor de C cap a la categoria de prefeixos C = Set®”.

Definici6 4.4 (Immersié de Yoneda). La immersié de Yoneda (en angles,
Yoneda embedding) és el functor

y: C — Set®”, y(A) = Hom(—, A),

que envia cada objecte A al functor representable Hom(—, A), i cada morfisme
f: A — B ala transformaci6 natural y(f): Hom(—, A) = Hom(—, B) de com-
ponents la postcomposicié amb f,

y(f)x = Hom(X, f): Hom(X, A) — Hom(X, B), o+ foop.

D’acord amb la notacié dels homfunctors, escriurem també Hom(—, f) per a
aquesta transformacié natural y(f).

Observacio 4.7. Cal comprovar que y(f) és realment natural i que y preserva
composicio i identitats, pero tot es redueix, un cop més, a ’associativitat i a
les lleis de la identitat de C. El contingut de la immersié de Yoneda és que
tota categoria petita s’immergeix en la seva categoria de prefeixos, que és una
categoria molt rica: com veurem al capitol segiient, té tots els limits i colimits
petits, calculats puntualment. El teorema segiient en justifica el nom: y és una
immersié plena i fidel.

4.6 El lema de Yoneda

El resultat central relaciona les transformacions naturals que surten d’un func-
tor representable amb els elements del functor de desti.

Teorema 4.3 (Lema de Yoneda). Sigui C una categoria petita, A un objecte
de C i P un prefeix sobre C. Aleshores hi ha una bijeccio

Nat (Hom(—, A), P) = P(A),

natural contravariantment en A € C i covariantment en P € C. Explicitament,
la bijeccié envia una transformacié natural n a I'element n4(id4) € P(A).?

2Si C és només localment petita, la mateixa construccié classifica les transformacions naturals
que surten del representable mitjancant els elements de P(A), sense haver de formar la categoria
C de tots els prefeixos. En aquest cas, Nat(Hom(—, A), P) s’ha d’entendre com aquesta col - leccié
parametritzada pels elements de P(A): en el marc de classes de 'apéndix C, una transformacié amb
domini gran és una familia indexada per una classe, i no esdevé per aixo element d’un conjunt.
Per parlar-ne literalment com d’un homconjunt dins d’una categoria de prefeixos cal fixar una
convencié de mida addicional, per exemple amb universos; vegeu [5, §1.1].
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Demostracio. Descrivim les dues aplicacions inverses.
De transformacions a elements. A cada n: Hom(—, A) = P li assignem

®(n) = na(ida) € P(A).

Té sentit perque idy € Hom(A, A) i na: Hom(A, A) — P(A).
D’elements a transformacions. A cada x € P(A) li assignem la transforma-
ci6 ¥(z) de components

U(z)x: Hom(X, A) - P(X), © — P(p)(z).

Té sentit perque ¢: X — A dona, per contravariancia, P(p): P(A) — P(X),
iz e P(A). Cal veure que ¥(x) és natural: per a un morfisme g: ¥ — X, el
quadrat de naturalitat és P(g) o U(z)x = ¥(x)y o g*, que sobre ¢ € Hom(X, A)
dona

P(g)(P(p)(z)) = P(pog)(x) = ¥(x)y(pog) = ¥(z)y(9°(¢)),

on hem usat la functorialitat P(g) o P(¢) = P(¢ o g).
Soén inverses. D’una banda,

B(T(z)) = U(z)a(ida) = P(ida)(z) = 2.

De l’altra, donada 7, cal veure que ¥ (n4(id4)) = n; és a dir, que per a tot X i
tot p: X — A,
P(p)(na(ida)) = nx(p).

Aixo és exactament el quadrat de naturalitat de n per al morfisme ¢: X — A,
aplicat a idy € Hom(A, A): en efecte, p*(ids) = id4 op = ¢, de manera que

nx (%) = nx(¢"(ida)) = P(p)(na(ida)).

Les dues assignacions sén, doncs, inverses. Queda comprovar que la bijeccié és
natural en les dues variables: és part de ’enunciat, no un afegit, i les dues veri-
ficacions sén breus. Escrivim ®4 p: Nat(Hom(—, A), P) — P(A) per exhibir-ne
la dependéncia.

Naturalitat en P (covariant). Sigui o: P = () una transformacié nat-
ural de prefeixos, amb postcomposicié (0 o —): Nat(Hom(—,A),P) —
Nat(Hom(—, A), Q). Per a n: Hom(—, A) = P,

D4 0(00n) = (0 0n)alida) = oa(na(ida)) = 0a(Pa,r(n)),

ésadir Pygo(co—)=040Pyp.

Naturalitat en A (contravariant). Sigui a: A’ — A un morfisme de C. La
immersié6 dona y(a) = Hom(—,a): Hom(—, A") = Hom(—, A), i la precom-
posicié indueix (— o y(a)): Nat(Hom(—, A), P) — Nat(Hom(—, A"), P). Per a
n: Hom(—, A) = P, com que y(a)a(ida) = aociday = a,

®4p(noy(a)) = (noy(a) ,(ida) = na(a) = P(a)(na(ida)) = P(a)(Pa,r(n)),

on la pentultima igualtat és la identitat de naturalitat de 1 demostrada més
amunt (la que dona W(n4(ida)) = n), aplicada amb X = A" i ¢ = a; és a dir
Q4 po(—oy(a)) = P(a)o Py p. Aquestes dues identitats completen el lema tal
com s’ha enunciat.
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Observacié 4.8 (Taula de control: variancia i tipus). Els errors més fre-
qients d’aquest capitol son errors de tipus: una fletxa que va en el sentit
equivocat o una composicié que no existeix. Abans de qualsevol calcul convé
escriure el domini i el codomini de cada component, com al capitol 2 (ob-
servacié 2.1). La taula recull els casos que hem fet servir, amb f: A — B,
u: X' - X, v X=>Y a: A= Aioc: P= Q.

Expressio Que és i variancia  Tipus i accid
Hom(—, A) prefeix CP? — Set X — Hom(X, A);
(contravariant) Hom(u, A) = u*: Hom(X, A) — Hom(X’, A),
Y= You
Hom(A, —) functor C — Set X — Hom(A4, X);
(covariant) Hom(A,v) = v,: Hom(A, X) — Hom(A,Y),
prrvop
Hom(—, f) = y(f) transformacié natural component en X:
Hom(—, A) = Hom(X, f): Hom(X, A) — Hom(X, B),
Hom(—, B), en el o foop
sentit de f (no és un
functor)
Hom(f, —) transformacié natural component en X:
Hom(B, —) = Hom(f, X): Hom(B, X) — Hom(A4, X),

Hom(A, —), en sentit ¢ +— o f
contrari a f

y functor C — Set” A+~ Hom(—, A);
(covariant) f = Hom(—, f): y(4) = y(B)
naturalitat de quadrat per a Hom(X’, f) o Hom(u, A) = Hom(u, B) o
Hom(—, f) en X u: X' = X Hom(X, f): Hom(X, A) - Hom(X’, B); tots
dos envien p a fopou
lema de Yoneda, covariant, per a Dygo(co—)=040P4p: Nat(y(4),P) —
naturalitat en P c: P=Q Q(A)
lema de Yoneda, contravariant, per a bu po(—oy(a)) =
naturalitat en A a: A" — A P(a)o®4 p: Nat(y(A4),P) — P(A)

La regla que hi ha darrere és sempre la mateixa. A Hom(X,Y'), un morfisme
que actua sobre la segona variable ho fa per postcomposicié i conserva el sen-
tit; un que actua sobre la primera ho fa per precomposicié i l'inverteix. Per
aixdO Hom(—, f) va en el sentit de f i Hom(f, —) en el contrari, i per aixo la
naturalitat del lema és covariant en P i contravariant en A.

4.7 Conseqiiéncies

La primera conseqiiéncia és que la immersié de Yoneda mereix el seu nom.

Corol - lari 4.4 (La immersié de Yoneda és plena i fidel). Per a tota parella
d’objectes A, B de C, la immersié y dona una bijeccio

Hom(A, B) = Nat (Hom(—, 4), Hom(—, B)).
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En particular, y: C — Set®”" és ple i fidel.

Demostracié. Apliquem el lema de Yoneda amb P = Hom(—, B). Aleshores
Nat (Hom(—, A), Hom(—, B)) = Hom(—, B)(A) = Hom(4, B),

i seguint la bijecci6é es comprova que és precisament f — y(f). Per tant y és
bijectiu sobre cada conjunt de morfismes, és a dir, ple i fidel.
[ |

Corol - lari 4.5. Dos objectes A i B de C s6n isomorfs si i només si els seus
functors representables ho son:

A= B <= Hom(—,A)=Hom(—,B).

Demostracié. Un functor ple i fidel reflecteix els isomorfismes (capitol dels
functors): si y(A) = y(B), aleshores A = B. El reciproc és que tot functor
preserva isomorfismes. Aplicat a y, dona I’equivaléncia.

|

Observacio 4.9. Aquest darrer corol - lari és la formulaci6 precisa de I'eslogan
del primer capitol: un objecte queda determinat, llevat d’isomorfisme, per la
zarza de morfismes que hi arriben. Coneéixer Hom(—, A) —és a dir, saber com
és el conjunt de morfismes X — A per a cada X, de manera compatible amb la
composicio— equival a coneixer A llevat d’isomorfisme. En particular, ’objecte
que representa un functor representable és tnic llevat d’isomorfisme, cosa que
unifica totes les unicitats de les propietats universals que hem trobat.

Observacio 4.10. Hi ha una versié covariant de tot plegat, obtinguda trebal-
Jlant amb C° en lloc de C: dona una immersié C® — Set®, també plena i fidel,
i el lema Nat(Hom(A, —),Q) = Q(A) per a functors covariants @): C — Set.
Totes dues versions s’usen continuament; la contravariant, amb prefeixos, és la
que enllaca amb la teoria de feixos i la logica categorica que estudiarem més
endavant.

Sintesi del capitol.

Idees centrals

1. Les dades universals es caracteritzen per 'existéncia i la unicitat de mor-
fismes; sovint es poden veure com a objectes inicials o terminals en una
categoria coma adequada.

2. Una representacié d’un functor és un objecte representant juntament amb
un element universal; equivalentment, és un isomorfisme natural amb un
homfunctor.
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3. El lema de Yoneda dona una bijeccié natural
Nat(Hom(—, A), P) = P(A),

determinada per 'avaluacio a idy4.

4. La immersiéo de Yoneda és plena i fidel; per tant, els morfismes entre
objectes es recuperen exactament com a transformacions naturals entre
els seus prefeixos representables.

5. En particular, un objecte queda determinat, llevat d’isomorfisme, pel
sistema de morfismes que hi arriben; la representacié completa és nica
llevat d’un tnic isomorfisme compatible amb la dada universal.

Recordatori operatiu

Les dues direccions de la bijecci6 de Yoneda sén
n!—)T]A(idA), T — (fHP(f)(:L’))

Errors tipics

Dir «tnic llevat d’isomorfisme tinic» de 1’objecte nu quan aixo només val per
a la representacié amb la dada universal; usar la propietat universal del pro-
ducte abans d’haver-la definit; i confondre el functor representat amb ’objecte
representant.

Lectura recomanada

[2, §2.2 1 §§8.1-8.4] per als objectes inicials i terminals i per a la immersio, el
lema i les aplicacions de Yoneda; [4, §§4.1-4.3]; [5, cap. 2], d’arquitectura molt
propera a la d’aquest capitol; [3, 1.6 i ITI.1-II1.2] per a les categories coma, les
fletxes universals i el lema de Yoneda; i [8, cap. 2], per a una segona explicacié
del lema de Yoneda, amb molts casos particulars i exemples de matematica
elemental.




5 Limits i colimits

5.1

Prerequisits

Categories oposades i dualitat, i categories sobre un objecte (cap. 1); func-
tors, functors constants i el functor diagonal (cap. 2); transformacions naturals
i categories de functors (cap. 3); categories coma, propietats universals, rep-
resentabilitat i lema de Yoneda, especialment la unicitat llevat d’isomorfisme
(cap. 4).

Objectius

En acabar el capitol, el lector hauria de poder:

interpretar un diagrama com un functor i un con com una transformacié
natural;

definir limit i colimit com a cons i cocons universals;

reconeixer productes, equalitzadors, pullbacks i ’'objecte terminal com a
limits, i els seus duals com a colimits;

calcular aquests casos basics a Set i interpretar-los en preordres;
fer servir els pullbacks per descriure la reindexacio;

enunciar la caracteritzacié dels limits finits mitjancant objecte terminal,
productes binaris i equalitzadors, o bé objecte terminal i pullbacks;

descriure els limits i colimits petits a Set i explicar com es calculen punt
a punt els limits i colimits en categories de functors;

distingir preservaci6 i reflexié de limits;

explicar per que els representables covariants preserven limits.

Cap a la nocié de limit

El capitol anterior ha caracteritzat diversos objectes per propietats universals:
I’objecte terminal, ’inicial, i de passada el producte i el coproducte. Tots responen
a un mateix patré: un objecte que es relaciona de manera optima amb tots els
altres. I tots son tnics llevat d’isomorfisme. En aquest capitol unifiquem aquest
patro en la nocié general de limit d’'un diagrama, i la seva dual, el colimit.

La idea és senzilla. Un diagrama és una col - leccié d’objectes i morfismes amb

132
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una forma determinada. Un con sobre el diagrama és un objecte que projecta cap
a tots els seus vertexs de manera compatible. El limit és el con optim: aquell pel
qual tots els altres factoritzen de manera tnica. Segons la forma del diagrama,
aquesta recepta produeix productes, equalitzadors, pullbacks, objectes terminals i
molt més, tots com a casos particulars d’una sola definicié. La representabilitat i
el lema de Yoneda en seran ’eina conceptual: en el llenguatge del capitol anterior,
un limit és un objecte que representa el prefeix que envia cada objecte X al conjunt
dels cons de vertex X sobre el diagrama.

5.2 Diagrames i cons

Formalitzem la idea de «diagrama d’una forma donada» amb el llenguatge dels
functors, que ja tenim a ma.

Definicié 5.1 (Diagrama). Sigui I una categoria petita, anomenada cate-
goria index. Un diagrama de forma I en una categoria C és un functor
D:1— C. Escrivim D; per a l'objecte D(i) i, per a un morfisme u: ¢ — j de
I, D,: D; = D; per a la fletxa corresponent.

Observacio 5.1. La categoria index I fixa la forma del diagrama, no el seu
contingut. Amb I discreta de dos objectes obtenim una parella d’objectes sense
fletxes; amb I la categoria de dues fletxes paral - leles, un parell de morfismes
amb el mateix domini i codomini; amb I buida, el diagrama buit. Cada forma
donara lloc a un tipus de limit.

Definicié 5.2 (Con). Sigui D: I — C un diagrama. Un con sobre D amb
vertex A és una familia de morfismes

OéiSA—>DZ‘, 1 €1,

tal que, per a cada morfisme u: ¢ — 5 de I, el triangle commuta:

Q; Ly
/ \ Duoai:o{j'

Observacio 5.2. Un con és exactament una transformaci6 natural a: Ay = D,
on Ay: I — C és el functor constant amb valor A (exemple 2.2). En efecte,
els components «;: A — D; i la condici6 de naturalitat D, o a; = ¢ sén
precisament la definicié de con. Aquest és el primer lloc on la maquinaria de
les transformacions naturals rendeix directament.
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Definici6 5.3 (Morfisme de cons). Un morfisme de cons de (A, a) a (B, ),
tots dos sobre D, és un morfisme f: A — B tal que ;0 f = o; per a tot ¢. Els
cons sobre D i els seus morfismes formen una categoria, que denotem Con(D).

Observacié 5.3 (Els cons sén objectes d’una categoria coma). Els functors
constants A4 s’apleguen en un sol functor, el functor diagonal

A: C — CL

que envia cada objecte A al functor constant A 4 i cada morfisme f: A — Bala
transformacié natural Ay: Ay = Ap de components (Ay); = f; la naturalitat
és trivial, perque A, i Ap envien tots els morfismes de I a identitats, i la
functorialitat es comprova component a component. Amb aquest functor, la
categoria de cons és una categoria coma (secci6 4.3):

Con(D) = (A | D).

En efecte, prenent S = AiT = D: 1 — C!, un objecte de (A | D) és una
terna (A, *,a) amb A objecte de C i a: Ay = D un morfisme de C!, que
identifiquem amb la parella (A, «), com a l’exemple 4.2; és a dir, un con sobre
D amb vertex A (observacié 5.2). Un morfisme (A, o) — (B, 3) és una parella
(f,idy) amb f: A — B tal que el quadrat de la definici6 de categoria coma
commuta, és a dir, f o Ay = a; component a component, §3; o f = «a; per a tot
i, que és exactament la condicié de morfisme de cons.

Dualment, un cocon sobre D amb vertex A (definici6 5.8) és una transformacié
natural D = Ay, i els cocons formen la categoria coma (D | A). Aixi, el limit
és un objecte terminal de (A | D) i el colimit un objecte inicial de (D | A):
és l'eslogan de 'exemple 4.3, ser universal és ser inicial o terminal en una
categoria coma adient. La categoria coma dona, doncs, el llenguatge comu per
a les categories sobre i sota un objecte, els objectes universals del capitol 4 i
els limits i colimits.

5.3 Limits

Definicié 5.4 (Limit). Un limit del diagrama D: I — C és un objecte
terminal de la categoria de cons Con(D). Explicitament, és un con (L, \) tal
que, per a tot con (A, a) sobre D, hi ha un dnic morfisme f: A — L amb

Aiof=uq per a tot i.
Escrivim L = I'&nD oL =1limD.
Observacio 5.4. Un limit és, doncs, el con «universal»: tots els altres cons

factoritzen a través d’ell de manera tinica. Com que és un objecte terminal
de Con(D), el con limit és tinic llevat d’un tnic isomorfisme de cons, és
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a dir, compatible amb les projeccions, per la unicitat dels objectes terminals
(proposicié 4.1); el vertex sol és tnic llevat d’isomorfisme. Direm que una
categoria té limits de forma I quan tot diagrama de forma I hi té limit.

La propietat universal del limit es pot formular, en el llenguatge del capitol 4,
com una representabilitat. Suposem I petita i C localment petita, de manera que,
per a cada objecte A, els cons sobre D amb vertex A formen un conjunt

Con(A, D) = Nat(Ag, D).

Un morfisme g: A — A transforma cada con o amb vertex A en el con a o A,
amb vertex A’, de components «; o g; obtenim aixi un prefeix

Con(—, D): C® — Set.

Proposicié 5.1 (Els limits com a representacions). Un con (L, ) sobre D
és un limit si i només si les aplicacions

Hom(A, L) — Con(A, D), fr—=2A0lA;=(Nof),

formen un isomorfisme natural Hom(—, L) = Con(—, D). Dit d’una altra man-
era, un limit de D és una representacié (L, \) del prefeix Con(—, D), amb
element universal A € Con(L, D).

Demostracié. Les aplicacions sén naturals en A: per a g: A — A, enviar
primer f a (\; o f); i precompondre després amb g dona (\; o f o g);, que
és la imatge de f o g. Una transformacié natural és un isomorfisme natural
exactament quan totes les seves components sén bijectives, i que 'aplicacié
corresponent a A sigui bijectiva diu exactament que, per a tot con o amb vertex
A, hi ha un tnic f: A — L amb \; o f = «; per a tot 7. Aix0 és la definicié de
limit. L’element universal és la imatge de id;, que és A.

[ |

Aquesta formulacié explica d’un sol cop tres fets del capitol. Un limit és una
propietat universal en el sentit del capitol 4; és, per tant, Unic llevat d’un tnic
isomorfisme compatible amb la dada universal, que aqui és el con J; i la mateixa
idea mostrara que els representables preserven limits (proposici6 5.4).

Recorrem ara les formes particulars, cadascuna amb la seva categoria index.

5.3.1 Producte

Prenem I la categoria discreta amb dos objectes 1,2 (sense fletxes no trivials).
Un diagrama és simplement una parella d’objectes A, B. Un con amb vertex X
és una parella de morfismes f: X — A, g: X — B, sense cap condicié (no hi ha
fletxes a I que imposin res). El limit és el producte.

Definicio 5.5. El producte de dos objectes A, B és un objecte A x B amb
dues projeccions m: A x B — Aim: A X B — B tals que, per a tot objecte
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X 1i tota parella de morfismes f: X — A, g: X — B, hi ha un tnic morfisme
(f,9): X - A x B amb
7rlo<f>g>:fa 7T20<fag>:g'

X

/ N
\/

A<—AxB——>8B
1 Up)

Exemple 5.1. A Set, el producte és el producte cartesia A x B = {(a,b) | a €
A, b € B} amb les projeccions habituals. A Grp és el producte directe de grups; a
Top, 'espai producte amb la topologia producte; en un preordre, I'infim dels dos
elements, quan existeix. En cada cas, la propietat universal recupera la construccio
coneguda.

5.3.2 Equalitzador

Prenem I la categoria amb dues fletxes paral - leles ¢ = o. Un diagrama és un
parell de morfismes f,g: A — B. Un con amb vertex X és un morfisme e: X — A
amb foe = goe (la condici6 prové de les dues fletxes). El limit és I'’equalitzador.

Definicio 5.6. L’equalitzador de f,g: A — B és un objecte £ amb un
morfisme e: £ — A tal que foe = goe i que és universal amb aquesta
propietat: per a tot h: X —+ A amb foh = goh, hi ha un tnic k: X — E amb
eok =h.

FE
A

e f
g
k /

X

Exemple 5.2. A Set, 'equalitzador de f,g: A — B és el subconjunt £ = {a € A |
f(a) = g(a)} amb la injeccié E < A. En general, els equalitzadors representen els
subobjectes definits per una equacié. Tot equalitzador és un monomorfisme.

5.3.3 Pullback

Prenem I la categoria amb forma de racd, ¢ — e <— o. Un diagrama és un
parell de morfismes amb codomini comu, f: A — C'ig: B — C. El limit és el
pullback.

Definicié 5.7. El pullback de f: A — C' i g: B — C és un objecte P amb
morfismes p;: P — Aipy: P — B tals que fop; = gops i que és universal: per
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atot Xambri: X - A ry: X - Bifor; =gory, hihaun tnic h: X — P
amb pyoh =1y ipyoh=rs.

Exemple 5.3. A Set, el pullback és P = {(a,b) € A x B | f(a) = g(b)} amb les
projeccions. Quan g: B < C' és la inclusié d’un subconjunt B C C, el pullback
recupera I'antiimatge f~!(B), mitjancant la bijeccié (a,b) — a. En aquest cas,
doncs, el pullback categoritza 'operacié d’antiimatge. En general, el pullback
també s’anomena producte fibrat i s’escriu A X¢o B.

Observacio6 5.5 (Reindexacié per pullback). Ara que disposem de pullbacks
podem definir la reindexacio entre categories sobre un objecte. Suposem que
C té tots els pullbacks i sigui f: A — B un morfisme. Definim un functor

ff:C/B— C/A

de la manera seglient: a un objecte y: Y — B de C/B i assignem el pullback
de y al llarg de f, és a dir, 'objecte f*Y = A xg Y amb la seva projeccié
p1: AxpY — A, que és un objecte de C/A:

b2

AXBY Y
plzf*yl Jy
A B

f

Sobre morfismes, la propietat universal del pullback assigna a cada triangle
de C/B un ftnic triangle de C/A. Un cop triats els pullbacks que defineixen
f*, obtenim un functor ordinari f*: C/B — C/A. Per a morfismes compos-

ables AL B % C , els functors (go f)* i f* o g* no sén literalment iguals per
a una tria arbitraria de pullbacks, perd sén canonicament isomorfs. Aquesta
coherencia s’organitza, en un llenguatge més avancat, mitjancant la nocié de
pseudofunctor, que no necessitarem aqui. En passar als preordres de subob-
jectes (capitol 8), aquests isomorfismes queden identificats i la reindexacié és
estrictament functorial:

(go f) = fog", (ida)* = idgun(a) -

A Set, si interpretem y: Y — B com la familia de fibres {y ' (b) }scp, aleshores
[*Y s’interpreta com la familia reindexada {y~'(f(a))}sca: exactament la sub-
stitucio al llarg de f. Aquesta és la lectura logica que explotarem en tractar els
subobjectes, on f* es restringeix a un morfisme de preordres Sub(B) — Sub(A)
i s’interpreta com la substitucié en un predicat.
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5.3.4 Objecte terminal com a limit

Prenem I = 0, la categoria buida. L’inic diagrama de forma 0 és el diagrama
buit. Un con sobre el diagrama buit és, simplement, un objecte X (sense cap
component, perqué no hi ha vertexs). El limit —el con terminal— és, doncs,
I'objecte terminal de C. Aixi, 'objecte terminal és el limit del diagrama buit, i
queda unificat amb els altres.

5.4 Colimits

Tota la teoria anterior es dualitza girant les fletxes. Un colimit d’un diagrama
D: 1 — C és un limit del diagrama oposat DP: I’ — C°P; equivalentment, és un
objecte inicial a la categoria de cocons sobre D.

Definicié 5.8 (Cocon i colimit). Un cocon sobre D amb veértex A és una
familia «;: D; — A tal que, per a cada u: i — j, commuta el triangle dual

D,
D; D;
Q; O Du = ;.
a; Oéj
A

Un colimit és un cocon (L, \) universal: per a tot cocon (A, «) hi ha un tnic
f:L— Aamb fo) =«q; Escrivim L =colimD o L = @D.

Dualitzant cada limit obtenim el colimit corresponent:

o El coproducte A + B (dual del producte) té injeccions ¢1: A — A + B,
lo: B — A+ B universals. A Set és la uni6 disjunta; a Grp, el producte
lliure; en un preordre, el suprem.

o El coequalitzador de f,g: A — B (dual de 'equalitzador) és un ¢: B — Q

universal amb go f = gog. A Set és el quocient de B per la relacié
d’equivaléncia generada per f(a) ~ g(a). Tot coequalitzador és un epimor-
fisme.

e El pushout de f: C'— Aig: C — B (dual del pullback) és un () universal
amb el quadrat commutatiu. A Set és la uni6 de A i B enganxada al llarg
de C, i s’escriu A +¢ B.

o L’objecte inicial (dual del terminal) és el colimit del diagrama buit.

Observacio 5.6. No cal demostrar res de nou per als colimits: cada enunciat
sobre limits a C es tradueix en un enunciat sobre colimits a C, i viceversa.
Aquesta és la dualitat en accid, aplicada de manera sistematica. En endavant,
quan enunciem un resultat per a limits, el dual per a colimits s’entén sobreentes.
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5.5 Limits finits

Definicié 5.9. Un limit es diu finit quan la seva categoria index I és finita, és
a dir, quan té un nombre finit d’objectes ¢ un nombre finit de morfismes. (No
n’hi ha prou que els objectes siguin finits: una categoria d’un sol objecte pot
tenir infinits endomorfismes.) Una categoria és finitament completa (o lex)
si té tots els limits finits; és completa si té tots els limits de forma petita.

El resultat clau redueix tots els limits finits a dos casos basics: productes finits
i equalitzadors. Aix0o és molt ttil, perqué per comprovar que una categoria és
finitament completa n’hi ha prou de verificar dues coses.

Teorema 5.2. Per a una categoria C, sén equivalents:
1. C té tots els limits finits;

2. C té objecte terminal, productes binaris i equalitzadors;

3. C té objecte terminal i pullbacks.

Demostracio. (1) implica (2) i (3). L’objecte terminal, el producte binari,
I’equalitzador i el pullback sén limits de diagrames de formes finites: la categoria
buida, la discreta de dos objectes, @ = o i e — e < o.

(2) implica (1). Primer, C té productes de qualsevol familia finita. El de
la familia buida és I'objecte terminal, i per induccid, si P, és un producte de
Ay, ..., A, amb projeccions 7y, aleshores P, X A,.1, amb projeccions 7 o p;
(k <n)ipy, ésun producte de Ay, ..., A,41. En efecte, donades f: X — Ay, hi
ha una tnica f: X — P, amb m,of = fp perak < n,iuna tnica X — P, x A, 1
amb components f i f,,1; tota fletxa amb les mateixes composicions amb les
n + 1 projeccions té necessariament aquestes dues components.

Sigui ara D: I — C un diagrama finit, i escrivim Iy i I; per als conjunts
d’objectes i de morfismes de I. Considerem els productes finits

P= H Dz i Q = H Dcod(u)7

i€l u€ely

amb projeccions m;: P — D; i q,: ) — Deoqeu), 1 les dues fletxes s,2: P — @
determinades, per a cada u: ¢ — j, per

Gu © S8 = Ty, Quot:Duo'ﬁi'

Sigui e: L — P un equalitzador de s it, i posem \; = m;0e: L — D;. Vegem
que (L, \) és un limit de D.
FEs un con. Per a u: 1 — 7,

D,o)li=D,omoe=¢q,0toe=q,050e=mjoe =\,

Es universal. Sigui (A, «) un con sobre D, i sigui a: A — P I'nica fletxa amb
m; 0a = oy per a tot 7. Per a cada u: i — j,

quosoa=T;0a=q;, quotoa=D,omoa=D,00; = qj,
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de manera que soa itoa tenen les mateixes components i, per la unicitat del
producte @), soa = toa. Per la propietat de I’equalitzador hi ha una tnica
h: A— Lambeoh = a,ialeshores \;oh =moeoh=q;. Si h': A — L també
compleix \; o h’ = «; per a tot i, aleshores m;0 (eoh') = a;, d’on eo i’ = a per la
unicitat del producte P, i ' = h per la de 'equalitzador. El diagrama buit hi
queda inclos: aleshores P i () son productes buits, és a dir, objectes terminals,
i L és terminal.

(8) implica (2). Sigui 1 l'objecte terminal i, per a cada objecte A, 14: A — 1
I'nica fletxa. Productes binaris: un pullback de !4 i !p és un producte de A i
B. En efecte, per a qualsevol parell f: X — A, g: X — B, la condicié de con
'ao f =!gog es compleix automaticament, perque totes dues fletxes van a 1;
per tant, la propietat universal del pullback diu exactament la del producte.
FEqualitzadors: siguin f,g: A — B. Ja sabem que hi ha productes binaris;
formem el pullback de

<idA,f>, <idA,g>I A— AXx B,

amb projeccions p1,py: P — A, de manera que (ida, f) o p1 = (ida, g) o po.
Component amb la primera projeccié del producte, p; = ps; anomenem e aque-
sta fletxa. Component amb la segona, foe =goe. Si h: X — A compleix
foh = goh, aleshores

(ida, f) o h=(h, foh) = (h,goh) = (ida, g) o h,

de manera que (h, h) és un con sobre el pullback, i hi ha una tnica k: X — P
amb pyok =h =pyok, és adir, amb eok = h. Si k/ també compleix eo k' = h,
aleshores py o k' = py ok’ = h i k' = k. Per tant e és un equalitzador de f i g.
Amb les implicacions (3)=(2)=-(1)=-(3), les tres condicions sén equivalents.
[

Observacio 5.7. Dualment, una categoria és finitament cocompleta si té
objecte inicial, coproductes binaris i coequalitzadors, o equivalentment objecte
inicial i pushouts. Per a la logica categorica, els limits finits —i molt especial-
ment els pullbacks— sén centrals: serveixen per interpretar la substitucié i les
operacions sobre subobjectes que veurem més endavant.

Exemple 5.4 (Limits en un preordre i en la deduibilitat). Sigui P un preordre
vist com a categoria i D: I — P un diagrama. Com que entre dos objectes hi ha
com a maxim una fletxa, un con amb vertex z diu simplement que x < D; per a
tot 7, i totes les condicions de commutativitat es compleixen automaticament. Per
tant, quan existeixen,

@@:ADh 1@D:VQ:

i€lp i€lp

el limit és I'infim dels objectes del diagrama, i el colimit, el suprem; les fletxes del
diagrama no hi intervenen. En particular, I’equalitzador de dues fletxes paral - leles
r = y és x mateix (les dues fletxes coincideixen), i el pullback de a — ¢ < b és
I'infim a A b, que no depén de c. Aixi, un preordre té tots els limits finits si i només
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si té element maxim (I'infim de la familia buida, que és I'objecte terminal) i infims
binaris.

A la categoria prima Prov; d’un sistema deductiu 7', aixo diu que, quan el
sistema disposa de T i de conjuncié, T és un objecte terminal (p Fr T per a tota
féormula p) i p A ¢ és un producte de p i g (exemple 4.8). Aquestes dues operacions
donen, doncs, tots els limits finits en el context deductiu: la part «conjuntiva» de
la logica és exactament la dels limits finits.

5.6 Limits a Set i en categories de functors

Exemple 5.5 (Limits a Set). Sigui D: I — Set un diagrama amb I petita. El
conjunt de les families compatibles

L= {(xz)2 € [Licr, Di | Du(xi) = z; per a tot u: i — j},

amb les projeccions \;: L — D;, és un limit de D. En efecte, un con (4, «)
envia cada a € A a la familia («;(a));, que és compatible per la condicié de con;
l'aplicacié a — (a;(a)); és I'inica f: A — L amb \;o f = o;. En particular, Set té
tots els limits petits. Dualment, el colimit és el quocient de la unié disjunta [ [, D;,
els elements de la qual sén parelles (i,z) amb x € D;, per la relacié d’equivaléencia
generada per
(i,2) ~ (, Du()  (usi = j)

per tant, Set té també tots els colimits petits. A Set, doncs, els limits imposen
compatibilitats i els colimits enganxen dades identificant-les.

Els limits en categories de functors es calculen a partir dels limits de la categoria
d’arribada, objecte per objecte.

Proposicié 5.3 (Limits punt a punt). Siguin A i I categories petites. Si C
té limits de forma I, aleshores la categoria de functors C* també en té, i es
calculen punt a punt: per a un diagrama F: I — C*,

(@F) (0) = ImF(i)(a) (a€A).

i€l

Dualment, si C té colimits de forma I, els colimits a C* es calculen punt a
punt. Equivalentment, per a cada objecte a de A, el functor d’avaluacio

ev,: C* — C, F i+ F(a),

preserva aquests limits i colimits.

Vegeu també [5, §3.3] i, en el context de les categories de diagrames, [2, §§8.5—
8.6].

Demostracié. Recordem que un objecte de C* és un functor A — C, i
que un morfisme és una transformacié natural, amb la composicié calculada
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component a component. Aixi, el diagrama F assigna a cada objecte 7 de I un
functor F'(i): A — C,iacadau: i — j una transformacié natural F'(u): F(i) =
F(j), de components F'(u),. Per a cada objecte a de A, el diagrama avaluat

F,=ev,0F:1— C, i— F(i)(a), u— F(u),,

és un functor, perque la composicié i les identitats de C* es calculen component
a component.

Pas 1: el limit sobre objectes. Per a cada objecte a de A, triem un limit
(L(a), (Mi(a));) de Fy; per tant, F(u), o \i(a) = \j(a) per a cada u: i — j.

Pas 2: el limit sobre morfismes. Sigui v: a — o’ un morfisme de A. La familia
(F(i)(U)O)\i(a))i, de fletxes L(a) — F'(i)(a’), és un con sobre F;: perau: i — j,
la naturalitat de F'(u) i la condici6 de con de A(a) donen

Fu)ar o F(i)(v) 0 Ai(a) = F(j)(v) o F(u)a 0 Ai(a) = F(5)(v) o A;(a).
Per la universalitat de L(a’), hi ha una tnica L(v): L(a) — L(a) tal que
Ai(a") o L(v) = F(i)(v) o \i(a) per a tot 1. (1)

Pas 3: L és un functor. Fem servir que dues fletxes cap a un limit que tenen
les mateixes composicions amb totes les projeccions sén iguals, per la unicitat
de la factoritzacié. Per a v = id,, tant L(id,) com idp ) compleixen (1), perque
F(i)(id,) = id; per tant sén iguals. Per a v: a — d' i w: o’ — a”, aplicant (})
dues vegades i la functorialitat de F'(7),

M@)o Lw) 0 L(v) = F(5)(w) o M(e) o L(v)
= F(i)(w) o F(i)(v) o Aj(a) = F(i)(w o v) o Ai(a),

de manera que L(w) o L(v) compleix la condicié (1) que caracteritza L(w ov), i
L(w) o L(v) = L(w o v).

Pas 4: un con a C*. La condici6 (1) és exactament el quadrat de naturalitat de
la familia \; = (\;(a)),; per tant, cada \; és una transformaci6 natural L = F(7).
A més, F(u)o); = \j a CA, perque aquesta igualtat de transformacions naturals
es comprova component a component i ho diu el pas 1. Aixi, (L, \) és un con
sobre F'.

Pas 5: universalitat. Sigui (G, &) un con sobre F', amb a;: G = F(i) i F(u)oa; =
a;. Avaluant en q, la familia ((ai)a)i és un con sobre F, amb vertex G(a), de
manera que hi ha una tunica 6,: G(a) — L(a) amb X;(a) 00, = (a;), per a tot i.
La familia 6 és natural: per a v: a — @/, per (t) i per la naturalitat de a,

i) o L(v) 0 6, = F(i)(v) 0 (as)a = ()ar 0 G(v) = Ai(a') © by 0 G(v)

per a tot i, i per tant L(v) o6, = 0, o G(v). Aixi §: G = L és un morfisme
de CA amb )\; 060 = ;. Es I'nic: si @ també ho compleix, a cada a es té
Ai(a) 08, = (e)q, 1 la unicitat de la factoritzaci6 a través de L(a) dona 6/ = 6,.
Per tant (L, A) és un limit de F.

Pas 6: el calcul punt a punt. Per construccié, ev,(L, ) = (L(a), A(a)) és un limit
de F,. Si (L', XN) és un altre limit de F', hi ha un isomorfisme ¢: L' = L amb
Aiop = A, ila seva component ¢, és un isomorfisme amb \;(a)op, = X;(a). Un
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con isomorf a un con limit, per un isomorfisme compatible amb les projeccions,
també és un limit, perque les factoritzacions a través de I'un i de l'altre es
corresponen component amb ¢, o amb ¢,'. Per tant (L'(a), N'(a)) és un limit
de F,: ev, preserva els limits de forma I, i (gn F)(a) = Jim, F(i)(a).

L’argument per als colimits és el mateix amb totes les fletxes invertides: cocons

en lloc de cons, i la propietat universal del colimit en lloc de la del limit.
[ |

Exemple 5.6 (Un mateix producte a Set, a Graph i a SetA). Fixem un
sol diagrama abstracte: la parella d’objectes (X, T'), sobre la categoria discreta
de dos objectes, juntament amb el diagrama buit, que dona l'objecte terminal.
Calculem-ne el limit en tres llocs.

A Set. El producte és X x T, i 'objecte terminal, un conjunt d’un sol element
{*}. Amb T = {x}, l'aplicacié (z, *) — = és una bijeccié6 X x {x} = X. A més, les
fletxes {x} — X sén exactament els elements de X.

A Graph. Recordem que Graph 2 Set®, on P té dos objectes E,V i dues
fletxes s,t: E — V. Per la proposicié anterior, el producte es calcula component

a component,
Vaoxg = Vo X Vi, Egxn = Eg X Eg,

amb origen i desti també component a component: 'aresta (e,e’) va del vertex
(sg(e),sy(e)) al vertex (tg(e),ty(e’)). Les projeccions sén els morfismes de grafs
que retenen una de les dues components. Prenem ara com a 7' el candidat ingenu
a «punty, el graf V d’un sol vertex i cap aresta. La formula dona

Vosxv = Vo x {x} = Vg, Eouw=FEcx2=02:

el producte amb V esborra totes les arestes. Per tant, V no és 'objecte terminal
de Graph; de fet, d'un graf amb alguna aresta no hi ha cap morfisme cap a V,
perque l'aresta no té on anar. L’objecte terminal es calcula també punt a punt,
com el limit del diagrama buit a cada objecte de P: un vertex i una aresta, és
a dir, el graf L d’'un sol bucle. Amb T = L, si que G x L =2 G. I els morfismes
L — G ja no son els vertexs de G, sind els seus bucles: un graf sense bucles no
té cap «punt» en sentit categoric, encara que tingui molts vertexs (compareu-ho
amb 'observaci6 1.14).

A una categoria de functors Set®. La recepta és la mateixa per a qualsevol
categoria petita A: (F x G)(a) = F(a) x G(a) i (F x G)(v) = F(v) x G(v), i
I'objecte terminal és el functor constant de valor {x}. Els dos casos anteriors en
sén casos particulars: Set = Set!, i Graph = Set”. Ara s’entén la sorpresa del
bucle: el terminal de Set® ha de ser un punt a cada objecte de P, també a E, i
aixo obliga a tenir una aresta.

La forma del diagrama i la recepta del calcul no canvien d’un context a ’altre.
El que canvia és quins objectes fan cada paper, i la intuicié de Set només es pot
traslladar si es fa objecte per objecte de la categoria index.

Com que Set té tots els limits i colimits petits (exemple 5.5), la proposicid
mostra que també els té la categoria de prefeixos Set®” de qualsevol categoria
petita C, tal com s’anunciava al capitol 4. Aquest fet sera essencial en els capitols
de subobjectes i de topos.
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5.7 Preservacio i reflexié de limits

Quan apliquem un functor a un diagrama i al seu limit, la imatge és un con
sobre el diagrama imatge, perdo no té per que ser-ne el limit. Els functors que
respecten limits reben un nom.

Definici6é 5.10. Sigui F': C — D un functor.
o [ preserva el limit (L, \) d'un diagrama D: I — C si (F(L), FA) és un
limit de F o D a D.

o F reflecteix limits si, per a tot diagrama D: I — C i tot con (L, \) sobre
D, quan (F(L), FA) és un limit de F o D, aleshores (L, \) ja era un limit
de D.

Es diu que F' preserva els limits finits si preserva el limit de tot diagrama
finit que en tingui, i analogament per a altres classes.

Observacio 5.8. La reflexi6 es formula sempre respecte d’un con i un diagrama
concrets: cal partir d’'un con (L, \) sobre D la imatge del qual és limitant. Un
functor ple i fidel permet aleshores aixecar i detectar les factoritzacions iniques
—perque estableix una bijeccié sobre els homconjunts—, pero aixo no vol dir
que «crei» limits del no-res: si a C no hi ha cap con sobre D que projecti sobre
el limit imatge, no hi ha res a reflectir. La distincié entre reflectir (comparar un
con donat) i crear (produir-ne un de nou) és important i convé tenir-la present
sempre que un functor interactui amb els limits. La nocié formal de crear
limits, 1til sobretot per als functors oblit de categories algebraiques, no sera
necessaria aqui; n’hi ha prou de retenir que és més forta que la mera reflexié
d’un con ja donat.

Exemple 5.7. El functor oblit U: Grp — Set preserva tots els limits petits. En
efecte, si D: I — Grp és un diagrama petit, el limit dels conjunts subjacents és
el conjunt de families compatibles (z;); (exemple 5.5). Les operacions de grup,
definides component a component, conserven aquestes compatibilitats, perque ca-
da D, és un homomorfisme; aquest conjunt adquireix aixi una estructura de grup
per a la qual les projeccions sén homomorfismes i que satisfa la propietat universal
del limit a Grp. En particular, aixo recupera els productes i els equalitzadors
habituals. En canvi, U no preserva tots els colimits: ja falla per als coproductes,
perque el conjunt subjacent d’un coproducte de grups (el producte lliure) no és,
en general, la uni6 disjunta dels conjunts subjacents. Aquesta asimetria és tipica
dels functors oblit i anticipa el teorema del capitol segilient: els functors oblit solen
ser adjunts per la dreta, i els adjunts per la dreta preserven tots els limits; no hi
ha cap afirmacié analoga que els obligui a preservar tots els colimits.

Proposicio 5.4. Per a tot objecte A d’una categoria localment petita, el func-
tor representable Hom(A, —): C — Set preserva tots els limits que existeixen
a C.
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Demostracié.  Sigui (L,\) un limit d’'un diagrama D: I — C. Escrivim
H = Hom(A, —), de manera que H(X) = Hom(A, X) 1 H(v) =v.: p — v o .
El con imatge. La familia HX = ((X;).),, amb (\;).: Hom(A, L) — Hom(A, D;),
és un con sobre HoD: per a u: i — j, la functorialitat de H dona (D,,)«0(\;)« =
(Duo A)s = (M) ,
Ezisténcia de la factoritzacio. Sigui (S, o) un con sobre H o D a Set. Es a dir,
S és un conjunt i o;: S — Hom(A, D;) sén aplicacions amb (D). o 0; = 0;.
Avaluada en un element s € S, aquesta condicié diu D, o 0;(s) = 0;(s): la
familia (Ji(s))i és un con sobre D amb vertex A. Per la propietat universal de
L, hi ha una tnica fletxa h(s): A — L amb X; o h(s) = o;(s) per a tot i. Aix0
defineix una aplicaci6é h: S — Hom(A, L) amb (\;). o h = o; per a tot i.
Unicitat. Si h': S — Hom(A, L) també compleix (\;). o b’ = o, aleshores, per
a cada s, \; o h/(s) = oy(s) per a tot 7, i la unicitat de la factoritzacié a través
de L dona h'(s) = h(s). Per tant h' = h.
Aixi (Hom(A, L), HX) és un limit de Ho D, i Hom(A, —) preserva el limit (L, A).
|

Observacio6 5.9 (La prova en una linia). La demostracié anterior és la lectura
element a element de la cadena de bijeccions

Hom(A,l'&nD) =~ Con(A,D) = lim, Hom(A, D;).

La primera bijecci6 és la proposicio 5.1. La segona és la descripcié dels limits a
Set com a families compatibles (exemple 5.5): un element de Jim, Hom(A, D;)
és una familia (o;); amb D, oq; = «;, és a dir, un con. La composta envia f a
(Xi o f)i, que és l’accié del con imatge.

Observacio 5.10. Aquest fet —els representables covariants preserven limits—
és una peca clau que retrobarem. Dualment, els representables contravariants
Hom(—, B) envien colimits a limits: com que Home¢(—, B) = Homew (B, —) i
un colimit de C és un limit de C°P, n’hi ha prou d’aplicar la proposicié a C°P.
Per exemple, Hom(A + A’, B) = Hom(A, B) x Hom(A’, B). Combinat amb el
lema de Yoneda, permet raonar sobre limits component a component, i és la
base tecnica de molts arguments de la teoria.

Sintesi del capitol.
Idees centrals

1. Un limit és el con universal sobre un diagrama; un colimit, el cocon uni-
versal, és a dir, el limit del diagrama corresponent a la categoria oposada.

2. El limit d’un diagrama D representa el prefeix de cons: Hom(—, 1£1 D) =
Con(—, D). Per tant, el con limit és tnic llevat d’un dnic isomorfisme
compatible amb les projeccions, i el vertex sol, llevat d’isomorfisme.

3. Productes, equalitzadors, pullbacks i I'objecte terminal sén limits; els
seus duals sén colimits. Tenir tots els limits finits equival a tenir ob-
jecte terminal, productes binaris i equalitzadors; equivalentment, objecte




CAPITOL 5. LIMITS I COLIMITS 146

terminal i pullbacks.

4. Set té tots els limits i colimits petits (families compatibles i quocients
de sumes), i les categories de functors els calculen punt a punt quan
existeixen a la categoria d’arribada.

5. Els pullbacks indueixen la reindexacié f*: C/B — C/A, que a Set rein-
dexa fibres i anticipa la substitucié de predicats.

6. Els representables Hom(A, —) preserven limits.

Errors tipics

Confondre el con (la familia de projeccions) amb el seu vertex (I’objecte); creure
que «tenir limits» depen de la tria d’un limit concret, quan la propietat uni-
versal el fixa llevat d’isomorfisme; oblidar que un colimit no és un limit de la
mateira categoria, siné de 'oposada; suposar que tot functor preserva limits
(només ho fan certs functors, com els representables covariants); i confondre
«F' preserva un limit», que parteix d’un limit de C i en demana la imatge,
amb «F' reflecteix limits», que parteix d'un con de C amb imatge limitant i en
conclou que ja era un limit.

Lectura recomanada

[2, cap. b] per a l'exposicié paral - lela a aquesta; [3, II1.3-1I1.4 i cap. V]| per al
tractament classic de limits com a cons universals; [5, cap. 3] per a exemples
addicionals, en particular §3.3, sobre preservacio, reflexié i creacié de limits, i
§3.4, sobre la naturalesa representable dels limits; [6, cap. 9] per a la intuicié
del limit com a subconjunt d’un producte tallat per equacions, i del colimit com
a quocient d’una suma; [8, cap. 3] per al prefeix de cons i el cas dels preordres;
[4, cap. 5] per a una presentacié breu, amb la interaccié entre functors i limits;
i[9, part IV, sessions 19-25], per a objectes terminals, productes i sumes, amb
els productes de grafs, en una presentacié molt elemental.




6 Adjuncions

Prerequisits

Functors, preordres vistos com a categories i la categoria lliure d’un graf
(cap. 2); transformacions i isomorfismes naturals, i equivaléncies de categories
(cap. 3); representabilitat i propietats universals (cap. 4); limits i colimits, i la
reindexaci6 per pullback (cap. 5).

Objectius
En acabar el capitol, el lector hauria de poder:

e definir una adjuncié mitjancant una bijeccié natural d’homconjunts i mit-
jancant unitat i counitat;

e calcular transposats i reconeixer la propietat universal de la unitat;
o verificar les identitats triangulars;

e reconeixer adjuncions en preordres i en construccions lliure—oblit;

e interpretar colimy 4 A @I i la currificacié com a adjuncions;

 interpretar a Set la cadena 35 - f* -V, com a prototip de la quantifi-
cacio;

e demostrar la unicitat dels adjunts llevat d’isomorfisme natural;

e aplicar que els adjunts per la dreta preserven limits i els adjunts per
I’esquerra, colimits.

6.1 Cap a la nocié d’adjuncié

Al llarg del llibre hem trobat ja la parella formada pel functor categoria lliure
Free: Graph — Cat i el functor graf subjacent U: Cat — Graph. Un altre
patré classic, que veurem ara en una versié elemental, és el del monoide lliure i el
functor oblit U: Mon — Set. En tots dos casos, un functor afegeix estructura de
la manera més lliure possible i I’altre 1’oblida, i tots dos estan lligats per una cor-
respondéncia precisa. Aquesta relacié s’anomena adjuncid, i és un dels conceptes
centrals de la teoria de categories.

Les adjuncions explicaran també un patré que vam observar en estudiar els
limits: els representables i molts functors oblit preserven limits de manera sis-
tematica, mentre que moltes construccions lliures preserven colimits. El teorema
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d’aquest capitol explicara aquests fenomens quan els functors en qiiestié siguin
adjunts. I seran un pont directe cap a la logica: els quantificadors existencial i
universal es revelaran com a adjunts.

La idea es pot copsar primer en el cas més simple, el dels preordres, on una
adjuncié és una parella d’aplicacions monotones lligades per una equivalencia de
desigualtats. Després la generalitzarem a categories qualssevol, substituint les
desigualtats per bijeccions entre conjunts de morfismes.

6.2 Adjuncions entre preordres

Siguin (P, <) i (@, <) dos preordres, vistos com a categories, i f: P — @,
g: @ — P dues aplicacions monotones.

Definicio 6.1. Diem que f és adjunta per ’esquerra de ¢ (i g adjunta per
la dreta de f), i escrivim f - g, quan per a tot z € P i tot y € Q,

flz)<y <= z<g(@).

Observaci6 6.1 (Unitat i counitat en un preordre). Si f - g, prenent y = f(x)
iz =g(y) ala definici6 s’obté

r<g(f(x),  fla(y) <y

per a tot x € P itot y € ). Reciprocament, si f i g son monotones i com-
pleixen aquestes dues desigualtats, aleshores f - ¢g: si f(z) < y, aleshores
r < g(f(x)) <g(y),isiz<g(y), aleshores f(x) < f(g(y)) < y. Aquestes dues
desigualtats son exactament la unitat i la counitat de ’adjuncié, que veurem
en general més endavant; en una categoria prima, les identitats triangulars no
aporten cap igualtat nova, perque entre dos objectes hi ha com a maxim una
fletxa. Una adjuncié entre preordres s’anomena sovint connexié de Galois.

Exemple 6.1 (Conjuncié i implicacid). Sigui Provr el preordre de férmules d’un
sistema proposicional 7" amb les regles usuals de A i —, i fixem una férmula A.
Les operacions A A — i A — — sén monotones, i per a totes les férmules B i C

ANBFHC < BFrrA—C,

de manera que

AN— 4 A — —.

Aquesta adjuncié codifica les regles de la implicacié; és la forma categorica del
teorema de deduccié. Es un primer indici que alguns connectius logics es carac-
teritzen mitjancant adjuncions, idea que reapareixera de manera sistematica en la
logica categorica.

Exemple 6.2 (Imatge, antiimatge i quantificadors). Sigui f: X — Y una apli-
cacib, i considerem els preordres P(X) i P(Y) de les parts, ordenats per inclusio.
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L’antiimatge
=4, TcY,

és monotona, i té adjunts a tots dos costats: per a S C X, posem
3(S) = fIS]={f(x) [z €S}, VS ={yeY|f'({y}) S}
Aleshores, peratot SC X itot T CY,
3(8)CT = SCf(T), ff(T)CS <= T CV9).

La primera equivalencia diu que les imatges dels elements de S son a T' exactament
quan tots els elements de S van a parar a T. Per a la segona: si f~1(T) C S i
y €T, tot x amb f(z) =yésa f~1(T) i, per tant, a S, de manera que y € V¢(5); i
reciprocament, si 7 C V(S) i f(z) € T, aleshores z € f~'({f(z)}) C S. Per tant,

3 4 fF AV,
El nom dels adjunts s’explica quan f és una projeccié 7: X x A — X. Un
subconjunt § C X x A és un predicat en dues variables, i

3,(S) = {x | existeix a € A amb (z,a) € S},

V.(S) ={z | (z,a) € S per a tot a € A} :
son exactament les lectures conjuntistes de la quantificacio existencial i universal
sobre la variable d’A, mentre que 7* afegeix una variable muda. Al capitol de

subobjectes veurem en quines categories existeixen aquests dos adjunts; aqui només
afirmem el cas de Set.

Exemple 6.3 (Interior topologic). Sigui X un espai topologic, P(X) el preordre
de les parts per inclusié i O(X) el dels oberts. La injeccié i: O(X) — P(X) té
com a adjunt per la dreta I'interior int: P(X) — O(X):

i(U)CS <« UCint(9),

per a tot obert U i tota part S. Es a dir, 'interior és el més gran obert contingut
en S.

6.3 Adjuncions entre categories

La definici6é general substitueix I’equivaléncia de desigualtats per una bijeccid
entre conjunts de morfismes, natural en totes dues variables.

Definicié 6.2 (Adjuncié). Siguin F': C - D i G: D — C dos functors entre
categories localment petites. Una adjuncié F' - G és una bijeccié

045: Homp(F(A), B) — Homc(A,G(B)),

per a cada A de C i B de D, natural en A i en B. Es diu que F' és I’adjunt
per l’esquerra i G 'adjunt per la dreta.
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Observacio 6.2. La naturalitat vol dir que 0 és un isomorfisme natural entre
els dos functors

Homp(F(-),—) i Hom¢c(—,G(—)),

tots dos de C°? x D cap a Set. Explicitament, peraa: A’ —+ Aa C,b: B— B’
aDiy: F(A) — B, el pas per § commuta amb la postcomposicié i amb la
precomposicio:

Bap(boy)=G(b)obap(p), 9A173(¢ o F(a)) =045(p) oa.

En paraules: transposar i després compondre amb G(b) o amb a és el mateix
que compondre primer amb b o amb F(a) i després transposar. Son els dos
quadrats de naturalitat

Hom(F(A), B) i

bo —J JG(b) o—
Hom(F'(A), B')

Hom(A,G(B"))
0a,p

0ap

Hom(F'(A), B) Hom(A, G(B))

—oF(a)J J—oa

Hom(F(A’), B) Hom(A’, G(B))

Oa B

on els vertexs son conjunts de morfismes i les fletxes verticals actuen per com-
posicié. Els morfismes que es corresponen sota # s’anomenen transposats 1'un
de laltre: si ¢: F(A) — B, el seu transposat és 0(p): A — G(B).

Observacio 6.3. El cas dels preordres n’és un cas particular: si P, () sén pre-
ordres, un conjunt de morfismes Hom(z,y) té com a molt un element, de man-
era que la bijecci6 Hom(f(z),y) = Hom(x,g(y)) es redueix a 'equivaléncia
flx) <y e x < g(y). Aixi, la definici6 general estén literalment la dels
preordres.

6.4 Unitat 1 counitat

Una adjuncio es pot descriure, de manera equivalent, sense esmentar la bijeccio,
mitjancant dues transformacions naturals distingides.
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Definici6é 6.3 (Unitat i counitat). Donada una adjuncié F' 4 G amb bijecci6
0:

e la unitat és la transformacié natural n: idc = G o F' de components
na = 0ara(idpay): A— G(F(A));
e la counitat és la transformacié natural ¢: F' o G = idp de components

ep = 0g(p p(idawm): F(G(B)) — B.

Observacié 6.4 (De la unitat i la counitat a la bijeccid). La unitat i la
counitat permeten recuperar la bijeccié. Donat ¢: F(A) — B, el seu transposat
és

0(p) = G(p) ona: A— G(B),

i dualment, donat ¢: A — G(B), el seu transposat invers és

0~ '(¢Y) =epo F(v): F(A) —» B

Definicié 6.4 (Fletxa universal). Sigui G: D — C un functor i A un objecte
de C. Una fletxa universal de A cap a G és una parella (R,7n4) formada per
un objecte R de D i un morfisme 74: A — G(R) tal que tot ¢: A — G(B)
factoritza de manera tnica com 1 = G(p) ons, amb p: R — B.

En una adjuncié F' - G, cada component de la unitat és una fletxa universal,
amb R = F(A) (exercici 6.3 dels Exercicis):

A—2 s G(F(a))
X YG(SO) ¥ =G(p)ona, ¢ unic.
G(B)

Aquesta és la formulacié de 'adjuncié que connecta directament amb els objectes
lliures.

Exemple 6.4 (El monoide lliure). Sigui U: Mon — Set el functor oblit dels
monoides i F': Set — Mon el functor que envia un conjunt X al monoide lliure
X* de les paraules finites en X, amb la concatenacié. Aleshores F© - U: un
homomorfisme de monoides X* — M esta determinat de manera tnica pels valors
sobre les lletres, és a dir, per una aplicacié X — U(M). Aquesta és exactament la
bijeccid
Homypgon(X™, M) = Homget (X, U(M)).

La unitat ny: X — U(X™) envia cada element a la paraula d’una lletra; és la fletxa
universal que exhibeix la propietat universal del monoide lliure. Aquest patré6 —
[liure - oblit— es repeteix per a grups, espais vectorials, categories i moltes altres
estructures.
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Exemple 6.5 (La categoria lliure d’un graf: Free 4 U). Els capitols anteriors
ja han preparat aquest exemple. El functor graf subjacent U: Cat — Graph i el
functor categoria lliure Free: Graph — Cat satisfan la bijecci

HOHlCat (Free(G), D) = HomGraph (G7 U(D))7

natural en GG i en D, que el capitol 4 va obtenir com la representabilitat del functor
D — Homgyaph (G, U(D)). Es a dir, Free 4 U. El que aporta ara el llenguatge de
les adjuncions és identificar-ne les dades:

o la unitat ng: G — U(Free(G)) és la insercié dels generadors: cada vertex va
a ell mateix i cada aresta, al cami de longitud 1 que la recorre;

o la counitat ec: Free(U(C)) — C avalua els camins formals: envia un cami
(f1,---, fn) de fletxes de C, recorregut en aquest ordre, a la composta f,, o
.-+ 0 f1, 1 el cami buit en un objecte, a la seva identitat.

6.5 Identitats triangulars

La unitat i la counitat no sén independents: satisfan dues equacions que, de
fet, caracteritzen les adjuncions.

Proposicié 6.1 (ldentitats triangulars). Per a una adjunci6 F' 4 G amb
unitat 1 i counitat ¢, es compleixen les identitats triangulars:

era) © F(na) = idray, G(eB) o nas) = idg(p),

és a dir, commuten els dos triangles

F(na G(B
P 2, b)) a(B) 2, a(F((B))
S e e
F(A) G(B)

Reciprocament, dues transformacions naturals n: id = GF i e¢: FG = id que
les satisfacin defineixen una adjunciéo F' 4 G.

Demostracio. Comprovem la primera identitat. Pel calcul del transposat,
071 (¢)) =ep o F(¢); prenent B = F(A) i 9 = na = 0(idpa)),

er(a) © F(na) = 07 (na) = 071 (0(idp(a))) = idpa) -

La segona identitat és dual, usant 0(p) = G(p) ony amb A = G(B) i ¢ = ¢p.
Per al reciproc, es defineix la bijeccié per 6(¢) = G(p)ona i 071 () = e o
F(1); les identitats triangulars garanteixen que sén inverses l'una de l'altra, i

la naturalitat de 7, dona la de 6.
|
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Observacio 6.5. Les identitats triangulars reben aquest nom perque expressen
la commutativitat de dos triangles que involucren F', G, i e. Donen una defini-
ci6 d’adjuncié purament diagramatica, sense referéncia a conjunts de morfismes,
la qual cosa és sovint la més comoda per treballar i 'inica disponible en con-
textos on no hi ha homconjunts (per exemple, en 2-categories abstractes).

Observacié 6.6 (Tres presentacions d’una adjuncidé). Hem trobat tres
maneres de donar una adjuncié entre C i D. Convé no barrejar-les, perque no
parteixen de les mateixes dades.

Presentaci6 Dades Condicions
bijeccid functors F' i G bijeccions naturalitat en A i en B
d’homconjunts 04,5: Hom(F(A),B) —
(definici6 6.2) Hom(A, G(B))
unitat i counitat functors F' i G; transformacions identitats triangulars
(proposici6 6.1) naturals : id = GF i
e: FG=id
fletxes universals només el functor G; per a cada A, cada 14 és universal; F' no es dona
(definici6 6.4) un objecte F'(A) i una fletxa sobre morfismes, siné que la
na: A — G(F(A)) propietat universal el determina

Els passos d’una presentacié a una altra son aquests:

e De la primera a la segona: 7 i ¢ sén els transposats de les identitats
(definici6 6.3).

e De la segona a la primera: les formules de I'observacié 6.4, que sén in-
verses gracies a les identitats triangulars (exercici 6.8 dels Exercicis).

e De la primera a la tercera: la unitat és universal (exercici 6.3).

e De la tercera a la primera: la propietat universal defineix F' sobre mor-
fismes i la bijecci6 ¢ — G(¢) o na (exercici 6.5).

La tercera presentacié és la més economica, perque no cal coneixer F' per
endavant; per aixo és la que s’usa per construir adjunts, com els objectes
lliures. La segona és la més comoda per calcular, i la primera és la que dona
directament els teoremes de preservacié de limits de la seccid segiient.

Observacié 6.7 (Adjuncions i equivaléncies). Al capitol 3 vam definir una
equivalencia mitjancant un quasiinvers GG i dos isomorfismes naturals orientats
com 7: idec = Go Fie: FoG = idp (definicié 3.5), la mateixa orientaci6
que la unitat i la counitat d’'una adjuncié F' 4 G. La coincidéncia no és casual.
Tota equivaléncia es pot equipar amb una estructura d’equivaléncia adjun-
ta: modificant, si cal, un dels dos isomorfismes naturals, es pot aconseguir
que 7 i € satisfacin les identitats triangulars, i aleshores F' 4 G amb unitat i
counitat isomorfismes naturals. Reciprocament, una adjuncié en qué la unitat
i la counitat son isomorfismes naturals és una equivaléncia. Les equivalencies
son, doncs, les adjuncions més simetriques possibles.
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6.6 Unicitat dels adjunts

Proposicio 6.2. Els adjunts sén tunics llevat d’isomorfisme natural. Si F' 4 G
i F 4G, aleshores G2 G';isi F4G 1 F' -G, aleshores FF = F'.

Demostracié. Si F 4G i F -G, aleshores per a tot A, B,
Hom(A, G(B)) = Hom(F(A), B) = Hom(A, G'(B)),

naturalment en A. Pel corol - lari del lema de Yoneda —dos objectes amb func-
tors representables naturalment isomorfs sén isomorfs—, G(B) = G'(B) natu-
ralment en B, és a dir, G = G’'. El cas de F' és dual.

|

6.7 Els adjunts i els limits

El resultat més 1til sobre adjuncions diu com interactuen amb limits i colimits.
Es la raé de fons per la qual molts functors oblit preserven els productes i, en
general, els limits.

Teorema 6.3 (Els adjunts per la dreta preserven limits). Si G: D — C és
un adjunt per la dreta, aleshores GG preserva tots els limits petits que existeixen
a D. Dualment, un adjunt per I’esquerra preserva tots els colimits petits que
existeixen.

Demostracié. Sigui F: C — D l'adjunt per 'esquerra de G, amb bijeccid
6 (definici6 6.2). Farem servir les dues equacions de naturalitat de 6: per a
b: B—B aDia: A — AaC,

O(bop)=G(b)ob(p), (¢ o F(a)) =0(p) o a.

Limits. Sigui (L, \) un limit d’un diagrama D: I — D. La familia G\ = (G(\));
és un con sobre G o D, perqué G(D,) o G()\;) = G(D, o \;) = G(\;) per a cada
u:i — j. Vegem que és universal. Sigui (A,«) un con sobre G o D, amb
a;: A = G(D;) i G(D,) oa; = a, 1siguin ¢; = 07 (ay): F(A) — D; els
transposats. Per la primera equacié de naturalitat,

Q(Du o sz) = G(Du) o =0y = 9(@])7

i com que 6 és bijectiva, D, o p; = ¢;: les ¢; formen un con sobre D amb vertex
F(A). Per tant hi ha una tnica h: F(A) — L amb \;oh = ¢; per a tot i. Posem
k=0(h): A— G(L). De nou per la primera equacio,

G(\) ok =60\ 0 h) = () = @,

de manera que k factoritza el con a. Es I'inica factoritzacié: si &': A — G(L)
compleix G()\;) o k' = «; per a tot i, aleshores i’ = = (k’) compleix O(\; 0 h') =
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G(\) ok = a; = 0(p;), don \; o b’ = ¢;; per la unicitat de h, ' = h, i
K =0(h) = k. Aixi (G(L),G\) és un limit de G o D.

Colimits. Sigui ara (K,k) un colimit d’un diagrama F: I — C. La familia
Fk = (F(k;)); és un cocon sobre F o E, perqué F(k;) o F(E,) = F(kj0 E,) =
F(k;). Sigui (B, #) un cocon sobre F'o E, amb f;: F'(E;) = B1if;oF(E,) =/,
i siguin ¢; = 0(5;): E; — G(B). Per la segona equacié de naturalitat,

Yjo B, = 9(5j © F(Eu)) = 0(8:) = i,

de manera que les v; formen un cocon sobre E, i hi ha una tnica m: K — G(B
amb m o r; = 1);. Posem n = 6~'(m): F(K) — B. Aleshores Q(noF Ki)) =
mok; =1; = 0(5;), és a dir, no F(k;) = ;. Sin’ també compleix n'o F(k;) = 5,
aleshores 6(n’) o k; = 0(5;) = 1y, d’on O(n') = min' =n. Aixi (F(K), Fk) és
un colimit de F'o E.

|

Observacié 6.8 (La demostracié en termes de representables). La de-
mostracio anterior és la versié «element a element» d’una cadena de bijeccions.
Per a tot objecte A de C, usant ’adjuncié i que Hom(F(A), —) preserva limits
(proposicié 5.4),
Hom(A, G(L)) = Hom(F(A), L) (
~ Jim Hom(F(A),D;) (
= lim, Hom(A, G(D;)) (adjuncié, natural en D;)
= Con(A,G o D) (limits a Set),

adjunci6)

Hom(F(A),—) preserva limits)

naturalment en A; la bijeccié composta envia f: A — G(L) a (G(\;) o f);.
Llegida aixi, l'afirmacié diu que G(L) representa el prefeix dels cons sobre
G o D, amb element universal GA (proposici6 5.1).

Observacié 6.9 (Que vol dir exactament «preservarn). El teorema no afirma
cap igualtat G(hm D) m(G o D): els limits només estan determinats llevat
d’isomorfisme, i una 1guaﬁt no tindria sentit. Tampoc no afirma només que
exristeir? algun isomorfisme entre aquests dos objectes. Afirma el que diu la
definicié del capitol 5: el con imatge (G(L), GA) és un con limit de G o D.

Si hem triat un limit ( im(G o D),7r) de G o D, la condici6 es pot expressar
amb un sol morfisme. El con G\ factoritza de manera tnica a través del limit
triat, i dona I'inic morfisme de comparacié

L) %@(GOD), moc=G(\;) per a tot i.

Aleshores G preserva el limit si i només si ¢ és un isomorfisme. En efecte, si
(G(L),G\) és un limit, I'inic isomorfisme compatible amb les projeccions entre
els dos limits de Go D compleix m;0c = G(\;), i per tant és c. Reciprocament, si
¢ és invertible, el con G\ és isomorf al con limit 7 per un isomorfisme compati-
ble amb les projeccions, i per tant és un limit. En aquest sentit precis escrivim

L mD) = L(G o D): Iisomorfisme és el canonic ¢, no un isomorfisme qual-
sevol. A més, la nocié no depen del limit triat de D, perquée dos limits de D
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son isomorfs per un unic isomorfisme compatible amb les projeccions, i G el
transporta.

La diferencia importa. El functor X — X + X de Set en si mateix no preserva
productes binaris. El morfisme de comparacié (X xY) + (X xY) — (X +
X) x (Y +Y) envia cada parella de la copia k a la parella de copies (k, k), i
no arriba als elements en quée les dues copies sén diferents. Tanmateix, per a
X =Y = N tots dos conjunts sén numerables, i per tant hi ha una bijeccid
entre ells. Dualment, F' preserva el colimit (K, x) de E quan el morfisme de
comparacié colim(F o E) — F(K) és un isomorfisme.

Observacio 6.10. Aquest teorema es recorda amb les sigles angleses «<RAPL»
(right adjoints preserve limits) i «<LAPC» (left adjoints preserve colimits). Ex-
plica de cop molts fets. Els functors oblit que sén adjunts per la dreta preserven
limits, pero aixo no implica que preservin colimits; en molts exemples algebraics
no els preserven. Dualment, els functors lliures, com a adjunts per ’esquerra,
preserven colimits, pero no hi ha cap teorema general que els obligui a preser-
var limits. El teorema dona una sola direccié i no prohibeix ’altra: un functor
amb adjunts a tots dos costats, com 'oblit Top — Set, preserva tant limits
com colimits. Es també un criteri negatiu util: un functor que no preserva
limits no pot ser un adjunt per la dreta.

6.7.1 El limit i el colimit com a adjunts del functor diagonal

Hi ha una segona manera, més sintetica, en que limits i colimits sén adjuncions
—no ja preservats per adjunts, sind ells mateixos adjunts. Fixem una categoria
d’indexs I i considerem el functor diagonal

A: C — CL

que envia un objecte A al diagrama constant de valor A (i un morfisme a la trans-
formacié natural constant). Prendre el limit i prendre el colimit d’un diagrama
sén operacions C! — C, i resulten ser, respectivament, I’adjunt per la dreta i per
I’esquerra de A.

Teorema 6.4 (colim 4 A - lim). Sigui I una categoria petita i suposem
que C té tots els limits i colimits de forma I. Fixem, per a cada diagrama
de forma I, un limit i un colimit; quan la familia de diagrames és propiament
gran, fem servir la convenci6é d’eleccié global de I'apéndix C. La propietat
universal estén aquestes tries, de manera tunica, a functors I'&HI i colimy (pas 2
de la demostraci6). Aleshores el functor diagonal A: C — C! té adjunt per
I’esquerra colimy i adjunt per la dreta @I:

colIim 4 A H %n

Demostracio. Recordem que A envia A al diagrama constant AA, amb
(AA); = Ai(AA), =idy, i un morfisme a: A" — A a la transformacié natural
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Aa de components a. Escrivim (m D, \P) per al limit triat de cada diagrama
D.

Pas 1: un morfisme AA = D és un con. Una transformacié natural a: AA = D
té components «;: A — D;, i el seu quadrat de naturalitat per a u: i — j
diu D, o = a;0idy = «;. Es exactament la condicié de con. Per tant,
Homci(AA, D) és el conjunt dels cons sobre D amb vertex A.

Pas 2: @ és un functor. Sigui B: D = D’ un morfisme de C!. La familia
Bio AP és un con sobre D', perqué D, 0 ;0 AP = 0D, 0 AP = ;0 AP. Definim
I'&n [ com 'inica fletxa amb

Af/o@ﬁ:ﬁioA? per a tot i.

La identitat i limidp compleixen totes dues aquesta condicié per a [ = idp.
Per a f': D' = D", la composicié l'&nﬁ’ o @15 la compleix per a 8’ o 5. Per la
unicitat de la factoritzacid, lim preserva identitats i composicio.

Pas 3: la bijeccio. Definim 64 p: Homci(AA, D) — HomC(A,yLnD) enviant
cada con « a 1'inica fletxa 0(a) amb AP of(a) = «a; per a tot i. Per la propietat
universal del limit, § és bijectiva, amb inversa h — (AP o h); = AP o Ah.

Pas 4: naturalitat. Per a a: A" — A, les fletxes 0(« o Aa) i 6(«) o a compleixen
totes dues AP o (=) = ;o a, i per tant coincideixen: és la naturalitat en A. Per
af: D= D,

AN olim o (@) = 047 0 6(a) = froar =2 0 0(F o a),

d’on lim 3 o O(a) = 6(5 o a): és la naturalitat en D. Aixi A FI.
L’adjuncio de l’esquerra és la duala, pas per pas. Una transformacié natural
v: D = AA té components v;: D; = A amb v; 0 D, = v;, és a dir, és un cocon.
Si (colim D, kP) és el colimit triat, colim 3 és I'inica fletxa amb colim 8 o kP =
kP o f3;, i és functorial per la mateixa raé. La bijeccié Homg(colim D, A) —
Homer (D, AA) és h — (hokP);, bijectiva per la propietat universal del colimit.
Es natural en A, perqué (aoh)okP = ao(hokP), ien D, perqué hocolim fok? =
(hokP") o B;. Aixi colimy 4 A.

[ |

Observacio 6.11. Aquesta férmula és una de les sintesis més netes del llibre:
recull en una sola linia tot el capitol de limits. En l'adjunci6 A @I, la
counitat en un diagrama D,

ep: A(lim, D) = D,

és exactament el con limit de D, és a dir, la familia de projeccions; la unitat en
un objecte A és el morfisme A — I'&HI AA. Dualment, en 'adjuncié colimy 4 A,
la unitat

np: D = A(coliml D)

és el cocon colimit, la familia d’injeccions, mentre que la counitat és el morfisme
colimf AA — A. Identificar quina de les dues transformacions és el con o el
cocon universal és un bon exercici per fixar la diferencia entre unitat i counitat.
I la lectura és profetica: quan al capitol de subobjectes vegem |’existencial
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i I'universal com a adjunts de la reindexacié f*, estarem veient una versié
«fibrada» d’aquesta mateixa idea —f* fa el paper de A, i els quantificadors, el
de colim i lim.

6.8 Exponencials i currificaci6

Recuperem ara la relacié que vam ajornar en tractar les categories de functors:
la que lliga el producte amb els objectes de functors.

Proposicio 6.5. Per a categories petites A, B, C, hi ha un isomorfisme natural

Homeat (A x B, C) =2 Homcq (A, CB).

Es a dir, el functor — x B és adjunt per I'esquerra del functor (—)B:

- xB 4 (-)B

Demostracio. Primer, els dos costats son functors Cat — Cat. El functor
— x B envia P: A’ — A a P x idg. El functor (—)B envia K: C — C’ a la
composicié amb K, CB — C®B, que fa H — Ko H i n+ Kn (capitol 3). Si B i
C so6n petites, CB també ho és. A A x B escrivim els morfismes com a parelles,
que es componen component a component, i fem servir la descomposicio

(f,9) = (f,idy)o(id,, g) = (idy, g) o (f,idp) pera f:a—d, g:b—V. (x)

Currificacid. Sigui F: A xB — C. Per a cada objecte a, AF(a) = F(a,—) és el
functor B — C que envia b — F(a,b)ig — F(id,, g). Esun functor perqué F ho
ési (idg, ¢')o(ids, 9) = (ida, g'0g). Pera f: a — d/, AF(f): F(a,—) = F(d',—) té
components F(f,id,). Es natural perque, aplicant F a (%), F(idy, g)oF(f,idy) =
F(f,g) = F(f,idy) o F(id,, g). Finalment, AF: A — CB és un functor: les
components de AF'(id,) sén identitats, i les de AF(f' o f) sén F(f' o f,id,) =
F(f',idy) o F'(f,idy), que sén les de la composicié vertical AF(f") o AF(f).
Descurrificacié. Sigui H: A — CB. Definim H: A x B — C per

H(a,b) = H(a)(b),  H(f.g)=H(f)y o H(a)(g) = H(a')(g) o H(f)s,

on la segona igualtat és la naturalitat de H(f). Les identitats es preser-
ven perque H(id,) és la transformaci6 identitat i H(a) és un functor. Per a

(flyg/>: (a/7bl> - (a/,7b”),

H(f',g)o H(f,g)=H(f")y o H(d')(g") o H(f)y o H(a)(g)
= H(f )y o H(f)y o H(a)(g") o H(a)(g)
= H(f" o f)y o H(a)(g ©g),

on hem fet servir la naturalitat de H(f) per a ¢’, que H preserva la composicid
(vertical, component a component) i que H(a) és un functor. Aixo és H((f',q')o
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Sén inverses. Per a F: AF(a,b) = F(a,b) i AF(f,g) = F(f,idy) o F(id,, g) =
F(f,g), per (*). Per a H: AH(a) envia g a H(id,, g) = H(a)(g), de manera que
AH(a) = H(a); i les components de AH(f) sén H(f,idy) = H(f)s, de manera
que AFI(f) = H(f).
Naturalitat. Pera P: A’ — A, el functor A(Fo(P xidg)) envia a’ a F(P(a’), —)
i f a la transformacié de components F(P(f’),id,); és a dir, és AF o P. Per a
K:C— C,A(KoF)envinaa KoF(a,—)1i f ala transformacié de components
K(F(f,idy)), que és K AF(f); és a dir, A(KoF) = KBoAF, on KB és la imatge
de K pel functor (—)B. Aquestes dues igualtats sén la naturalitat de A en A i
en C. Per tant, — x B - (—)B.

|

Observacio 6.12. Aquesta adjuncié —producte 4 exponencial— és el prototip
de les categories cartesianes tancades, que estudiarem al capitol segiient i
que soén el marc categoric del calcul lambda simplement tipat. La «currificacié»
és exactament la que apareix en programacié funcional: transformar una funcié
de dues variables en una funcié que retorna funcions.

Sintesi del capitol.

Idees centrals

1. Una adjunci6 F + G és una bijecci6 natural Hom(F(A),B) =
Hom(A, G(B)), i dona els transposats.

2. Equival a donar una unitat i una counitat que satisfan les identitats
triangulars; la unitat expressa una propietat universal, i dualment la
counitat.

3. Exemples clau: les connexions de Galois entre preordres, Free 4 U i, a
Set, la cadena d; - f* 4 V.

4. colimy 4 A @1 i — x B - (=) mostren que moltes propietats univer-
sals son adjuncions.

5. Els adjunts son unics llevat d’isomorfisme natural; els adjunts per la dreta
preserven limits, i els adjunts per I’esquerra, colimits.

Errors tipics

Intercanviar quin adjunt preserva limits i quin colimits; creure que un adjunt
per la dreta no pot preservar colimits, quan el teorema només dona una direccio;
oblidar la naturalitat de la bijeccié d’homconjunts; confondre unitat i counitat
(per exemple, a A = lim el con limit és la counitat, no la unitat); i tractar
les mnemotecniques («KRAPL /LAPC») com a terminologia establerta en lloc
d’ajudes informals.

Lectura recomanada

[2, cap. 9], especialment §§9.4-9.6, per als adjunts d’ordre, els quantificadors
com a adjunts i RAPL; [4, cap. 2] per a la unitat, la counitat i les fletxes
universals; [5, §§4.1-4.5] per al calcul d’adjuncions i la preservacié de limits;
[8, cap. 4] per als exemples lliure—oblit, les connexions de Galois i ’adjunci6
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entre categories i grafs; [6, cap. 13| per a una exposicié orientada a exemples;
i [3, cap. IV] per al tractament classic.



7 Categories cartesianes
tancades

Prerequisits
Representabilitat i lema de Yoneda (cap. 4); productes i limits finits (cap. 5);
adjuncions i currificacié (cap. 6). No cal cap coneixement previ de calcul lamb-
da: el capitol n’introdueix la semantica necessaria.
Objectius
En acabar el capitol, el lector hauria de poder:

o definir 'objecte exponencial per la seva propietat universal, com a rep-

resentacié del functor A — Hom(A x B, C), i escriure les dues lleis de la
currificacio;

e reconeixer una categoria cartesiana tancada i ’exponencial com a adjunt
per la dreta de — x B;

o caracteritzar els ordres parcials cartesians tancats com a semireticles im-
plicatius amb maxim, i relacionar-los amb les algebres de Heyting;

e situar Set, els preordres, les categories de prefeixos, Graph i Top re-
specte del tancament cartesia;

e interpretar el calcul lambda simplement tipat en una CCC, incloses les
lleis 5 i n i les regles estructurals.

En tractar les adjuncions vam trobar, al final del capitol, ’adjunci6 entre el
producte i I'exponencial a Cat: — x B - (—)B. Aquella era una manifestaci6
externa d’'un fenomen que ara volem fer intern a una categoria qualsevol. Una
categoria cartesiana en que, per a cada objecte B, el functor — x B té adjunt
per la dreta s’anomena cartesiana tancada, i és, exactament, el marc on es
pot interpretar el calcul lambda simplement tipat. Aquest capitol construeix
aquesta nocié pas a pas, la il - lustra en els exemples fonamentals i n’explica la
lectura com a semantica de tipus i termes. Es el primer pont explicit del llibre cap
a la logica categorica.

Al capitol anterior, les adjuncions van unificar construccions aparentment di-
verses: objectes lliures, interiors i clausures, connectius logics i exponencials. El
patré comu, una bijecciéo natural d’homconjunts o, equivalentment, una unitat i
una counitat que satisfan les identitats triangulars, reapareixera com a columna
vertebral de tot el que segueix. En aquest capitol el trobem en 'adjuncié entre

161
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el producte i 'exponencial; més endavant, en les categories amb ’estructura sufi-
cient, veurem que els quantificadors 3 i V es modelen, respectivament, com els
adjunts per 'esquerra i per la dreta dels functors de reindexacié entre subobjectes:
és la formulacié categorica de la relacié entre quantificacié i substitucio.

7.1 Categories cartesianes

Recordem que un producte finit és el limit d’un diagrama amb un nombre finit
d’objectes i cap morfisme no trivial. El cas de zero objectes és 'objecte terminal;
el de dos, el producte binari. Una categoria té tots els productes finits si té
objecte terminal i producte binari de qualsevol parella, ja que els productes de tres
0 més objectes s’obtenen iterant.

Definici6 7.1 (Categoria cartesiana). Una categoria C és cartesiana si té
objecte terminal 1 i producte binari A x B de qualsevol parella d’objectes.
Equivalentment, si té tots els productes finits.

En una categoria cartesiana disposem, per a cada objecte A, del morfisme
diagonal
5A = <idA,idA>l A— A X A,

I’nic morfisme les dues projeccions del qual sén la identitat, i del morfisme tnic
'4: A — 1. Escrivim la diagonal amb mintscula per no confondre-la amb el functor
constant A4 (exemple 2.2). Aquestes dades no sén estructura addicional: queden
determinades per les propietats universals.

Els productes escollits determinen també la functorialitat del producte. Donats
f:A—>A"ig: B— B, posem

fxg=(fom, gom): AxB— A" xB.

En particular, per a B fix, 'assignacié A — A x B defineix el functor — x B, tal
com precisem ara.

Proposicié 7.1 (El producte per un objecte és functorial). Sigui C carte-
siana i B un objecte fix. L’assignaci6 A — A x B s’estén a un functor

—xB:C— C,

que envia f: A — A’ al morfisme f xidg = (fom,m): Ax B— A" X B.

Demostracio. Cal comprovar que — X B respecta identitats i composicions.
Per a la identitat, id4 x idg = (7, m2) = idaxp per la unicitat de la propietat
universal del producte. Per a la composicio, siguin f: A — A'ig: A — A".
Tant (go f) xidg com (g xidg)o(f xidp) tenen com a projecci6 primera go fom;
i com a projeccié segona 7y; per unicitat, coincideixen.
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7.2 Objectes exponencials

En una categoria cartesiana, la pregunta clau és si el functor — x B té adjunt
per la dreta. Per a B i C fixos, I’exponencial C?, quan existeix, representa el
functor

A+— Hom(A x B,C)
(capitol 4); quan existeix per a tot C, defineix 'adjunt per la dreta de — x B.

Definicié 7.2 (Objecte exponencial). Siguin B,C objectes d’una categoria
cartesiana C. Un objecte exponencial C*” és un objecte dotat d’un morfisme

d’avaluacié
ev: CBx B C

amb la propietat universal seglient: per a tot objecte A i tot morfisme
f: Ax B — O, existeix un tnic morfisme \f: A — CP, la transposada o
currificacié de f, tal que el triangle

AN oxid
AxBf BC’BxB

C

commuta, és a dir, evo(Af X idg) = f.

L’avaluacié formalitza la idea d’«aplicar una funcié al seu argumenty, i la
currificacid, la de «fixar un parametre». Com tota representacio, I’exponencial és
tnic llevat d’un unic isomorfisme compatible amb 'avaluacié: si (E,ev) i (E',ev’)
s6n exponencials de C' per B, hi ha un tnic isomorfisme u: £ — E’ amb ev’ o(u x
id B) = eV.

Observacié 7.1 (Les dues lleis de la currificacié). La correspondéncia f +—
Af és una bijeccié entre Hom(Ax B, C') i Hom(A, CP), amb inversa g — ev o(gx
idp). Les dues composicions donen identitats:

evo(Af x idp) = f, Aevo(g x idp)) = g,

per a tot f: Ax B — Citot g: A — CB. La primera és la condicié de la
definici6. La segona en surt per unicitat: ¢ és un morfisme A — C® que fa
commutar el triangle per a f = evo(g xidg), i I'anic que ho fa és \f. Aquestes
dues lleis s6n la versié categorica de les lleis 8 i n del calcul lambda, que veurem
més endavant; la naturalitat de la bijecci6 la converteix en una adjuncio.

Proposicié 7.2 (L’exponencial és un adjunt per la dreta). Si per a un objecte
fix B existeix I’exponencial C? per a tot O, aleshores ’assignacié C' + OB
s’estén a un functor (—)®: C — C i hi ha un isomorfisme natural

Hom(A x B, C) = Hom(A, C?),
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natural en A ien C. Es a dir, — x B 4 (—)%.

Demostracié. La currificacié f — Af és la bijeccié buscada (observacié 7.1).
La naturalitat en A es comprova precomponent amb a: A — A i usant la
functorialitat de — x B (la proposici6 7.1); la naturalitat en C' defineix, de fet,
lacci6 de (—)® sobre morfismes: donat ¢: C' — ', es posa ¢ = \(coev): CF —
C'B. Que aixo respecta identitats i composicions se segueix, un cop més, de la

unicitat de la transposada.
[ |

Notacié 7.1. Escrivim indistintament CP o [B,C] per a I'exponencial. La trans-
posada de f es denota \f o f; la seva inversa, evo(g xidp), es denota g i s’anomena
descurrificacié de g.

7.3 La definici6é de categoria cartesiana tancada

Definicié 7.3 (Categoria cartesiana tancada). Una categoria C és carte-
siana tancada (abreujat CCC, de l'anglés cartesian closed category) si és
cartesiana i, a més, per a cada objecte B, el functor — x B: C — C té adjunt
per la dreta (—)P. Explicitament, C té:

1. un objecte terminal 1;
2. productes binaris A x B;

3. exponencials C” amb avaluacié i currificacié.

Observacié 7.2 (L’exponencial com a bifunctor). En una CCC, els expo-
nencials s’organitzen en un bifunctor

(). crxCc—C, (B,C) — CP,
contravariant en B i covariant en C| i la bijeccio

Hom(A x B,C) = Hom(A,C?)

és natural en les tres variables A, B i C. L’accié en C' és la de la proposici6 7.2;
la construccié de I'accié en B, mitjancant la transposada de evo(id x f), es
proposa als Exercicis.

La condici6 es pot resumir dient que en una CCC les tres operacions «no fer
res» (terminal), «aparellar» (producte) i «formar espais de funcions» (exponencial)
hi sén totes i estan lligades per adjuncions. Aquesta és exactament l'estructura
que necessita un llenguatge de tipus amb producte de tipus i tipus funcié.

Observacio 7.3. La tancadura és una propietat objecte a objecte: cal
I’exponencial per a cada base B. Una categoria pot tenir alguns exponencials
i no ser tancada. La demanda uniforme —un adjunt per la dreta de — x B per
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a tot B— és el que fa que la currificaci6 estigui sempre disponible.

7.4 Exemples fonamentals

Exemple 7.1 (Set). La categoria Set és cartesiana tancada. L’objecte terminal és
qualsevol conjunt d’un element; el producte és el producte cartesia; i I’exponencial
CB és el conjunt de totes les aplicacions B — C, amb lavaluaci6 ev(g,b) = g(b).
La currificacié A\f: A — CP d’una aplicacié f: A x B — C és A\f(a) = (b —
f(a,b)): exactament la currificacié de la programacié funcional. Aquest és el
model prototipic i el que dona nom a tota la construccié.

Exemple 7.2 (Cat: transformacions naturals com a functors). La categoria
Cat de les categories petites és cartesiana tancada: el terminal és 1, el producte
és la categoria producte i ’exponencial de C per B és la categoria de functors CB
(proposicié 6.5). Fem explicits I'avaluaci6 i la currificaci, i després els llegim en
un cas concret.

Avaluacié. El functor ev: CB x B — C és

ev(H,b) = H(b),  ev(n,g)=mny o H(g) = H'(g) om,

per an: H = H' ig:b— V; la segona igualtat és la naturalitat de n. Es la
descurrificacié de idgs a la demostracié de la proposicioé 6.5, i d’alla en surt que
és un functor.

Currificacio i llei §. La currificacié de F': A x B — C és el functor AF: A —
CB d’aquella demostracié. El triangle de la definicié 7.2 commuta: sobre objectes,
eV(AF(a), b) = F(a,b); sobre un morfisme (f, g),

ev(AF(f),9) = AF(f)y o AF(a)(g) = F(f,idy) o F(ida, 9) = F(f, 9).

Aixi, evo(AF x idg) = F: avaluar la currificacié torna la funci6é de dues variables.

Un cas concret: B = 2. La categoria C? és la categoria de fletxes de C:
els objectes sén els morfismes de C i els morfismes, els quadrats commutatius
(Practica del capitol 3). L’avaluacié envia (h,0) al domini de h, (h, 1) al codomini
i (h,u) a h mateix, on u: 0 — 1. Un functor ®: A x 2 — C consisteix en tres
dades:

o dos functors F' = &(—,0) i G = &(—,1) de A a C;
o una familia a, = ®(id,, u): F(a) = G(a);

o la naturalitat G(f) o a, = ax o F(f), que no és cap condicié nova: és @
aplicat a les dues descomposicions de (f,u).

Es a dir, un functor A x 2 — C és una transformaci6 natural a: F = G. La seva
currificacié A®: A — C? envia a a la fletxa a, i f al quadrat de naturalitat de
f. L’avaluaci6 recupera les tres peces: ev(A®(a),0) = F(a), ev(AP(a),1) = G(a) i
ev(A®(a),u) = a,. Tenim, doncs, tres lectures d’una mateixa dada,

a: F=G s Ax2—C — A - C?
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i el pas de la segona a la tercera és la currificacié, amb I’avaluacié com a inversa.

Exemple 7.3 (Preordres cartesians tancats). Un preordre amb infims finits, vist
com a categoria, és cartesia: el terminal és I’element maxim T i el producte és
Iinfim x Ay. Té exponencials si i només si, per a cada b, 'operacié — A b té adjunt
per la dreta; aquest adjunt és la implicacié b = —, caracteritzada per

aNb<c <<= a<(b=c).

Un ordre parcial amb infims finits és, doncs, cartesia, i és cartesia tancat si i només
si és un semireticle implicatiu amb maxim: un A-semireticle amb element
maxim T i una operacié d’implicacié que satisfa ’equivaléncia anterior (també
anomenat semireticle de Brouwer). Per a un preordre, la mateixa caracteritzaci6
val després de passar al quocient per I’equivaléncia

a~b <= a<bib<a,

perque en la terminologia algebraica habitual un semireticle és un ordre parcial.
Aquesta estructura captura la part (T, A, =) de la logica.

Convé no confondre aquesta estructura amb una algebra de Heyting. Una
algebra de Heyting és un reticle distributiu acotat —amb infims finits T, A i
suprems finits L, V— proveit d’'una implicacié que satisfa I’equivaléncia anterior.
El tancament cartesia per si sol només dona la part multiplicativa: no garanteix
ni els joins V ni el minim 1. Reservem, doncs, el nom dlgebra de Heyting per al
cas amb suprems finits; un semireticle implicatiu amb maxim que a més tingui
suprems finits (i sigui distributiu, cosa automatica en presencia de la implicacid)
és una algebra de Heyting. Aquest exemple és decisiu per a la logica: la implicacio
intuicionista és I’exponencial, i el tancament cartesia és la traduccié algebraica de
disposar del connectiu —, mentre que la disjunci6é V correspon als suprems.

Observacié 7.4 (Atenci6: cartesia tancat no vol dir algebra de Heyting).

En un preordre, ser cartesia tancat dona T, A i =, i res més. Un exemple
minim mostra queé pot faltar. Sigui ZU{+oo0} amb P'ordre usual. Es una cadena
amb maxim +oo, amb infims a A b = min(a, b), i té implicaci6

+oo sib<c,
b=c= ]
c sib>c.

En efecte, si b < ¢ tenim a A b < ¢ per a tot a; si b > ¢, tenim min(a,b) < ¢ si i
només si a < c¢. Per tant és un ordre parcial cartesia tancat. Pero no té element
minim, de manera que no és una algebra de Heyting. Aqui no existeixen ni
1, ni la negaci6 =b = (b = L), ni el principi ez falso; no hi ha, doncs, cap
interpretacié de la falsedat. En altres exemples pot faltar el suprem binari V,
i amb ell la disjuncio.

La relaci6 exacta és aquesta: una algebra de Heyting és un ordre parcial cartesia
tancat que, a més, té coproductes finits (L i V). La distributivitat ve aleshores
gratis, perqué — A b, com a adjunt per 'esquerra, preserva els suprems (capi-
tol 6). L’estructura de Heyting també condiciona els morfismes: un morfisme
d’algebres de Heyting ha de preservar L i V, cosa que no demana un functor




CAPITOL 7. CARTESIANES TANCADES 167

que només preservi l'estructura cartesiana tancada. En logica, el tancament
cartesia modela el fragment (T, A, —); la falsedat i la disjunci6 sén estructura
addicional.

Exemple 7.4 (Categories de prefeixos). Per a qualsevol categoria petita C, la cat-
egoria de prefeixos C = Set®” (exemple 3.6) és cartesiana tancada. Els productes
i el terminal es calculen objecte a objecte a Set (proposicié 5.3), i 'exponencial
es defineix, mitjangant el lema de Yoneda, per Q¥'(A) = Nat(Hom(—, A) x P, Q).
Aquestes categories seran el terreny natural dels topos de prefeixos.

Exemple 7.5 (Grafs). Al capitol 3 vam veure que Graph = Set®, on P té dos
objectes E,V i dues fletxes s,t: E — V. Com que Set? = Set®")” els grafs son
exactament els prefeixos sobre P°P: un prefeix G': (P°?)°® — Set és la dada de dos
conjunts, de vertexs i d’arestes, i de les aplicacions origen i desti. Per tant, com a
cas particular de ’exemple anterior, Graph és cartesiana tancada. No calcularem
aqui I'exponencial de dos grafs; n’hi ha prou de saber que existeix i que es pot
obtenir amb la férmula de Yoneda de ’exemple anterior.

Observacié 7.5 (Un no-exemple instructiu). La categoria Top dels espais
topologics no és cartesiana tancada: no sempre existeix una topologia sobre
I’espai de funcions continues que faci de l'avaluacié un morfisme universal.
Aquesta mancanca va motivar historicament la introducci6 de categories «con-
venients» d’espais topologics, com la dels espais Hausdorff compactament gen-
erats, amb les construccions categoriques adequades, que si que és cartesiana
tancada. El tancament cartesia és, doncs, una propietat delicada i valuosa, no
automatica.

7.5 Semantica del calcul lambda
simplement tipat

El motiu pel qual les CCC sén centrals en logica categorica és la seva corre-
spondéncia amb el calcul lambda simplement tipat. Descrivim la traduccié
a nivell introductori; és una de les formes de "anomenada correspondéncia de
Curry—Howard-Lambek.

7.5.1 Tipus com a objectes

Fixem un conjunt de tipus base. Els tipus es construeixen amb dues opera-
cions: el producte de tipus ¢ x 7 i el tipus funcié ¢ — 7, més un tipus unitat
1. En una CCC C, la interpretaci6 [—] assigna:

[1] =1, [0 x 7] = [o] x [7], [o — 7] = [r]PL

Cada tipus esdevé un objecte; el tipus funci6é esdevé un exponencial.
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7.5.2 Termes com a morfismes

Un context ' =z, : 0y1,...,2, : 0, s’interpreta, per recursio, com un producte:
[@] =1, [T,z : o] =[I] x [o].

Un terme I' - ¢ : 7, amb variables lliures en el context I', s’interpreta com un
morfisme

[t]: [T — [7]

Les regles de formaci6é de termes es corresponen amb les operacions de la CCC:

una variable z; s’interpreta amb la projeccié m;;
o una parella (¢, u), amb el morfisme aparellament ([¢], [u]) cap a un producte;

e una aplicacié ¢ u, amb la composicié de 'avaluacié i aparellament de [t] i
[ul;

o una abstraccié A\z:0.t, amb la currificacié A[t]: si I,z : o =t : 7, aleshores
[]: [T] x [o] — [7], i la seva transposada és un morfisme [I] — []!,
exactament el tipus de A\x:o.t.

La correspondencia entre abstraccié i currificacié és el cor de la traduccié: lligar
una variable és transposar per l'adjuncié, i aplicar una funcié és avaluar. Les regles
de conversio del calcul es tornen igualtats de morfismes:

(B) (Az.t)u=tu/z esdevé evo(A[t], [u]) = [t] o (id, [u]),

que no és literalment I'equacié de la definicié 7.2, siné que se’n dedueir. Si f =
[t]: [T]x[e] — [7], la primera llei de la currificacié (observaci6 7.1) dona ev o(\f x
id) = f, i precomponent amb (idpry, [u]): [I'] = [I'] x [o] s’obté

evo(Af, [u]) = evo(Af x id) o (id, [u]) = f o (id, [u]),

que és la interpretacié de la substitucié t[u/z]. La regla (n), A\zx.(tz) = t, es
correspon amb la segona llei, és a dir, amb la unicitat de la transposada.

Observacié 7.6 (L’estructura cartesiana i les regles estructurals). Els mor-
fismes canonics del producte interpreten les regles estructurals de la logica i
del calcul. Una projeccié [I'] x [o] — [I'] permet oblidar una variable (de-
bilitament); la diagonal §: [o] — [o] x [o] permet reutilitzar-la (contraccid); i
I'isomorfisme de simetria [o] x [7] & [7] % [o] permet intercanviar-ne 'ordre
(intercanvi). Es per aixd que la diagonal, introduida al comencament del capi-
tol, no és un detall aillat: D’estructura cartesiana és exactament la que fa
admissibles aquestes tres regles.

Observaci6 7.7 (Curry-Howard—-Lambek). La correspondéncia es pot fer pre-
cisa: després de fixar una nocié adequada de teoria del calcul lambda simple-
ment tipat, una estructura cartesiana tancada escollida i els morfismes que la
preserven, s’obté una equivaléncia de categories entre les dues presentacions.
En aquest sentit, tipus, termes i equacions del calcul lambda corresponen a ob-
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jectes, morfismes i igualtats de morfismes en una CCC. Aquesta és la primera
de les grans traduccions «logica = categoria» que estructuraran l’estudi pos-
terior de la logica categorica; les seglients afegiran, sobre aquesta base, els
subobjectes per als predicats i la reindexacié per a la quantificacio.

Sintesi del capitol.

Idees centrals

1. L’objecte exponencial CP representa el functor A — Hom(A4 x B, C); la
currificacié és la bijecci6 corresponent, amb les dues lleis evo(Af x idg) =
fiXevo(gxidg)) =g.

2. Una categoria cartesiana tancada té productes finits i tots els expo-
nencials; els exponencials s’organitzen en un bifunctor contravariant en
I’exponent i covariant en la base.

3. Un ordre parcial cartesia tancat és un semireticle implicatiu amb maxim;
per a un preordre, aquesta descripcié val després de passar al quocient per
I’equivaléncia a ~ b. Si, a més, hi ha suprems finits, s’obté una algebra
de Heyting; sense ells, no (per exemple, Z U {+0cc0} no té L).

4. Set, Cat, les categories de prefeixos i, en particular, Graph son carte-
sianes tancades. A Cat, 'avaluacio i la currificaci6 identifiquen les trans-
formacions naturals amb els functors A x 2 — Ci A — C2%; Top no ho
és en general.

5. El calcul lambda simplement tipat s’interpreta en tota CCC: els contextos
com a productes, I’abstraccié com a currificacio, i les lleis § i n com a
conseqiiencies de les dues lleis de la currificacio.

Errors tipics

Identificar tota categoria cartesiana tancada amb una algebra de Heyting, fins
i tot quan és un ordre parcial (poden faltar L i els joins, i amb ells la negaci6
i la disjuncid); atribuir la functorialitat del producte a la diagonal en lloc de
a la seva propietat universal; i tractar la correspondéncia de Curry—Howard—
Lambek com una igualtat en lloc d’una equivalencia amb estructura triada.

Lectura recomanada

[2, cap. 6] per a exponencials i CCC; [13] per a la correspondéncia amb el calcul
lambda; [12, cap. 1] per als exemples de prefeixos; [6, cap. 6], que presenta les
CCC i el calcul lambda tipat i calcula explicitament ’exponencial de dos grafs
(exemple 6.1.12); i [5, §4.3] per a la formulaci6é de I’exponencial com a adjunt;
[10, §11], per als exponencials en categories de prefeixos (§11.1) i la semantica
del calcul lambda tipat (§11.2); i [9, article V, sessions 30-31], per a una
introduccié molt elemental als objectes de morfismes.




8 Subobjectes, imatges
i factoritzacions

Prerequisits

Monomorfismes i epimorfismes (cap. 1); pullbacks, coequalitzadors, limits finits
i reindexacié per pullback (cap. 5); adjuncions, especialment entre preordres

(cap. 6).
Objectius
En acabar el capitol, el lector hauria de poder:

o definir els subobjectes i entendre Sub(A) com un ordre parcial de predi-
cats sobre A;

 interpretar la reindexaci6 f* com a substitucié i organitzar-la, en una cat-
egoria ben potenciada, en un functor contravariant Sub: C°® — Poset;

e interpretar la interseccié de subobjectes com a pullback;
e definir epimorfisme regular, parella nucli i factoritzacié imatge;
e reconeixer una categoria regular;

o demostrar 'adjunci6é 35 4 f*.

El capitol anterior ens ha donat la semantica dels tipus i els termes. Ara
construim la peca complementaria: la interpretacié de les proposicions i la sub-
stitucié. La idea directriu és senzilla i profunda: un predicat sobre un objecte
A —una propietat que els «elements» de A poden tenir o no— es representa
categoricament per un subobjecte de A. A Set, un subconjunt es representa
per la seva inclusio, que és injectiva; en una categoria arbitraria, el paper de les
injeccions el fan els monomorfismes. Els subobjectes d’un objecte formen un ordre
parcial Sub(A), i la reindexaci6é per pullback, que ja vam construir, hi actua com
la substitucio.

A la segona meitat del capitol construim la factoritzacié imatge d’un mor-
fisme. A Set, tota aplicacié es factoritza com una aplicacié exhaustiva sobre la
seva imatge seguida de la inclusié d’aquesta imatge; en una categoria arbitraria,
aquesta idea es reformula mitjancant epimorfismes regulars i monomorfismes. De-
sprés definim les categories regulars com aquelles on aquesta factoritzacio és
estable per canvi de base, i n’obtenim una conseqiiencia notable: ’existencial
apareix com a adjunt per ’esquerra de la reindexacié. Luniversal V; requereix

170



CAPITOL 8. SUBOBJECTES, IMATGES I FACTORITZACIONS 171

estructura addicional i es tractara al volum de logica categorica. Amb aixo, el
volum tanca la infraestructura categorica que la logica fara servir.

8.1 Subobjectes

Volem capturar la idea de «subconjunt» de manera purament categorica. A
Set, un subconjunt S C A es pot presentar per la seva injeccié S — A, que
és un monomorfisme. Pero dos monomorfismes diferents poden tenir la mateixa
imatge: una injeccié i una reparametritzacié bijectiva del domini defineixen «el
mateix» subconjunt. Cal, doncs, identificar monomorfismes que difereixen per un
isomorfisme del domini.

Definicié 8.1 (Subobjecte). Sigui A un objecte d’una categoria C. Con-
siderem els monomorfismes amb codomini A. Diem que dos monomorfismes
m: S — Aim': S — A soén equivalents, i escrivim m ~ m/, si existeix un
isomorfisme p: S — S" amb m’' o ¢ = m:

¥
S S’

N

A

Un subobjecte de A és una classe d’equivalencia de monomorfismes per aque-
sta relacié. Escrivim [m] per al subobjecte representat per m.

Observacio 8.1. La relacié6 ~ és d’equivaléncia: la reflexivitat usa ¢ = id, la
simetria usa ¢! (que existeix perque ¢ és isomorfisme), i la transitivitat, la
composicié d’isomorfismes. Cal notar que I'isomorfisme ¢, si existeix, és unic:
de m"op = m = m' oy iel fet que m' és mono se segueix p = ¢'. Els
subobjectes estan, doncs, ben definits sense ambigiiitat.

Exemple 8.1. A Set, els subobjectes de A es corresponen exactament amb els
subconjunts de A. Un monomorfisme m: S — A és una aplicacié injectiva, i la
seva classe d’equivaléncia queda determinada per la imatge m(S) C A: dos monos
sén equivalents si i només si tenen la mateixa imatge. Aixi, Sub(A) = P(A), el
conjunt de parts de A.

8.2 L’ordre de subobjectes

Els subobjectes d’un objecte no formen només un conjunt: hi ha una nocid
natural d’inclusié entre ells.

Definici6 8.2 (Ordre entre subobjectes).  Donats dos monomorfismes
m: S — Ain:T — A, diem que [m] < [n] si m es factoritza a través
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de n, és a dir, si existeix un morfisme hA: S — T amb noh = m:

S L > T
N e
A

Proposicié 8.1 (Sub(A) és un ordre parcial). La relacié < de la definicié 8.2
esta ben definida sobre classes d’equivalencia i és reflexiva i transitiva. A més,
és antisimetrica: [m] < [n]| i [n] < [m| impliquen [m] = [n]. Per tant, Sub(A)
és un ordre parcial. (Sobre els monomorfismes mateixos, abans de passar a
classes d’equivalencia, la factoritzacié només defineix un preordre.)

Demostracio. El morfisme de factoritzacié h, si existeix, és Unic, perque n
és mono: de noh =m =mnoh' se segueix h = h’. A més, h és automaticament
un monomorfisme: si hou = how, aleshores mou =nohou=nohov =mow,
i com que m és mono, u = v. La bona definici6 sobre classes és immediata:
substituir m o n per equivalents compon h amb isomorfismes. La reflexivitat
usa h = id; la transitivitat, la composicié de factoritzacions.

Per a l'antisimetria, suposem [m] < [n] i [n] < [m], amb factoritzacions h: S —
Tik:T — S. Aleshoresnoh=mimok=n,donnohok =mok = n;
com que n és mono, h o k = idy. Simeétricament, k o h = idg. Per tant h és un
isomorfisme amb noh =m, és a dir, m ~n i [m] = [n].

Observaci6 8.2 (Categories ben potenciades). La petitesa local garanteix
que cada Hom(A, B) és un conjunt, pero no que la col - leccié Sub(A) ho sigui:
en principi podria ser massa gran. Direm que una categoria és ben poten-
ciada si, per a cada objecte A, els subobjectes de A formen un conjunt. En
el marc de classes que adoptem, la formulacié precisa demana un conjunt de
monomorfismes representants, perque cada classe d’equivaléncia pot ser una
classe propia (apendix C). Aquesta és la hipotesi que garanteix que Sub(A) és
un conjunt de debo i que, més endavant, es pugui reunir en un prefeix

Sub: C® — Set.

Totes les categories que trobarem seran ben potenciades; a Set, per exem-
ple, Sub(A) = P(A) és un conjunt. De fet, l'existéncia d'un classificador de
subobjectes en una categoria localment petita ja implica aquesta condicio.

Observacié 8.3 (Predicats com a subobjectes). Aquesta és la lectura logica
fonamental. Pensem un objecte A com un tipus i un subobjecte [m] € Sub(A)
com un predicat sobre aquell tipus: la propietat «pertanyer a S». L’ordre
[m] < [n] és la implicacié entre predicats: tot element que satisfa m satisfa
n. Veurem que Sub(A) té sovint estructura de reticle —amb interseccié i unié
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de subobjectes— i fins i tot d’algebra de Heyting, cosa que en fa ’algebra de
proposicions sobre A.

8.3 Reindexacié de subobjectes

Al capitol de limits vam construir, per a un morfisme f: A — B en una cate-
goria amb pullbacks, el functor de reindexacié f*: C/B — C/A (observaci6 5.5).
La clau ara és que aquesta reindexacié preserva els monomorfismes, de manera
que es restringeix a una operacié entre ordres parcials de subobjectes.

Proposicié 8.2 (El pullback preserva monomorfismes). En un quadrat carte-

sia
P
m’ l
A
f

si m és un monomorfisme, aleshores el seu pullback m’: P — A al llarg de f
també ho és.

f/

mo f' = fom,

ST o)
3

Demostracié. Siguin u,v: Z — P amb m’ou = m/ov. Per la commutativitat
del quadrat,

7nof/ou:forn/ou:forn/ov:7nof/ov7

i, com que m és mono, f'ou = f'ov. Aixi, u i v tenen les mateixes composicions
amb les dues projeccions del pullback, m' i f’, i per la unicitat de la propietat

universal del pullback, © = v. Per tant m’ és un monomorfisme.
[ |

Observacio 8.4. La conseqiiencia que ens interessa és immediata: com que
la reindexacié f* envia monomorfismes a monomorfismes, es restringeix a una
operacié ben definida entre els ordres parcials de subobjectes, que és la que ara
definim. A Set, aquesta operacié és 'antiimatge S +— f~1(S), tal com vam
veure en introduir el pullback.

Definicié 8.3 (Functor de reindexacié sobre subobjectes). Sigui f: A — B
un morfisme en una categoria C amb pullbacks. La reindexacié indueix una
aplicacio

f*: Sub(B) — Sub(A)

que envia un subobjecte [m], amb m: S — B, al subobjecte [m’] del seu pull-
back al llarg de f. Per la proposici6é 8.2, m’ és mono, de manera que f*[m] és
un subobjecte de A ben definit.
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Proposicié 8.3 (La reindexacié és monotona). L’aplicacié f*: Sub(B) —
Sub(A) preserva l'ordre: si [m] < [n] a Sub(B), aleshores f*[m] < f*[n] a
Sub(A). Es a dir, f* és una aplicacié monotona.

Demostracié. Suposem [m] < [n],ambm: S— B,n: T— Bih: S — T tal
que noh =m. Siguin (P,m/, f;,) un pullback de m al llarg de f i (Q,n/, f,,) un
de n, amb fom' =mof, i fon'=nof,. Laparelam’: P — A, hof,: P—T
és un con per al pullback de n, perque

fom'=mo f,=noho f,.

Per tant hi ha un tnic k: P — Q ambn'ok=m'1 f,ok = ho f,,. La primera
igualtat diu que [m'] < [n/]. Observem que 'argument val per a representants i
pullbacks qualssevol.

Observaci6 8.5 (f* esta ben definida). La definicié 8.3 tria un representant
m de la classe i un pullback. El resultat no depen de cap de les dues tries. Si
m ~ my, aleshores [m] < [m4] i [my] < [m], i la demostracié anterior, aplicada
en tots dos sentits, dona que els pullbacks corresponents sén equivalents. El
cas de dos pullbacks del mateix m és el cas particular m; = m.

Proposicié 8.4 (El functor de subobjectes). Si C és ben potenciada i té
pullbacks, les reindexacions defineixen un functor

Sub: C°®* — Poset,

que envia cada objecte A a l'ordre parcial Sub(A) i cada morfisme f: A — B a
'aplicacié monotona f*: Sub(B) — Sub(A). Es a dir, id} = idsuya) i (9o f)* =
f*og*, com a igualtats d’aplicacions entre ordres parcials.

Demostracié. Com que C és ben potenciada, cada Sub(A) és un conjunt
parcialment ordenat, i cada f* és una aplicacié monotona (proposicié 8.3) ben
definida (observacié 8.5). Per aquesta mateixa observacid, per calcular f*[m]
podem fer servir qualsevol pullback de m al llarg de f. Queden les dues lleis
functorials.

Identitats. Sigui m: S — A. El quadrat format per m als dos costats verticals
i per les identitats idg i id4 als horitzontals és un pullback de m al llarg de id 4.
En efecte, si x: Z — Aiy: Z — S compleixen id4 ox = m o y, I'inica fletxa
z:Z — Sambmoz=xiidgoz =1y és z =y. Per tant id}[m| = [m].
Composicié. Siguin f: A — B, g: B — C im: S — (. Prenem un pullback
(Q,m1,¢g') de m al llarg de g, amb gom; = mog’, de manera que g*[m| = [m4].
Prenem després un pullback (P, my, f') de my al llarg de f, amb fomy = myo f',
de manera que f*(g*[m]) = [ms]. Vegem que (P, my, ¢’ o f) és un pullback de m
al llarg de go f; aixi (go f)*[m] = [ms] i les dues classes coincideixen. Primer, el
quadrat commuta: (go f)omg =gomyo f =mo(g o f'). Siguin ara z: Z — A
iy: Z—Sambgofoxr=moy.
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o FExisténcia. La parella (f o x, y) és un con per al primer pullback, de
manera que hi ha un dnic ¢: Z — Q amb myoq = foxig oq=y.
Aleshores (z, ¢) és un con per al segon pullback, i hi ha un tnic p: Z — P
amb moop==xi f op=gq. Per tant, meop=x1i (¢ o f)op=y.

e Unicitat. Si p': Z — P també compleix moop' = xi g o flop =y,
aleshores f'op’ compleix mjo(f'op’) = fomgop' = foxigo(fop)=y.
Per la unicitat al primer pullback, f' o p’ = ¢. Per la unicitat al segon,
P =p.
Aquest argument és el lema d’enganxament de pullbacks, en la direccié que
aqui cal (exercici resolt corresponent de la Practica del capitol 5). Per tant
(go f) = f"og"
Les dues lleis son igualtats d’aplicacions entre ordres parcials, i no només iso-
morfismes. A nivell de monomorfismes, el pullback al llarg de go f i el pullback
iterat només coincideixen llevat d’isomorfisme. En passar a classes, pero, aquest

isomorfisme queda absorbit.
[ |

Observacio 8.6. Aqui no cal cap nocié de pseudofunctor. La coherencia «ll-
evat d’isomorfisme» que vam trobar en reindexar les categories tall C/B (ob-
servaci6 5.5) desapareix en passar a classes de subobjectes. Aquest functor és
precisament el que el capitol segiient voldra representar.

Observaci6 8.7 (La substitucidé). Aquesta és la interpretacié que anunciavem.
Si pensem un subobjecte [m] € Sub(B) com un predicat P(y) sobre la variable
y:B,if: A— B com un «terme» f(z) amb z : A, aleshores f*[m] € Sub(A)
és el predicat P(f(x)): la substitucié de y per f(z) dins de P. A Set, on [m]
és un subconjunt S C B, la reindexacio és 'antiimatge:

F(8)=f7(8)={z €A f(z) € S}.

La monotonia de f* diu que la substitucié respecta la implicacié: si P = @,
aleshores P(f) = Q(f).

Exemple 8.2 (Subgrafs). A Graph, els monomorfismes sén els morfismes de
grafs injectius sobre vertexs i sobre arestes (vegeu els Exercicis). Un subobjecte
d’un graf G es pot representar, doncs, per un subgraf: un subconjunt de vertexs
V' C Vg i un subconjunt d’arestes £’ C Eg tancat per origen i desti, és a dir, tal
que lorigen i el desti de tota aresta de £’ sén a V’. La reindexaci6 al llarg d’un
morfisme de grafs F': G’ — G es calcula component a component, per antiimatge
de vertexs i d’arestes:

F*(V',E'") = (F,'(V"), Fg'(E")),

que torna a ser un subgraf de G’, perque F preserva origen i desti. L’identificacié
«predicat = subobjecte» no és, doncs, exclusiva dels conjunts: un predicat sobre
un graf és un subgraf, i la substituci6 és 'antiimatge component a component.
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8.4 Intersecci6é de subobjectes

L’ordre parcial Sub(A) té més estructura que lordre: quan la categoria té
pullbacks, admet infims binaris, que interpreten la conjuncié de predicats.

Proposicié 8.5 (La interseccié és un pullback). Siguinm: S— Ain: T —
A dos subobjectes de A. El seu pullback sobre A,

q
S

N
d
s

amb el morfisme induit mop =noqg: SNT — A, que és un monomorfisme,
representa 'infim [m] A [n] a Sub(A). Escrivim també SNT = S x4 T.

T

T
ln mop=mnog,
A

m

Demostracié. El morfisme mop: SNT — A és mono per ser composicio de
monos (la projeccié p del pullback és mono per la proposicié 8.2, i m és mono).
Per construccié [m An] < [m] i [m An| < [n], ja que hi ha les projeccions cap
aSiT. Isi[k] <[m]ilk] < [n] per a un tercer subobjecte k: R — A, les
factoritzacions R — S i R — T sén compatibles sobre A, de manera que la
propietat universal del pullback dona una tnica factoritzaci6 R — S N7T; per
tant [k] < [m] A [n]. Aixo caracteritza 'infim.

[ |

Observacio 8.8. En termes logics, [m] A [n] és la conjuncié dels predicats:
I’element pertany a S N1 si i només si pertany a S 7 a 1. A Set recuperem
la interseccié de subconjunts. En qualsevol categoria, el subobjecte maxim de
Sub(A) és [id4] (el predicat sempre cert), com es comprova a la Practica; i quan
hi ha objecte inicial estricte, el subobjecte minim és la injeccié de 'objecte
inicial (el predicat sempre fals). Amb intersecci6 i aquests extrems, Sub(A) és
un semireticle amb maxim. Les unions —la disjuncié— exigeixen estructura
addicional: la regularitat proporciona imatges, existencials i interseccions, pero
no, en general, suprems finits estables a les fibres Sub(A). Aquests apareixen,
per exemple, en les categories coherents, que es tractaran al volum de logica
categorica.

8.5 Epimorfismes regulars i imatges

Per definir la imatge d’un morfisme, ens cal la classe adequada d’epimorfismes:
els que sorgeixen com a quocients.

Definicié 8.4 (Epimorfisme regular). Un morfisme e: A — B és un epi-
morfisme regular si és el coequalitzador d’alguna parella de morfismes
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u,v: R — A.

Definicio 8.5 (Parella nucli). La parella nucli d'un morfisme f: A — B és
el pullback de f amb ell mateix,

RJ
pll
A

els seus dos morfismes pi,po: R — A recullen les parelles d’elements que f
identifica. A Set, R = {(a,d’) | f(a) = f(d')}.

P2

f fopr=fops;

o

f

Lema 8.6. En una categoria amb pullbacks, si e: A — B és un epimorfisme
regular, aleshores e és el coequalitzador de la seva parella nucli.

Demostracié. Suposem que e és el coequalitzador de u,v: K == A, i sigui
p1,p2: R = A la parella nucli de e. Com que eou = eow, la propietat universal
del pullback dona k: K — Ramb pyok =uipsok =wv. Si h: A — Z satisfa
h o p1 = h o ps, aleshores

hou=hopiok=hopyok=~houw,

i com que e és el coequalitzador de u i v, hi ha una unica h: B — Z amb
hoe = h. Com que, a més, e o p; = e o Py, aixo és exactament la propietat
universal del coequalitzador de p; i p».

|

Definici6 8.6 (Factoritzaci6 imatge). Una factoritzacié imatge de f: A —
B és una descomposicié f = moe amb A = I =% B, on e és un epimorfisme
regular i m un monomorfisme. El subobjecte [m] € Sub(B) és la imatge de f,
denotada Im(f).

Proposicié 8.7 (La imatge és el minim subobjecte). Quan existeix, la
factoritzacié imatge és unica llevat d’isomorfisme canonic, i Im(f) és el menor
subobjecte de B a través del qual f es factoritza: si f es factoritza per un mono
n: T — B, aleshores Im(f) < [n].

Demostracié.  Sigui f = m o e una factoritzacié imatge. Com que m és
mono, qualsevol parella nucli de e és també una parella nucli de f (perque
moeou =moeov siinoméssieou = eowv); en particular, les parelles
nucli escollides per a e i per a f sén canonicament isomorfes. Pel lema 8.6, e
és el coequalitzador de la seva parella nucli p1,ps. Si f = m’ o e’ és una altra
factoritzaci6 amb m’ mono, aleshores e’ iguala les branques d’aquesta parella
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nucli, perqué m’ o€’ op; = fop, = fopy, = m o€ opy i m és mono, de
manera que € es factoritza per e mitjancant un tnic morfisme; simétricament
s’obté 'invers, i les dues composicions sén identitats perque e és epi. Aixo dona
I’isomorfisme canonic. La minimalitat en segueix: si f = n o g amb n mono,

aleshores ¢ iguala la parella nucli i es factoritza per e, d’on Im(f) = [m] < [n].
|

Observacio 8.9. A Set, Im(f) és el subconjunt imatge f(A) C B, amb e
I'aplicacié exhaustiva A — f(A) i m la injecci6. Recuperem la nocié usual
d’imatge.

8.6 Categories regulars i estabilitat

Perque la teoria d’imatges sigui utilitzable, cal que les imatges es comportin
bé sota el canvi de base.

Definicié 8.7 (Categoria regular). Una categoria C és regular si té tots els
limits finits, tota fletxa admet una factoritzacié imatge (epi regular seguit de
mono), i els epimorfismes regulars sén estables per pullback.

Exemple 8.3. Son regulars Set, tota categoria d’algebres d’una teoria algebraica
(grups, anells, moduls...), tota categoria abeliana i tot topos elemental. La cate-
goria Top no és regular, perque les imatges no hi sén estables per pullback.

Proposicié 8.8 (Estabilitat de la imatge). En una categoria regular, la
formacié d’imatges commuta amb el pullback: si es forma el pullback de f: A —
B al llarg de g: B — B, aleshores Im(f’) = ¢*(Im(f)), on f’ és el morfisme

reindexat.

Demostracié. Factoritzem f = m oe. En prendre el pullback al llarg de g,
I’epimorfisme regular e dona un epi regular e’ (per l’estabilitat) i el mono m
dona un mono m’ (proposicié 8.2). Aixi f’ = m' o€’ és una factoritzacié epi
regular —mono, i per la unicitat de la imatge, m’ representa ¢g*(Im(f)).

[ |

8.7 L’existencial com a adjunt de la reindexacio6

De tot aix0 en resulta que la reindexacié té un adjunt per I’esquerra, que repren
el fil del capitol d’adjuncions.

Teorema 8.9 (3; 4 f*). Sigui C una categoriaregulari f: A — B. L’operaci6

J¢[s] :=Im(f o s) € Sub(B)
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és adjunta per 'esquerra de la reindexacié f*: Sub(B) — Sub(A); és a dir,

Flsl <[] =[] < flt)

Observacio 8.10. L’operacié 3; esta definida sobre classes de subobjectes. Si
s~ &, ésadir, & =soepamb ¢ isomorfisme, aleshores fos = (fos)oy,i
les factoritzacions imatge de foside fos’ donen el mateix subobjecte de B.
Es exactament la unicitat de la imatge llevat d’isomorfisme (proposici6 8.7) el
que fa que 3y estigui ben definida.

Demostracié. Si [s] < f*[t], aleshores S es factoritza a través del pullback
f*T', i component-lo amb la projeccié cap a T s’obté que f o s es factoritza per
t; com que Im(f o s) és el minim subobjecte amb aquesta propietat, 3;[s] < [t].
Reciprocament, si 3¢[s] < [t], aleshores f os = tok per a algun k, i aquesta
igualtat exhibeix S com un con sobre el diagrama del pullback f*7T', de manera
que [s] < f*[t].

[

Observacié 8.11 (L’universal com a estructura addicional). En una catego-
ria regular, la reindexacié f* té sempre I’adjunt per ’esquerra 35 que acabem
de construir, pero no té necessariament un adjunt per la dreta. Quan cada f*
admet a més un adjunt per la dreta, el denotem V; i queda caracteritzat per

F<ls] < [ <Vyls)

Aquesta és estructura addicional, que la regularitat no garanteix: la regularitat
només dona el costat existencial. Apareix, per exemple, en les categories local-
ment cartesianes tancades amb les hipotesis de mida adequades i, en particular,
en tot topos elemental. La construccié de V; i el seu paper logic es tracten al
volum de logica categorica; no s’obté simplement dualitzant la construccio de
la imatge dins de la mateixa fibra de subobjectes.

Observaci6 8.12 (Compatibilitat amb la substitucié). En una categoria reg-
ular, 'estabilitat de les imatges per pullback dona una compatibilitat entre
I’existencial i la substitucid. Per a un quadrat cartesia

Al Ly
rl s
B’ B

es té la condicié de Beck—Chevalley
g o3y =3y oh*: Sub(A) — Sub(B’):
quantificar existencialment i després substituir és el mateix que substituir i

després quantificar. No ho demostrem aqui; és un primer exemple del tipus de
coherencia que la logica categorica exigeix.
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Observacié 8.13 (Lectura logica). Aquesta adjuncié té una lectura logica
il - lustrativa. Si f és la projecciéo 7: X x Y — X que oblida la variable Y, i
pensem un subobjecte de X x Y com un predicat s(z,y), aleshores

3rls] = {= | 3y, s(z,)}-

L’existencial apareix, doncs, com a adjunt per l’esquerra de la substituci6.
Quan la categoria té també els adjunts per la dreta, l'universal es llegeix
analogament com V.[s|] = {z | Vy, s(z,y)}. El desenvolupament d’aquesta
idea com a sistema logic —amb el seu calcul, la interpretacié de ’existencial
per la factoritzacié imatge i les condicions de coherencia pertinents— és objecte
de P'estudi de la logica categorica, i queda fora de I’abast d’aquest volum.

Sintesi del capitol.

Idees centrals

1. Un subobjecte és una classe d’equivaléncia de monomorfismes amb el
mateix codomini; Sub(A) és un ordre parcial, I’algebra de predicats sobre
A. A Set sén els subconjunts, i a Graph, els subgrafs.

2. La reindexacié f*, construida per pullback, interpreta la substitucio; en
una categoria ben potenciada amb pullbacks dona un functor Sub: C? —
Poset, amb igualtats estrictes.

3. La interseccié de subobjectes és el seu pullback i interpreta la conjuncio;
el maxim [id4] interpreta el predicat cert.

4. Un epimorfisme regular és el coequalitzador de la seva parella nucli;
la factoritzaci6 imatge (epi regular seguit de mono) és unica llevat
d’isomorfisme, i en una categoria regular existeix i és estable per pull-

back.

5. En una categoria regular, f* té un adjunt per I’esquerra 3, que interpreta
la quantificacié existencial; I'universal V; és estructura addicional que la
regularitat no garanteix.

Errors tipics

Creure que la regularitat dona unions de subobjectes (calen categories coher-
ents) o 'adjunt dret V; confondre els epimorfismes amb els epimorfismes reg-
ulars (a Top, els primers son les aplicacions continues exhaustives i els segons,
les aplicacions quocient); confondre la reindexaci6é f* amb la imatge 3y; i usar
«imatge», «buit» o «elements» en una categoria arbitraria sense declarar les
hipotesis.

Lectura recomanada

[2, cap. 5 i §9.5] per a subobjectes, imatges i 'adjuncié existencial; [6, §§2.8,
2.10, 9.4 i 9.8] per a subobjectes, epimorfismes regulars, categories regulars i
sistemes de factoritzacié; [3, V.7] per al tractament classic dels subobjectes;
[17, A1.3] i [11] per a categories regulars amb més profunditat; [16] per a la
lectura fibracional de la reindexaci6.
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Classificadors de subobjectes
i introduccié als topos

Prerequisits

Subobjectes i el functor Sub (cap. 8); representabilitat i Yoneda (cap. 4); tan-
cament cartesia (cap. 7).

Objectius

En acabar el capitol, el lector hauria de poder:

definir el classificador de subobjectes €2 i el morfisme caracteristic d’un
subobjecte;

expressar la pertinenca d'un element generalitzat com una igualtat de
morfismes cap a (Q;

demostrar que tenir classificador equival a la representabilitat del functor
Sub;

enunciar la definicié de topos elemental i reconéixer ¥ com a objecte de
parts;

calcular morfismes caracteristics a Set i a Graph, i explicar per que la
representabilitat de Sub converteix els predicats en morfismes i la substi-
tucié en composicio;

reconeixer com a topos Set, FinSet, les categories de prefeixos sobre una
categoria petita, amb el classificador de sedassos, i Graph, i distingir els
topos elementals de les categories de prefeixos;

explicar en quin sentit {2 és un objecte de valors de veritat, i per que aixo
no fa boolea tot topos.

Al capitol anterior hem vist que els subobjectes d’'un objecte A formen un
ordre parcial Sub(A), que podem llegir com 'ordre de predicats sobre A, i que
la reindexacié el fa functorial: en una categoria ben potenciada amb pullbacks
obtenim un functor Sub: C°® — Poset (proposici6 8.4). Sorgeix una pregunta
natural: hi ha un objecte que representi aquest functor? Es a dir, un objecte
2 tal que donar un subobjecte de A equivalgui a donar un morfisme A — 7
Quan aquest objecte existeix, s’anomena classificador de subobjectes, i les
categories que en tenen —juntament amb limits finits i exponencials— son els
topos elementals. Aquest capitol n’introdueix la definici6 i els exemples basics.

181



CAPITOL 9. CLASSIFICADORS DE SUBOBJECTES I TOPOS 182

No en desenvolupem la logica interna: aquesta pertany a l’estudi de la logica
categorica, per al qual aquest volum és la preparacio.

9.1 El classificador de subobjectes

A Set, un subconjunt U C FE es descriu per la seva funcié caracteristica
xv: E — {0,1}, que val 1 als elements de U i 0 a la resta. El conjunt {0,1}
actua com un objecte de «valors de veritaty, i triar un subconjunt equival a triar
una funcié cap a ell. La nocid segiient generalitza aquesta idea a una categoria
arbitraria.

Definici6 9.1 (Classificador de subobjectes). Sigui E una categoria amb tots
els limits finits. Un classificador de subobjectes és un objecte (2 juntament
amb un morfisme true: 1 — €2 des de l'objecte terminal, amb la propietat
universal segiient: per a cada objecte F i cada subobjecte m: U »— FE, existeix
un unic morfisme y,,: £ — €1, el morfisme caracteristic del subobjecte, que
fa del quadrat
U
d
E

un pullback. Es a dir, U es recupera com el pullback de true al llarg de x,,. A
Set, el morfisme caracteristic és la funcio caracteristica usual.

|

1

ltrue
Q

Xm

La condicié diu que cada subobjecte de E té un i només un morfisme carac-
teristic, i que el subobjecte es reconstrueix com l'antiimatge del «punt vertader»
true. A Set, Q = {0,1} i true: 1 — {0,1} tria '’element 1; la funci6 caracteristica
és la de sempre, i el pullback de true al llarg de xy recupera exactament U.

Exemple 9.1 (Un morfisme caracteristic calculat a Set). Sigui £ ={1,2,3,4}
i U = {2,4}, el predicat «z és parelly, amb la injeccié m: U — E. El morfisme
caracteristic és

xv: E— {0,1}, 1—0, 21, 3—0, 4+—1.

Comprovem les tres afirmacions de la definicié sobre aquest cas.
e El quadrat commuta. xy om envia 214 a 1, que és trueoly.

o Es un pullback. El pullback de true al llarg de xy és {z € E | yy(z) =1} =
{2,4}, amb la inclusié (el pullback a Set, capitol 5): recupera exactament
U.

o Unicitat. Una altra aplicacié y: £ — {0,1} amb el mateix pullback ha de
valer 1 exactament a {2,4}, i per tant és xy. Per exemple, aplicacié que
val 1 a {2,3,4} fa commutar el quadrat, pero el seu pullback és {2,3,4}, no
U: la commutativitat sola no basta.
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La pertinenca per elements, que formalitzarem tot seguit, hi és visible: I’element
x: {*} — F amb z(x) = 4 compleix xyyox = true, i el que tria 3, no. La substituci6
també: si g: {a,b,c} — E és g(a) =1, g(b) = 2, g(c) = 4, aleshores xy o g envia
a 0,b— 1icw 1,iclassifica g7 (U) = {b,c}. Substituir en un predicat és
precompondre amb el seu morfisme caracteristic.

Observacié 9.1 (Pertinenca per elements generalitzats). Sigui m: U — F
un subobjecte amb morfisme caracteristic y,,: £ — €, i sigui z: X — F un
element generalitzat. Aleshores

x factoritza a través de m <= x,, ox = trueo!y.

En efecte, si x = m oy, aleshores x,, 0x = x,, omoy = trueo !y oy = trueo ! y; i
reciprocament, si y,,ox = trueo !y, la propietat universal del pullback dona una
factoritzaci6 (nica) de z a través de m. Es la lectura precisa, sense elements
ordinaris, de

rel <<= xu(r)=true:

el classificador converteix la pertinenca a un subobjecte en una igualtat de
morfismes cap a 2.

Proposicié 9.1 (Classificador i representabilitat). Suposem E localment pe-
tita, ben potenciada i amb limits finits, de manera que el functor de subobjectes
pren valors a Set. Aleshores les dades d’un classificador de subobjectes (€2, true)
son equivalents a una representacio del functor de subobjectes:

Subg(F) = Homg(E,Q),

natural en F. En conseqiiencia, el classificador, si existeix, és tnic llevat d’'un
unic isomorfisme compatible amb true.

Demostracié.  Del classificador a la representacié. Enviem un subobjecte [m]
al seu morfisme caracteristic x,,. L’aplicaci6 és injectiva perque x,, determina
[m] com el pullback de true al llarg de x,, i és exhaustiva perque, per a tot
x: E — €, el pullback de true al llarg de x és un subobjecte el morfisme
caracteristic del qual és y, per la unicitat de la definicié 9.1. La naturalitat
en F és la compatibilitat amb la reindexacié: reindexar un subobjecte al llarg
de g: E' — FE correspon a precompondre la caracteristica amb ¢, pel lema
d’enganxament de pullbacks.

De la representacio al classificador. Suposem que Subg = Homg(—,2) natu-
ralment, i sigui ¢: 7" — {2 un representant de I’element universal, és a dir, del
subobjecte de €2 que correspon a idg. Pel lema de Yoneda, el subobjecte que
correspon a un morfisme x: E — Q és la reindexacié y*[t]: tot subobjecte és
el pullback de ¢ al llarg d’un tinic morfisme. Vegem que T' és terminal. Per
a cada objecte A, el subobjecte maxim [id4] és el pullback de ¢ al llarg d’un
unic x: A — §, i el pullback dona un morfisme A — 7. Si g: A — T és un
morfisme qualsevol, el pullback de t al llarg de t o g és [id4], perque ¢ és mono;
per unicitat, t o g = x, i com que t és mono, g queda determinat. Aix{ hi ha
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exactament un morfisme A — T, i T = 1. Identificant T amb 1, el mono t és
un morfisme true: 1 —  que satisfa la definici6 9.1.

La unicitat del classificador és el principi de Yoneda aplicat a dos objectes
que representen el mateix functor, amb l’element universal true com a dada
universal.

Observacié6 9.2 (Per quée la representabilitat és un pas conceptual).
L’equivalencia de la proposicié no és només una reformulacié. El functor Sub
és una dada dispersa: un ordre parcial per a cada objecte, i una reindexacio
per a cada morfisme. La representabilitat el concentra en un sol objecte €2 i en
un sol subobjecte universal, true: 1 — Q. Aquest canvi té tres conseqiiéncies:

e Els predicats esdevenen morfismes. Un predicat sobre E ja no és una
classe d’equivalencia de monomorfismes, siné una fletxa £ — (2, que es
pot compondre, aparellar i currificar com qualsevol altra.

o La substitucio esdevé composicio. La naturalitat de la bijeccié diu que
reindexar al llarg de g és precompondre amb g, tal com hem vist a
I’exemple 9.1.

o Tot subobjecte és un cas d’un de sol. Cada subobjecte és el pullback de
true al llarg del seu morfisme caracteristic. Les operacions logiques es
poden definir, doncs, una sola vegada sobre €2, com a morfismes €2 x 2 —
(2, i transportar-se a tots els objectes (exercici resolt 9.7 de la Practica).

Es el mateix pas que va de Hom(A x B, C) a 'exponencial C'”: una familia de
conjunts esdevé un objecte de la categoria. Per aixo el classificador és el que
permet que la logica «visqui dins» de la categoria. Pel lema de Yoneda, a més,
el classificador es pot calcular sondejant-lo amb objectes representables, com
farem a Graph.

9.2 Topos elementals

Definicié 9.2 (Topos elemental). Un topos elemental és una categoria E
que compleix:

1. E té tots els limits finits;
2. E té un classificador de subobjectes 2;

3. E és cartesiana tancada (té tots els exponencials).

Aquesta definicid, compacta, resulta ser extraordinariament rica. Es pot de-
mostrar, per exemple, que tot topos té també tots els colimits finits, i que, si E
és un topos, també ho és cada categoria E/A de E sobre un objecte A. No de-
mostrem aqui aquestes propietats; les recollim per il - lustrar que la combinacio
«limits finits + classificador + exponencials» és molt més potent del que sembla
a primera vista.
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Observacié 9.3 (Topos elemental i categoria de prefeixos). Convé no con-
fondre la definicié amb el seu exemple principal. Un topos elemental es defineix
per tres condicions expressables en el llenguatge de les categories, i només dem-
ana limits finits. Les categories de prefeixos Set®” en s6n una classe important,
pero tenen molta més estructura: tots els limits i colimits petits, i un classifi-
cador que es pot escriure explicitament amb sedassos. No tot topos elemental
és d’aquesta mena. La categoria FinSet dels conjunts finits és un topos: té
limits finits, ’exponencial de dos conjunts finits és finit, i {0, 1} hi és un classi-
ficador. Pero no té coproductes infinits: no hi ha cap coproducte d’una familia
numerable de copies de 1, perque un tal objecte hauria d’admetre una apli-
caci6 cap a {0,1} per a cada successié de zeros i uns, i un conjunt finit només
n’admet un nombre finit. En canvi, tota categoria de prefeixos té tots els
colimits petits, i una equivaléncia de categories els conserva. Per tant, FinSet
no és equivalent a cap categoria de prefeixos. Entre totes dues nocions hi ha
els topos de Grothendieck (categories de feixos), que aqui no tractem.

Observacié 9.4 (Objecte de parts). En un topos, I’exponencial QF mereix
un nom propi: és 'objecte de parts P(FE), Panaleg categoric del conjunt de
parts. En efecte, per la propietat de ’exponencial i la del classificador,

Hom(A, Q¥) = Hom(A x E,Q) = Sub(A x E),

de manera que els morfismes cap a QF classifiquen relacions entre A i E. En
el cas A=1, com que 1 x £ = FE, s’obté

Hom(1,0Q%) = Sub(E) :

els punts globals de Q¥ sén exactament els subobjectes de E, que és el que
justifica el nom d’objecte de parts. Aquesta és la porta d’entrada a la logica
d’ordre superior interna d’un topos, que és tema de 1’estudi posterior.

9.3 Exemples

Exemple 9.2 (Conjunts). Set és un topos. Té limits finits, és cartesia tancat
(Pexponencial és el conjunt de funcions) i té classificador Q@ = {0,1} amb true
element 1. Es el topos prototipic, i tota la teoria es pot llegir com una general-
itzaci6 d’aquest cas.

Exemple 9.3 (Prefeixos). Per a qualsevol categoria petita C, la categoria de
prefeixos C = Set®” (exemple 3.6) és un topos. Ja sabiem que té limits finits,
calculats objecte a objecte (proposicié 5.3), i que és cartesiana tancada; el que hi
falta és el classificador. Aquest es construeix amb els sedassos. Un sedas sobre
un objecte C' és un conjunt S de morfismes amb codomini C' tal que

f+D—=>C, feS g X—=>D — foges.

El prefeix 2 envia cada objecte C' al conjunt Q(C) dels sedassos sobre C, i cada
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morfisme h: D — C a l’aplicacid
Q(h): QC) — QD), S——h'S={g9: X >D|hoge S}

que torna a donar un sedas. El punt distingit true: 1 —  tria a cada C' el sedas
maxim, format per tots els morfismes cap a C.

Si U — F és un subprefeix, el seu morfisme caracteristic envia x € F(C) al
sedas dels morfismes que porten x dins de U:

xv(C)(z) ={f: D= C| F(f)(x) € U(D)}.

Es comprova que aquest conjunt és un sedas, que les aplicacions xy(C') sén naturals
en (' i que U és el pullback de true al llarg de yy. Aquest exemple cobreix una
quantitat enorme de casos i és el pont cap a la teoria de feixos.

Exemple 9.4 (El topos dels grafs: el classificador calculat). Al capitol 3 vam
veure que Graph 2 Set?, i com que Set? = Set(Pop)Op, és la categoria de prefeixos
sobre P°P. Per I'exemple anterior, Graph és, doncs, un topos. Calculem-ne el
classificador.

Els vertexs i les arestes de ). Els dos representables sén el graf V d’un sol
vertex i el graf E d’una sola aresta e: s — ¢ (exemple 2.14): els vertexs d’un graf G
corresponen als morfismes V — G, i les arestes, als morfismes E — G. Aplicant-ho
a € i fent servir Hom(—, Q2) = Sub, obtenim

Vo = Sub(V),  Eq 2 Sub(E).

El graf V té dos subgrafs, el buit i ell mateix; aixi, 2 té dos vertexs, que anomen-
em 0 («el vertex no hi és») i 1 («el vertex hi és»). El graf E té cinc subgrafs
(exemple 8.2): @&, {s}, {t}, {s,t} i {s,t,e}. Aixi, Q té cinc arestes.

Origen i desti. L’origen d'una aresta K C E de (2 s’obté reindexant K al llarg
del morfisme V — E que tria s; és a dir, val 1 si s € K i 0 altrament. El desti,
igual amb t. Anomenant les arestes per la informacié que codifiquen, queda

aresta | subgraf de E | de — a
L 1%} 0—0
o {s} 1—-0
T {t} 0—1
0 {s,t} 1—1
T {s,t, e} 1—1

El graf Q) té, doncs, dos vertexs, un bucle a 0, una aresta en cada sentit entre 0 i
1, i dos bucles a 1 (vegeu també [6, exemple 15.4.3]). El morfisme true: L — (2,
definit sobre el graf terminal d’un bucle (exemple 5.6), envia el vertex a 1 i el bucle
al.

El morfisme caracteristic d’un subgraf. Si H C G és un subgraf, yg envia cada
vertex a 1 o a 0 segons que sigui o no a H. Cada aresta x: v — w va a I’aresta de
Q2 que registra siv, wixzséma H: a Tsix € Hyadsiv,w e Hperdox ¢ Hyia
o, T o L segons quins extrems hi siguin. Per exemple, sigui G el cicle de vertexs
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a,b,ciarestese:a—b, f:b—c, k: c— a,isigui H el subgraf amb vertexs a,b i
aresta e. Aleshores

xXg: a,b—1 c—0, e—~T, f—o k—r

Es un morfisme de grafs, perqué o: 1 — 01 f: b — ¢ tenen extrems compatibles, i
el mateix per a les altres arestes. A més, el pullback de true al llarg de y g, que es
calcula component a component, té per vertexs els que van a 1, {a, b}, i per arestes
les que van a T, {e}: és exactament H. La unicitat també es veu directament.
Els vertexs de H han d’anar a 1 i els altres a 0. Una aresta ha d’anar a una aresta
de €2 amb els extrems ja determinats, i a T exactament si és a H; amb aquestes
condicions, en cada cas hi ha una sola opcio.

Més de dos valors de veritat. La diferéncia entre 0 i T és el que fa interessant
aquest topos. Al graf E, el subgraf {s} i el subgraf {t} sén disjunts, i {t} és el més
gran dels subgrafs disjunts de {s}, perque tot subgraf que contingui I’aresta ha de
contenir s. Pero la seva unié és {s,t}, que no és tot E: hi falta laresta, que és
justament el que distingeix 0 de T. A Sub(E), doncs, un predicat i la seva negacid
no cobreixen tot l’objecte, i el principi del tercer exclos falla. El classificador
d’aquest topos és un graf amb estructura propia, no un conjunt {0, 1}. La mateixa
categoria que ens ha servit per introduir objectes, functors, Yoneda i limits és,
aixi, un exemple genui de topos no boolea.

Observacié 9.5 (2 com a objecte de valors de veritat). La nocié de topos
va apareixer primer a ’escola de Grothendieck de geometria algebraica, com
a generalitzacié de la d’espai topologic. Un dels seus aspectes més fascinants,
pero, és la relacié amb la logica. Per la representabilitat de Sub, un morfisme
p: E — ) és un predicat sobre E, la seva «extensio» és el subobjecte que
classifica, i true fa el paper del valor «cert». En aquest sentit precis —i només
en aquest— {2 és un objecte de valors de veritat.

Aixo no vol dir que €2 tingui dos valors, ni que la logica sigui classica. En tot
topos cada Sub(F) és una algebra de Heyting (nota d’ampliacié segiient), de
manera que la logica interna és, en general, intuicionista. Un topos s’anomena
boolea quan totes aquestes algebres de Heyting son algebres de Boole, és a
dir, quan per a tot subobjecte U es compleix U V =-U = T. Set i FinSet sén
booleans; Graph no ho és, com hem vist a I’exemple 9.4. Fins i tot els «punts»
de €2, els valors de veritat globals 1 — €2, poden ser més de dos. I, a la inversa,
tenir exactament dos valors globals no fa boolea un topos: els valors globals
només compten Hom(1, 2) = Sub(1), mentre que la booleanitat és una condicié
sobre tots els Sub(F). Els prefeixos sobre el monoide (N, +) tenen dos valors
globals i no sén booleans (vegeu els Exercicis per a tots dos fenomens). Aquesta
lectura permet interpretar la logica —de primer ordre i d’ordre superior—
dins de qualsevol topos. El seu desenvolupament és, precisament, I’objecte de
I’estudi de la logica categorica.

Nota (Ampliacié: Sub(F) és una algebra de Heyting). L’afirmacié de ’observacié
anterior és un teorema de la teoria de topos que aquest volum no demostra; la
fem servir només per situar la qiiestié de la booleanitat. L’enunciat és aquest: en
un topos elemental, cada ordre parcial Sub(F) té maxim, minim, infims i suprems
binaris i una implicaci6 = adjunta per la dreta de — A U, i les reindexacions f*
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preserven tota aquesta estructura.

Algunes peces ja les tenim. El maxim és [idg], i els infims sén pullbacks (capi-
tol 8). Les altres requereixen resultats que no hem provat. El minim i els suprems
es construeixen amb l'objecte inicial, els coproductes i les imatges; la seva existen-
cia fa servir que tot topos té colimits finits i és una categoria regular. La implicaci6
s’obté amb el classificador i els exponencials. A Graph, les dues construccions
es poden verificar a ma sobre els subgrafs, cosa que justifica independentment
I'exemple 9.4. Per a les demostracions, vegeu [12, cap. IV] i [17]; el desenvolupa-
ment correspon a l’estudi de la logica categorica.

Sintesi del capitol.

Idees centrals

1. El classificador €2 és un objecte amb true: 1 — €2 tal que cada subobjecte
té un unic morfisme caracteristic, del qual és el pullback; la pertinenca
d’un element generalitzat esdevé una igualtat de morfismes cap a (2.

2. Tenir classificador equival a la representabilitat del functor Sub, i {2 n’és
I’'objecte representant: els predicats esdevenen morfismes £ — ()i la
substitucié, precomposicio.

3. Un topos elemental té limits finits, exponencials i classificador; en un
topos, QF és 'objecte de parts de E.

4. Set és el topos prototipic, amb = {0, 1}.

5. Tota categoria de prefeixos sobre una categoria petita és un topos, amb
Q) el prefeix de sedassos; en particular, Graph és un topos, amb un
classificador de dos vertexs i cinc arestes. No tot topos elemental és de
prefeixos: FinSet no ho és.

6. 2 és un objecte de valors de veritat perque classifica predicats, pero la
logica d’un topos és en general intuicionista: Graph no és boolea.

Errors tipics

Oblidar la hipotesi de petitesa local / bona potenciaci6 en escriure Sub: C? —
Set; confondre topos elemental amb categoria de prefeixos; confondre el clas-
sificador amb un conjunt de dos elements (només a Set el model prototipic
és {0,1}; en un topos general, {2 és un objecte de la categoria i pot tenir una
estructura molt més rica); i suposar que la logica interna de qualsevol topos és
classica: en general és intuicionista, i la booleanitat és una propietat addicional.

Lectura recomanada

[2, cap. 8], especialment §8.8, per a classificadors, topos de prefeixos i la con-
nexié amb Yoneda; [6, cap. 15] per a una presentaci6 alternativa i 'exemple
dels grafs; [12, cap. 1-2] per continuar cap a la teoria de topos i feixos; [10,
§§12 i 14] per als topos elementals i exercicis amb topos de prefeixos; [9, arti-
cle VI, sessions 32-33| per a una presentacié molt elemental dels subobjectes,
la veritat i els topos; [17] com a obra de consulta avancada.




10 Pont cap a la logica
categorica

Prerequisits

Tot el volum, especialment subobjectes, reindexacié i categories regulars
(cap. 8) i els classificadors (cap. 9).

Funcio del capitol

Aquest capitol és un epileg sense demostracions ni exercicis. No desenvolupa
una teoria nova, pero introdueix la terminologia minima necessaria per dibuixar
el mapa que porta de les construccions d’aquest volum a la logica categorica.
Serveix d’orientacié per a qui vulgui continuar cap al volum segiient.

Aquest volum tanca aqui. Els capitols anteriors han construit, pas a pas, el
llenguatge categoric basic necessari per al programa que anunciem: categories i
morfismes, functors, transformacions naturals i equivalencies, representabilitat i
el lema de Yoneda, limits i colimits, adjuncions, tancament cartesia, subobjectes,
imatges i factoritzacions, i els classificadors de subobjectes. Aquest epileg mostra
que d’aquest bagatge es prolonga en 'estudi de la logica categorica, i com: cada
eina apresa aqui té una contrapartida logica precisa a I’altra banda del pont.

10.1 El que aquest volum deixa preparat

Convé fer inventari del que ja tenim, perque és exactament la infraestructura
que la logica categorica pressuposa:

o Categories, functors i naturalitat: el llenguatge basic en que s’expressa
tota la resta.

e La categoria prima de la deduibilitat: la primera aparicio, al capitol
inicial, de la idea que una logica es pot veure com una categoria.

e Representabilitat i Yoneda: la manera d’identificar un objecte per com
es relaciona amb tots els altres; el classificador de subobjectes n’és un cas.

e Limits finits, i molt especialment els pullbacks: la base per interpretar
contextos, substitucié i relacions.

e Adjuncions: el patr6é que reapareixera en operacions logiques centrals, es-
pecialment en la implicacio i en els quantificadors existencial i universal.

189
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Tancament cartesia i calcul lambda: la semantica dels tipus i els termes.
Subobjectes i reindexacid: la interpretaci6 dels predicats i la substitucio.

Imatges i factoritzacions: la construccié que, a ’altra banda, interpretara
la quantificacié existencial.

Classificadors de subobjectes i topos: el marc on la logica esdevé interna
a la categoria.

Amb tot aixo, el salt cap a la logica categorica deixa de ser un salt: és una
continuacio natural.

10.2 El mapa: de regular a topos

Abans de descriure el recorregut, val la pena fixar un mapa que ordena, d’una
vegada, quina estructura categorica interpreta quin fragment logic. Es la classifi-

cacié

que dona sentit retrospectiu a les distincions que hem anat marcant —per

exemple, per que la regularitat basta per a ’existencial pero no per a la disjuncié
ni per a 'universal.

La idea directriu és que cada nivell afegeix una pecga d’estructura a les fibres
de subobjectes Sub(A), i que cada pega interpreta un connectiu o quantificador:

Estructura categorica Nova estructura a Fragment logic
Sub(A)
categoria amb limits T, A (interseccions) conjuncio, veritat
finits
categoria regular imatges estables: d +
categoria coherent joins finits estables: L,V + Vv, L
categoria de Heyting implicacié =; V¢ + =, V: logica
intuicionista de primer
ordre
topos elemental classificador €2, objectes logica intuicionista
de parts, exponencials d’ordre superior

La lectura de la taula, de dalt a baix, és acumulativa i respon les preguntes
que aquest volum ha deixat obertes deliberadament:

Regular (T,A,3d). La factoritzacié imatge estable dona l’existencial com
a adjunt per I'esquerra de la reindexacié. Es fins on arriba el capitol de
subobjectes: per aixo hi vam construir només 3¢, i no V; ni la disjuncié.

Coherent (+V, L). S’hi afegeixen joins finits estables a les fibres, que in-
terpreten la disjuncio i la falsedat. Aquesta és I'estructura que a la teoria
de subobjectes anunciavem com a necessaria per a les «unions», i que la
regularitat sola no proporciona.

De Heyting (+ =,V). Les fibres esdevenen algebres de Heyting —amb
implicacid, adjunta per la dreta de la conjuncié— i cada reindexaci6é f*
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adquireix un adjunt per la dreta V;. Apareixen la implicacié i el quantificador
universal.

e Topos elemental. El classificador €2 i els exponencials clouen el quadre amb
una logica intuicionista d’ordre superior, on fins i tot els predicats sobre
predicats tenen extensio.

En paral - lel, la semantica dels tipus segueix una altra linia. Les categories
cartesianes tancades interpreten el calcul lambda simplement tipat (capitol 7),
mentre que les categories localment cartesianes tancades proporcionen pro-
ductes dependents: per a cada f: A — B, la reindexacié f*: C/B — C/A admet
un adjunt per la dreta II;. Aquesta via és especialment important per a la teoria
de tipus dependents. No és un esglad de la cadena regular—coherent—Heyting, pero
totes dues vies es troben en els topos elementals, que sén localment cartesians
tancats i tenen logica de Heyting als subobjectes.

Aquest mapa no és materia d’aquest volum (no en demostrem les equivaléncies),
pero és la bruixola que orienta tot el que segueix: cada fila és, de fet, un capitol
del programa de la logica categorica.

10.3 El que continua a ’altra banda

L’estudi de la logica categorica pren aquestes eines i les fa servir per construir
una semantica de la logica de complexitat creixent. Sense entrar-hi —perque
és l'objecte d’un estudi a part—, en dibuixem el recorregut, perque el lector vegi
on desemboca cada cosa que ha apres:

Logica d’equacions. El punt de partida: teories algebraiques a l’estil de Law-
vere, on la categoria sintactica té productes finits i els models sén functors
que els preserven. Es la logica que ja s’endevina en la universalitat dels pro-
ductes finits: els contextos es combinen per producte i les operacions esde-
venen morfismes entre potencies finites d’'un objecte. El tancament cartesia
pertany a una via posterior, la del calcul lambda i la implicacio.

Logica de limits finits. El pont immediat: teories amb diverses menes, opera-
cions parcialment definides i axiomes d’existencia i unicitat. La categoria
sintactica passa a tenir limits finits, no només productes; és el marc de les
teories essencialment algebraiques.

Logica regular. Formules amb igualtat, conjuncio i quantificacié existencial, es-
crites com a seqiients en context. Aqui és on les imatges regulars con-
struides en aquest volum interpreten ’existencial, i on la factoritzacié imatge
interpreta l’eliminacié de testimonis. El resultat central és que, per a una
teoria regular 7' i una categoria regular C, els models de T" en C es descriuen
mitjancant functors regulars des de la categoria sintactica regular C; cap a
C; amb la noci6é adequada de morfisme de models, aquesta correspondencia
s’organitza categoricament.

Logica coherent i geomeétrica. S’hi afegeixen disjuncions finites (coherent) i
disjuncions indexades per conjunts (geometrica). Es el marc que condueix
als feixos i, de nou, als topos.
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Logica intuicionista de primer ordre. Apareixen la implicacié i el quantifi-
cador universal. La idea organitzadora és que les fibres de subobjectes for-
men algebres de Heyting: la implicacié és 'adjunt dret de la conjuncié, i V
és 'adjunt dret de la substitucié. Els adjunts de la reindexacié que aqui hem
vist com a exemple es converteixen alla en els quantificadors del sistema.

Doctrines i fibracions logiques. La sintesi: contextos, substitucio, predicats
i quantificadors s’organitzen en una doctrina inderada. Les condicions de
coherencia —Beck—Chevalley i Frobenius— expressen que substituir i quan-
tificar interactuen correctament. Es el llenguatge que unifica tots els casos
anteriors.

Teories classificadores i llenguatge intern. El punt culminant: la categoria
o el topos classificador d’una teoria, amb la seva propietat universal, i el
llenguatge intern que permet raonar dins d’una categoria com si els seus
objectes fossin conjunts, sempre que les regles emprades corresponguin a
I’estructura disponible.

Logica classica i booleanitzacié. Com a epileg, que s’afegeix en imposar el
tercer exclos, quines construccions deixen de ser constructives i com, en
teoria de topos, es passa a la booleanitzacié d'un topos. La logica classica
apareix aixi com una especialitzacié, no com el rerefons silenciés de tota la
teoria.

Nota (Ampliacié: estructures sense conjunt subjacent). Al capitol 1 hem partit
d’estructures que tenen un conjunt subjacent. No totes les estructures matema-
tiques son conjunts amb una estructura afegida, i el programa anterior ho fa visible.
A cada teoria geometrica li correspon un topos classificador, la categoria de punts
del qual és equivalent a la categoria de models de la teoria a Set [25]. Pero aquest
«espai» pot ser no trivial i no tenir cap punt. Per exemple, la teoria d’una apli-
cacio exhaustiva N — R no té cap model a Set, pel teorema de Cantor; tanmateix,
el seu locale classificador és no trivial, i el topos de feixos sobre aquest locale, que
n’és el topos classificador, no té cap punt [24]. Aquestes situacions queden fora
d’aquest volum; les esmentem perque mostren que la perspectiva de les fletxes no
depen de disposar d’elements.

10.4 Un exemple: la categoria sintactica d’una
teoria

Fins ara la correspondencia logica—categorica ha aparegut repartida en exem-
ples solts. Val la pena reunir-la en un tnic exemple pont, complet i concret, que
il - lustra de cop l’eslogan «una teoria es codifica en una categoria sintactican.
Prenem la teoria algebraica més simple no trivial: una mena s i una operacio
binaria m: s X s — s, sense cap axioma (la teoria dels magmes). Construim pas a
pas la seva categoria sintactica Syn.

1. Contextos com a objectes. Un contert és una llista finita de variables de
la mena s, que escrivim [z1, ..., x,] i abreugem s". Els objectes de Syn sén
els contextos, un per a cada n > 0; el context buit s° és I'objecte terminal.
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2. Termes com a morfismes. Un morfisme s” — s™ és una llista de m ter-
mes (t1,...,tn), cadascun construit amb les variables z1, ..., z, i 'operacié
m (per exemple, m(x1, m(xe,21))). La composicié és la substitucid: com-
ponents d’un morfisme dins d’un altre. La identitat de s™ és la llista de
variables (z1,...,2,).

3. Productes com a concatenacié de contextos. El producte s™ x s™ és
el context s"™™: juxtaposar dos contextos és formar-ne el producte, i les
projeccions obliden les variables sobrants. Aixi Syn té tots els productes
finits, i 'operacié m del llenguatge és, ara, un morfisme distingit s X s — s
de la categoria.

4. Equacions com a igualtats de morfismes. Si la teoria tingués axiomes
—vposem l'associativitat de m—, s’imposarien identificant els dos morfismes
s3 — s corresponents a m(m(xy,zs),r3) i m(xy, m(xy, x3)). Una equacié

entre termes és, literalment, una igualtat entre morfismes de Syn.

5. Models com a functors. Un model de la teoria en una categoria C amb
productes finits —per exemple, un magma ordinari a Set— és exactament
un functor Syn — C que preserva els productes finits: tria un objecte per
a s i un morfisme per a m, respectant tota la sintaxi. Els homomorfismes
de models sén transformacions naturals. Aquesta és la forma precisa de «els
models sén functorsy.

6. Féormules i existencial. Per passar de la teoria algebraica anterior a la
logica regular cal enriquir també la categoria sintactica: la categoria Syn dels
passos anteriors no conté automaticament els subobjectes que representen
totes les férmules. En la categoria sintactica regular C; d’una teoria
amb predicats, una férmula () en context determina, llevat d’equivaléncia
demostrable, un subobjecte

[zl —[z|T]

La substitucié al llarg d’un morfisme de contextos s’interpreta per rein-
dexacié, és a dir, per pullback. En particular, si 7: s"*' — s és la pro-
jeccié que oblida la darrera variable, 7* és el debilitament, que considera un
predicat sobre s™ en el context ampliat. Si P » s"™! representa ¢(Z,y), la
imatge del compost

P g™t Ty gn
representa 3y p(Z,y). Aixi, existencial és la imatge d’un predicat al llarg

d’una projeccié o, equivalentment, ’adjunt per I'esquerra de la reindexacio
(capitol 8).

7. Un calcul complet en un model. Fem concret tot I’anterior en un sol
model, el magma (N, +), és a dir, el functor M: Syn — Set amb M(s) =N
i M(m) =+. Prenem la féormula o(z,y): m(y,y) = z, en el context [z, y].

o Una equacid és un equalitzador. Els dos termes m(y, y) i x sén morfismes
s? — s, interpretats com les aplicacions (z,y) — y+vy i (z,y) — x de
N? a N. La férmula s’interpreta com el seu equalitzador,

P={(z,y) eN*|y+y=2a} - N
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Equivalentment, P és el pullback de la diagonal dy: N — N x N al llarg
del parell format pels dos termes: la igualtat és la diagonal.

o L’existencial és una imatge. La projeccié m: N> — N oblida y. La
imatge de P~ N? — N és {z | Jy y + y = =}, el conjunt dels nombres
parells. Aixi, Jy (m(y,y) = x) s’interpreta com el predicat «z és parelly,
és a dir, com 3.[P].

e FEl predicat és un morfisme cap a €2. El seu morfisme caracteristic
N — {0,1} val 1 exactament als parells, com a ’exemple 9.1.

o La substitucid és un pullback. Substituir x pel terme m(z, m(z,2)), en
el context [z], dona la férmula 3y (m(y,y) = m(z,m(z,z))). Categori-
cament, és reindexar el predicat al llarg del morfisme s — s definit
pel terme, interpretat com z — 3z. Per tant, s’interpreta com {z |
3z és parell}, que és el conjunt dels parells. En canvi, substituir pel
terme m(z,z) dona {z | 2z és parell} = N, el subobjecte maxim: la
féormula Jy (m(y,y) = m(z, z)) és demostrable, amb el testimoni y = z,
i el model ho reflecteix.

Un sol exemple recorre aixi les peces del volum: termes com a morfismes,
equacions com a equalitzadors i igualtat com a diagonal (capitols 5 i 7),
existencial com a imatge (capitol 8), predicats com a morfismes cap a )
(capitol 9) i substitucié com a pullback.

Amb aquest exemple, cada peca del llibre troba el seu lloc: els contextos son
objectes, els termes sén morfismes, la substitucié és composicié i reindexacio, els
productes son concatenacions, les equacions sén igualtats de fletxes, els models
son functors que preserven estructura, i els quantificadors, quan existeixen, sén
adjunts de la reindexaci6. La categoria sintactica és el punt on la sintaxi logica
i la semantica categorica es toquen; construir-la en general, amb l’estructura ex-
acta que cada fragment logic requereix, és una de les primeres tasques del volum
seguent.

10.5 Cloenda

El fil que recorre tot aquest programa és un de sol, i ja el coneixem: traduir
entre logica i categories. En el marc categoric adequat a cada fragment logic,
un predicat s’interpreta com un subobjecte; la substitucié, com un pullback; la
conjuncid, com una interseccié; l’existencial, com una imatge; la implicaci6 i
I'universal, mitjancant adjunts; una teoria es codifica en una categoria sintactica
i els seus models es descriuen per functors que preserven l’estructura pertinent.
Les teories algebraiques, regulars, coherents o geometriques tenen categories sin-
tactiques amb l’estructura corresponent, i per aixo teories sintacticament diferents
poden tenir semantiques categoriques equivalents, o fins i tot el mateix topos clas-
sificador. Cadascuna d’aquestes traduccions descansa sobre una construccié que
aquest volum ha desenvolupat amb detall.

No hem demostrat cap teorema de la logica categorica en aquestes pagines, i
era deliberat: la seva demostracié pertany al volum segiient. El que si que hem
fet és deixar el terreny preparat, de manera que quan aquells teoremes arribin,
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cap de les seves peces categoriques resulti desconeguda. Si el lector, en trobar més
endavant que «l’existencial és un adjunt per I'esquerra de la substitucid, estable
per canvi de base», reconeix en aquesta frase la factoritzacié imatge, ’adjuncio i
el pullback que ha estudiat aqui, aleshores aquest volum haura complert la seva
funcio.

10.6 Mapa del volum segiient

La secci6 10.2 ordenava la continuacié per fragments logics. Per acabar,
I’ordenem per temes: per a cadascun dels cinc temes centrals del volum de logica

categorica, que en queda establert aqui i que s’hi afegira.

Tema

En aquest volum

Al volum segiient

substitucio i
reindexacié

connectius sobre
subobjectes

quantificadors com

a adjunts

igualtat

semantica interna

f* per pullback a C/B (capitol 5) i
a Sub(B); el functor
Sub: C°® — Poset (capitol 8)

T i A com a pullbacks (capitol 8);
= als preordres cartesians tancats
(capitol 7); A sobre Q (capitol 9)
Iy 4 f* 4Vy a Set (capitol 6); 35
com a imatge en categories regulars
(capitol 8)

la diagonal d4 (capitol 7); la parella
nucli, que és el pullback de §p al
llarg de f x f (capitol 8); les
equacions com a equalitzadors
(secci6 10.4)

), la pertinenga per elements
generalitzats i 'objecte de parts
(capitol 9); I'exemple de la
seccié 10.4

la substitucié de termes en férmules
com a reindexacié en una doctrina;
la condicié de Beck—Chevalley

1 iV estables (categories
coherents); = a les fibres
(categories de Heyting)

V¢ en categories de Heyting; la
condicié de Frobenius; la
quantificaci6 al llarg de projeccions
de contextos

la igualtat com a 35, (T), on 35, és
I’adjunt per 'esquerra de la
contraccié ¢%; les regles de la
igualtat com a propietats d’aquesta
adjuncié

el llenguatge intern d’un topos, la
semantica de Kripke—Joyal, la logica
d’ordre superior, i la correccid i la
completesa

Cap fila de la columna central no demana res que el lector no hagi vist en aquest
volum. La columna de la dreta és el programa del volum segiient.

Sintesi del capitol.

El fil en una frase

Cap on continua

En el marc categoric adequat a cada fragment logic, un predicat s’interpreta
com un subobjecte; la substitucid, com un pullback; la conjuncié, com una
interseccio; 'existencial, com una imatge; la implicacio i I'universal, mitjancant
adjunts; una teoria es codifica en una categoria sintactica i els seus models es
descriuen per functors que preserven 'estructura pertinent.

La logica propiament dita —sintaxi, correccié i completesa, i les condicions
de coherencia Beck—Chevalley i Frobenius— es reserva per al volum de logica
categorica, del qual aquest text és la preparaci6. La seccié 10.6 en dona el
mapa per temes: substitucid, connectius, quantificadors, igualtat i semantica
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interna.

Lectura recomanada

[13] i [16] per a la logica categorica i la teoria de tipus; [10, §13] per a la logica
interna dels topos; [14] i [15] per a la logica de primer ordre en categories
regulars, coherents i de Heyting, que és el punt de partida del volum de logica;
[12] per a la logica geometrica i els topos; [17] com a obra de consulta. Com
a direccions complementaries: [26], per a la teoria homotopica de tipus, on la
igualtat entre dos elements pot tenir estructura propia; i 'nLab [22, 23], com
a recurs de consulta sobre topos classificadors i locales.




Part 11

Practica
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1 Categories

En aquest capitol resolem amb detall una seleccié d’exercicis corresponents al
capitol Categories de la part de Teoria. L’objectiu no és només arribar al resultat,
siné mostrar com es raona en el llenguatge categoric: comprovar axiomes, seguir
camins, traduir diagrames a equacions i reconeixer una mateixa estructura en
conjunts, preordres, logica i grafs. Convé intentar cada exercici abans de llegir-ne
la solucio.

1.1 Definicié de categoria

Exercici 1.1. Comprova que els conjunts amb les relacions formen una categoria
Rel, on un morfisme A — B és una relaci6 R C A x B, la identitat de A és la
relacié d’igualtat, i la composicié de R C A x Bamb S C B x (' és

SoR={(a,c) e AxC|3be Btal que (a,b) € Ri (b,c) € S}

Soluciéo. Hem de comprovar els dos axiomes. Comencem per les identitats.
Sigui idy = {(a,a) | a € A} la relacié d’igualtat sobre A. Per a tota relaci6
RCAXxB,

Roidy = {(a,b) | 3d (a,d’) €ida i (d',b) € R} = R,
perque (a,a’) € id4 obliga @’ = a. Analogament idg oR = R.
Per a l'associativitat, sigunin RC AXx B, SCBxCiT CC x D. Un parell
(a,d) pertany a T o (S o R) si i només si existeixen b € B i ¢ € C' tals que
(a,b) € R, (b,c) € S, (c,d) eT.
La mateixa condici6 caracteritza (7 o S) o R. Per tant

To(SoR)=(ToS)oR,

i Rel és una categoria.

198
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1.2 Fletxes, camins i diagrames commutatius

Exercici 1.2. Llegeix el diagrama segiient i escriu ’equacidé que expressa que com-
muta:

A f B
C D

Explica també per que 'ordre de les composicions és el que escrius.
Solucié. Hi ha dos camins dirigits de A a D. El cami superior-dret és
AL BY D,
i per tant determina v o f. El cami esquerre-inferior és
AL CS D,
i determina g o u. El quadrat commuta exactament quan

ror=gou}

L’ordre de cada composicié es llegeix de dreta a esquerra: en vo f seguim primer

f i després v.
O

Exercici 1.3. Considera a Set quatre copies de Z i les aplicacions
fn)=n+1, u(n) = 2n, v(n) = 2n, g(n) =n+2.

Comprova que el quadrat

Z i /
Z g Z

commuta.

Solucié. Cal comprovar que v o f = gou. Per a qualsevol n € Z,
(vo f)(n) =v(n+1)=2n+2,

mentre que
(gou)(n) =g(2n) =2n+ 2.

Les dues aplicacions coincideixen en tots els enters. Per tant

vof=gou,
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i el quadrat commuta. Aquest exemple mostra com una afirmaci6 sobre funcions
es pot llegir simultaniament com una igualtat algebraica i com la commutativ-
itat d’un diagrama.

O
1.3 Primers exemples

Exercici 1.4. Sigui T" un sistema deductiu amb una relacié de deduibilitat Fr
reflexiva i transitiva. Comprova amb detall que les férmules, amb una tnica fletxa
A — B quan A br B, formen una categoria prima Provr.

Solucio. Els objectes sén les formules. Entre dues férmules A i B posem un
unic morfisme A — B exactament quan A Fp B.
La identitat existeix perque la deduibilitat és reflexiva:

AFr A

Per tant hi ha una fletxa id4: A — A.
La composicid existeix perque la deduibilitat és transitiva. Si

ArrB i BF¢C,

aleshores
Abr C.

Diagramaticament,

A B C

\_/

Finalment, entre dues formules hi ha com a maxim una fletxa. Aixo fa que les
igualtats exigides pels axiomes d’associativitat i identitat siguin automatiques
sempre que les composicions existeixin. Per tant Prov; és una categoria prima.
Cal remarcar que hem oblidat: si hi ha dues demostracions diferents de B a
partir d’A, aquesta categoria les identifica en una sola fletxa. Només conserva
la relacié de deduibilitat.

O

Exercici 1.5. Siguin els grafs dirigits G i H seglients:

G: 0%1, H: /

Defineix Fy(0) = z, Fy(1) = y i Fg(a) = r. Comprova que aixo defineix un
morfisme de grafs F': G — H. Explica per que substituir Fg(a) = r per Fg(a) = s,
mantenint £y, no defineix un morfisme de grafs.
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Solucié. En G tenim

ien H,

Per tant
Fy(sg(a)) = Fv(0) =z = sy(r) = su(Fe(a))

Fy(tg(a)) = Fv(1) = y = tu(r) = tu(Fg(a)).

Aixi es compleixen les dues equacions
Fy o sqg = sy o FF, Fyotg=tyo FEg,

i F' és un morfisme de grafs.
Si poséssim Fr(a) = s, Porigen encara seria correcte perque sy(s) = z, pero el
desti fallaria:

tu(s) = 2 £y = Fy(1).

Per tant el quadrat corresponent al desti no commutaria i no tindriem un mor-

fisme de grafs.
O

1.4 Isomorfismes

Exercici 1.6. En una categoria qualsevol, comprova que si f: A— Big: B— C
tenen inversos, aleshores g o f també en té, i

(gof)y ™ =f"og

Solucio. La situacié és ;
g
A= B=C.
Per recérrer aquest cami en sentit contrari hem d’invertir també 'ordre: primer
g~ ' i després f~1. Proposem, doncs, f~! o g~! com a invers.
D’una banda,

(ftogo(gof)=flo(glog)of=[f"of=1idy,
i de laltra,
(gof)o(flog)=go(fofogl=gog'=idc.

Per tant (go f)™' = flog™t
[

Exercici 1.7. Comprova que a Rel una relaci6 R: A — B és un isomorfisme si i
només si és el graf d’una bijeccié de A a B.



CAPITOL 1. CATEGORIES 202

Solucié. Si f: A— B és una bijeccié i R és el seu graf, el graf de f~! és una
relaci6 B — A i les dues composicions son les relacions d’igualtat. Per tant R
és un isomorfisme.

Reciprocament, suposem que R té un invers S: B — A, és a dir,

So R =idyu, RoS =idp.

Per a cada a € A, com (a,a) € S o R, existeix algun b € B amb (a,b) € R i
(b,a) € S. Aixi cada a es relaciona amb almenys un b.
Si (a,b) € Ri (a,V) € R, triem by amb (a,by) € R i (by,a) € S. Llavors

(bo,b) €RoS= idB, (bo,b/) €RoS= idB,

i per tant b = by = b'. Aixi cada a es relaciona amb un tnic b, i R és el graf
d’una aplicacié f: A — B.

Aplicat a S, el mateix argument dona una aplicacié g: B — A. Les igualtats
SoR=1idy 1 RoS =idp es converteixen en

go f=1idy, fog=idg.

Per tant f és bijectiva i R n’és el graf.
O

Exercici 1.8. Sigui C una categoria. Comprova que la relacié «ésser isomorf»
entre objectes de C és una relacié d’equivalencia.

Solucio. Reflexivitat: idy és el seu propi invers, de manera que A = A.
Simetria: si f: A — B és un isomorfisme amb invers f~!: B — A, aleshores
f~1 és també un isomorfisme, amb invers f; per tant B = A.

Transitivitat: si f: A — Big: B — C sén isomorfismes, la composicié g o f

també ho és pel primer exercici de la seccid; per tant A = C.
O

Exercici 1.9. A la categoria prima Provy, comprova que dues férmules A i B sén
isomorfes si i només si sén interdeduibles:

AbFr B i BFr A

Solucio. Si A= B, per definici6 existeixen fletxes
A— B i B — A.

A Provyr aixo significa exactament A+ B i B Fr A.

Reciprocament, si es donen aquestes dues deduibilitats, existeixen les dues fletx-
es. Com que Provy és prima, qualsevol endomorfisme A — A és necessariament
I"inica fletxa idy4, i igualment per a B. Per tant les dues composicions séon les

identitats i les fletxes sén inverses. Aixi A = B.
O
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1.5 Classes especials de morfismes

Exercici 1.10. Demostra que un morfisme f és un isomorfisme si i només si és un
monomorfisme escindit (té retracci6) i un epimorfisme.

Solucio. Si f és un isomorfisme, el seu invers és alhora retraccid i seccid,
de manera que f és mono escindit; i tot isomorfisme és epi. Reciprocament,
suposem que f: A — B té una retraccié r (amb r o f = ids) i que és epi.
Partint de r o f =id4 i component amb f per ’esquerra,

(for)of=fo(rof)=foids = f=1idgof.
Com que f és epi, es pot cancel - lar el factor f de la dreta, d’'on
fOT’:idB.

Juntament amb r o f = id,4, aix0o mostra que r és també invers per la dreta de
f: f és un isomorfisme amb invers r = f1.

O

Exercici 1.11. A Set, considera f: {0,1} — {x}, I'inica aplicacié, i g: {x} —
{0,1} amb g(x) = 0. Comprova quina de les dues composicions fogigo f és una
identitat, digues quin dels dos morfismes és una secci6 i quin una retracci6 (i de
qui), i determina quin dels dos és un monomorfisme i quin un epimorfisme.

Solucié. Calculem les dues composicions. Per una banda, fog: {¥} — {x}
compleix (f o g)(¥) = f(0) = *, de manera que f og = idg,. Per l'altra,
go f:{0,1} — {0,1} envia tant 0 com 1 a 0, de manera que go f # idyy 1y (per
exemple, (go f)(1) =0 # 1).

Aixi, I'inica igualtat que val és f o g = idy,). Llegida des de cada morfisme,
aquesta equacié diu dues coses alhora: ¢ és una seccid de f (un invers per la
dreta de f), i f és una retraccié de g (un invers per l'esquerra de g). Convé
insistir que «seccio» i «retraccido» sén papers relatius a l’altre morfisme, no
propietats absolutes: aqui g no és «una seccié» en abstracte, siné una seccio de
f.

Pel que fa a mono i epi: com que f té una seccid, f és un epimorfisme; com
a aplicaci6, és exhaustiva, d’acord amb la caracteritzacié dels epimorfismes de
Set. Com que g té una retraccid, g és un monomorfisme; com a aplicacio, és
injectiva. En canvi, f no és mono, perque 'aplicacié f no és injectiva (f(0) =
f(1)), 1 g no és epi, perque I'aplicacié g no és exhaustiva (1 ¢ g({x})). Cap dels
dos és un isomorfisme: ho serien només si g o f fos també una identitat, cosa

que hem vist que no passa.
O

Exercici 1.12. Sigui C una categoria prima, és a dir, una categoria en que entre
dos objectes hi ha com a maxim un morfisme. Comprova que tot morfisme de C
és alhora un monomorfisme i un epimorfisme. Explica per que aquest fet mostra
que, en una categoria arbitraria, «mono» i «epi» no es poden interpretar com
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«injectiu» i «exhaustiuy.

Solucio.  Sigui f: A — B un morfisme de C. Per veure que és un monomor-
fisme, siguin g,h: X — Aamb fog= foh:

f

X A B feg=foh = g=h.

h

Els morfismes g i h tenen el mateix domini X i el mateix codomini A: tots dos
pertanyen a Hom(X, A). Com que la categoria és prima, aquest homconjunt té
com a maxim un element, i per tant ¢ = h. Observem que ni tan sols hem fet
servir la hipotesi f o g = f o h: la cancel - lacié es compleix perque no hi ha res
a cancel - lar.

Per veure que és un epimorfisme, siguin g,h: B — Y amb go f = ho f:

f g
B
h

A Y gof=hof = g=nh.

Ara g,h € Hom(B,Y), i el mateix argument dona g = h. També ho po-
dem obtenir per dualitat: la categoria oposada C també és prima, perque
Homeo (B, A) esta en bijeccié amb Home(A, B); per tant f°P és mono a CP, és
a dir, f és epi a C (teorema 1.7).

Per queé aixo impedeix llegir mono com a injectiu © epi com a erhaustiu. Hi ha
dues raons, una més radical que l’altra.

Primer, en una categoria prima els morfismes no sén, en general, aplicacions.
En un preordre, la fletxa  — y només registra que x < y; no envia cap element
enlloc, i preguntar si és «injectiva» no té sentit. Mono i epi, en canvi, sempre
en tenen, perque es defineixen només amb la composicié.

Segon, fins i tot si volguéssim mantenir ’analogia, entraria en contradiccié. A
Set, una aplicacié injectiva i exhaustiva és bijectiva, és a dir, un isomorfisme.
Si «mono = injectiu» i «epi = exhaustiu» valguessin en general, tot morfisme
d’una categoria prima seria un isomorfisme. Pero a 2 = (0 — 1) la fletxa
u: 0 — 1 és mono i epi pel que acabem de demostrar, i no té invers, perque
no hi ha cap fletxa 1 — 0. En un preordre qualsevol passa el mateix: la fletxa
x — y és sempre mono i epi, i només és un isomorfisme quan també y < z.

La conclusi6 és que «mono = injectiu» i «epi = exhaustiu» sén teoremes sobre
Set, no definicions. Les definicions sén les de cancel - lacid, i en una categoria
prima es compleixen de la manera més trivial possible.

O

Exercici 1.13. Compara les aplicacions injectives i: @ — {x} i j: {0} — {0,1} de
Set. Totes dues sén monomorfismes? Quina d’elles és un monomorfisme escindit?

Solucio. Totes dues son injectives i, per tant, monomorfismes de Set.
La inclusié j té una retracci6: l'aplicacié r: {0,1} — {0} constant compleix
roj =idgy. Es, doncs, un monomorfisme escindit.
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L’aplicaci6 ¢, en canvi, no en té cap: una retraccié seria una aplicaci6 {*} — &,
i no n’hi ha cap, perqué * no té on anar. Per tant, ¢ és un monomorfisme
que no és escindit. L’exemple mostra que l'afirmacié «tota aplicacié injectiva
té una inversa per l'esquerra» només és certa per a dominis no buits; i aquest
contraexemple no depeén de 'axioma de 1’eleccid, a diferéncia del cas dual de les
seccions.

0
1.6 Construccions sobre categories

Exercici 1.14. Descriu explicitament la categoria producte 2 x 3, on 2 és la cat-
egoria associada a 'ordre 0 < 1 i 3 la categoria associada a 0 < 1 < 2. Quants
objectes i quants morfismes té? Com es componen?

Solucio.  Els objectes sén les parelles (i,5) amb i € {0,1} 1 j € {0,1,2}. N’hi
ha sis i es poden disposar en una graella:

(0,0) —— (0,1) —— (0, 2)

N

(1,0) —— (1,1) —— (1,2)

Només hi hem dibuixat les fletxes basiques; les composicions produeixen també
fletxes més llargues i diagonals.
Com que 2 i 3 s6n primes, entre (4, j) i (¢/, j') hi ha un inic morfisme exactament
quan

i<i i j<j.
2 té tres morfismes i 3 en té sis. Com que un morfisme del producte és una

parella, hi ha
3-6=18

morfismes. La composicié es fa component a component. Tots els quadrats de
la graella commuten perque el producte és també una categoria prima.

O

Exercici 1.15. Descriu explicitament la categoria oposada P°® quan P és un pre-
ordre (P, <) vist com a categoria. Quina relacié d’ordre li correspon?

Soluciéo. A P hi ha un morfisme x — y exactament quan = < y. A P les
fletxes s’inverteixen:

r—yaP? <«— y—zrxaP <+— y<u

Per tant P és el preordre invers (P,>). En aquest exemple, invertir les fletxes

és literalment invertir la desigualtat.
O
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Exercici 1.16. Sigui 2 = (0 — 1) la categoria amb dos objectes i una fletxa no
trivial. Prenent com a ambient la mateixa 2, descriu explicitament la categoria
sobre l'objecte 1, 2/1, i la categoria sota 1’objecte 1, 1/2, comptant-ne objectes i
morfismes. Comprova després que (2/1)°° no és isomorfa a 1/2, i identifica amb
quina categoria si que ho és.

Solucio. Escrivim la fletxa no trivial de 2 com u: 0 — 1.

La categoria 2/1 (sobre 1). Els seus objectes son els morfismes de 2 amb codo-
mini 1: la fletxa u: 0 — 1 i la identitat id;: 1 — 1. Son, doncs, dos objectes.
Un morfisme de u a id; és una fletxa h de 2 amb id;oh = u, és a dir h = u; i
les identitats de cada objecte completen els morfismes. La categoria 2/1 té la
forma d’una fletxa entre dos objectes: és isomorfa a 2.

La categoria 1/2 (sota 1). Els seus objectes son els morfismes de 2 amb domini
1: només id;, perqué de 1 no en surt cap altra fletxa. Es, doncs, un sol objecte,
amb només la seva identitat: la categoria 1.

El contrast. 2/1 té dos objectes i 1/2 en té un. Per tant (2/1)°? té dos objectes
i mo pot ser isomorfa a 1/2. El que si que val és la formula general de dualitat

(2/1)7 = 1/(2°).

En efecte, 2°° és la fletxa invertida 1 — 0; sota I'objecte 1 a 2°° hi ha els
morfismes amb domini 1, que s6n id; i la fletxa 1 — 0: dos objectes, com
(2/1)°°. La moral: en dualitzar la construccié «sobrey» en «sota» cal dualitzar

també la categoria ambient, no deixar-la intacta.
O

1.7 Principi de dualitat

Exercici 1.17. Demostra que la composicié de dos monomorfismes és un monomor-
fisme. A continuacio, sense repetir el calcul, dedueix per dualitat que la composicid
de dos epimorfismes és un epimorfisme. Indica exactament que s’inverteix en pas-
sar a C° i que es manté.

Solucié.  Primera part: el cas dels monomorfismes. Siguin f: A — B i
g: B — C monomorfismes, i siguin u,v: X — A amb (go f)ou = (go f)ow:

X*’u A f B g C (gof)ou=(goflov = u=w.

Per associativitat, la hipotesi és go (fou) = go (f ov). Com que g és mono,
en cancel - lem el factor de I'esquerra i obtenim fou = fowv. Com que f és
mono, tornem a cancel - lar i obtenim v = v. Per tant go f és mono. Observem
I’ordre: primer es cancel - la g, el factor exterior, i després f.

Segona part: dualitzacié. Procedim en tres passos.

1. L’enunciat és categoric. «Si f: A — B1ig: B — C sén monomorfismes,
aleshores g o f és un monomorfisme» només parla d’objectes, morfismes, com-
posicié i igualtats entre composicions (la definicié de mono és d’aquesta mena).
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Per tant té dual, i com que I’hem demostrat en una categoria qualsevol, el
principi de dualitat (teorema 1.7) garanteix que el dual també és valid en tota
categoria.

2. Que s’inverteix. Recorrem ’enunciat element per element:

AC A Tenunciat dual
fitA—=B, g¢g:B—>C f:B—>A ¢g.C—B
la composta go f: A — C la composta fog: C'— A

fletxes de prova u,v: X — A  fletxes de prova u,v: A - X
mono: Mou=mov=u=v epi:uom=vom=u="7v

Es mantenen els quantificadors («per a tot u,v»), la implicacié, la igualtat i
I’associativitat, que és autodual. L’enunciat dual diu, doncs: si f: B — A
i g: C — B sétn epimorfismes, aleshores f o g: C — A és un epimorfisme.
Rebatejant les fletxes perque la cadena es llegeixi d’esquerra a dreta, p: A — B
ig: B— C, aixo és: sip iq son epimorfismes, qop és un epimorfisme.

3. Per queé és valid. Es Iargument del principi, fet explicit. Siguin p: A — B
iq: B — C epimorfismes de C. A C®, les fletxes p*: B — Ai¢®: C — B
son monomorfismes, perque ser epi a C és ser mono a C°. Per la primera
part, aplicada a C°P, la composta p°® o ¢°?: C' — A és mono a C°. Pero
p° 0 ¢°? = (q o p)°, de manera que (g o p)°® és mono a C, és a dir, g o p és epi
a C.

Comprovacio: la prova dual. No ’hem necessitat, pero val la pena escriure-
la per veure que és la primera llegida a l'inrevés. Siguin w,v: C — X amb

uo(gop)=vo(gop):

ALt . o—5x uo(qgop)=vo(gop) = u=v.

()

Per associativitat, (uoq)op = (voq)op; com que p és epi, uoq= v oq; com
que ¢ és epi, u = v. Les mateixes passes, amb cada composicié en 1’ordre invers:
ara es cancel - la primer p, el factor de la dreta, que és la fletxa per on comenca
el cami.

Error tipic. En dualitzar és facil invertir les fletxes pero oblidar d’invertir 'ordre
de la composicio, i escriure «p o q és epin. Sip: A — B1iq: B — C, aquesta
composta ni tan sols esta definida, tret que C' = A. Comprovar els dominis i els

codominis de cada composta és la millor manera de detectar 1’error.
O

1.8 Grafs i categories lliures

Exercici 1.18. Considera el graf amb un sol vertex i dues arestes que sén bucles,
a i b. Descriu la categoria lliure que genera. Quants morfismes té?
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Solucio. La categoria lliure té un sol objecte. Els morfismes sén tots els
camins finits:

e, a, b, aa, ab, ba, bb, aaa,

on € és el cami buit i actua com a identitat. La composicié és la concatenacid
de paraules en ordre de recorregut: boa = ab. Com que cap relacié no iden-
tifica camins diferents, hi ha una infinitat numerable de morfismes. Llevat de
I'isomorfisme canonic que inverteix l'ordre de les lletres (exemple 1.10), és el

monoide lliure sobre I'alfabet {a, b}.
U

1.9 Qiiestions de mida

Exercici 1.19. En una categoria petita, ’'oposada C°? també és petita. Comprova-
ho, i comprova a més que C i C° tenen exactament el mateix nombre de morfismes.

Solucié. Els objectes de C° sén els mateixos que els de C. Cada morfisme
f: A — B de C correspon al mateix morfisme vist com f: B — A a C. Aixo
dona una bijeccié entre les col - leccions de morfismes de totes dues categories.
Per tant, si els objectes i els morfismes de C formen conjunts, també ho fan els
de C°. En particular, C és petita si i només si ho és C°P.

O

Exercici 1.20. Comprova que Set és localment petita: per a conjunts A i B,
mostra que la col - leccié de les aplicacions A — B és un conjunt, identificant cada
aplicacié amb el seu graf, que és un subconjunt d’A x B.

Solucié. Una aplicacié f: A — B queda determinada pel seu graf
I ={(a,f(a)) |a€ A} C A xB.

Un subconjunt I' C A x B és el graf d’alguna aplicaci6 A — B exactament quan
és funcional: per a cada a € A hi ha un tnic b € B amb (a,b) € I'. Aixi, f — I
és una bijecci6 entre les aplicacions A — B i els subconjunts funcionals d’A x B;
la inversa envia I a 'aplicacié que assigna a cada a 1'anic b amb (a,b) € T.
Vegem ara que aquests subconjunts funcionals formen un conjunt. Com que A
i B sén conjunts, el producte A X B és un conjunt, i també ho és el seu conjunt
de parts P(A x B). La condici6 «ser funcional» és una propietat ben definida
dels elements de P(A x B), de manera que, per l'axioma de separacio,

{I'e P(Ax B) |Vaec AJbe B (a,b) €'}

és un conjunt. Per la bijeccié anterior, Homget (A, B) és un conjunt.

Una precisié, la mateixa de 'observacié 1.7 de la Teoria per a Rel: el graf no
determina el codomini, perque I'y C A x B també és un subconjunt d’A x B’ per
atot B’ O B. Per aixo, en rigor, un morfisme de Set és la terna (A4, B,I'y). Aix0
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no canvia la conclusié: les ternes (A, B,T') amb T" funcional formen el conjunt
{A} x {B} x{I' € P(A x B) | I funcional}, que esta en bijeccié amb ’anterior.
Abast. El mateix argument explica per qué Hom(A, B) és un conjunt en els
exemples habituals. A Rel, directament, Homge (X, Y') és, llevat dels extrems,
P(X xY). A les categories de conjunts estructurats (Grp, Top, Vectkx, Mon,
Pos), els morfismes sén aplicacions entre els conjunts subjacents que compleixen
una condicié addicional; formen, doncs, un subconjunt de I’lhomconjunt de Set
corresponent, de nou per separaci6é. En canvi, la col - leccié de tots els objectes
de Set no és un conjunt (paradoxa de Russell): Set és localment petita sense

ser petita.
0



2 Functors

En aquest capitol resolem amb detall una seleccié d’exercicis sobre functors.
Com al capitol anterior, ’objectiu no és només arribar al resultat, sin6 mostrar
com es comprova que una assignacié és un functor, com es reconeixen els functors
coneguts sota formes noves i com es distingeixen les propietats que un functor
preserva de les que no. Convé intentar cada exercici abans de llegir-ne la solucio.

2.1 Definicié de functor

Exercici 2.1. Sigui F': C — D un functor i suposem que a C tenim un quadrat
commutatiu, és a dir, quatre morfismes f: A - B, u: A — C, v: B — D i
g: C — D amb

vof=gou.

Mostra que la seva imatge per F' torna a ser un quadrat commutatiu:
F(v)o F(f) = F(g) o F(u).

Solucio. El quadrat de partida i la seva imatge son:

F
P py 29, pes)
C ——D F(C F(D
- (©) - FD)

Partim de la hipotesi vo f = gou. Apliquem F' a aquesta igualtat; com que F' és
una aplicacié ben definida sobre els morfismes, morfismes iguals tenen imatges
iguals:
Fvo f)=F(gou).
Ara fem servir que F' preserva la composicio a cada costat:
F(v)o F(f)=F(vo f) = F(gou) = F(g) o F(u).

Per tant el quadrat imatge commuta. Aquest és el contingut de la idea que
els functors envien diagrames commutatius a diagrames commutatius: n’hi ha
prou que ho comprovem sobre les composicions, perque un diagrama commuta
exactament quan certes composicions coincideixen.

O

210
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Exercici 2.2. Comprova que ’assignacié que envia cada conjunt X al conjunt de
parts P(X) i cada aplicacié f: X — Y a la imatge directa

P(f): P(X) = P(Y), A f(A)={f(a)]ac A},

és un functor covariant
P,: Set — Set,

el functor de parts per imatge directa. (Reservem P, sense subindex, per al
functor de parts contravariant de la Teoria, que actua per antiimatge.)

Solucio. Hem de comprovar la preservacié d’identitats i de composicio.
Per a la identitat, si f = idx aleshores per a tot A C X,

Pi(idx)(A) = {idx(a) | a € A} = A,

de manera que Pi(idx) = idp(x).
Per a la composicid, siguin f: X - Y ig: Y — Z. Peratot A C X,

Pi(go f)(A) = (g0 /)(A) = g(f(4))
= Pi(9) (P(f)(A)) = (Pi(g) o Pi(f))(A).
La igualtat central, (go f)(A) = g(f(A)), és la propietat coneguda de la imatge
directa. Per tant P, és un functor covariant. Té els mateixos objectes que P,

perd actua sobre els morfismes en sentit contrari i per una operacié diferent:

sén dos functors distints.
O

Exercici 2.3. Sigui C una categoria localment petita i A un objecte fix. Comprova
que l'assignacié que envia cada objecte X al conjunt Hom(A, X) i cada morfisme
f: X =Y alaplicacio

f«: Hom(A, X) — Hom(A,Y), o+ foop,

és un functor covariant Hom(A, —): C — Set (suposant C localment petita).

Solucié. Primer cal veure que f, esta ben definida: si ¢: A — X, aleshores
fop: A=Y, de manera que f.(¢) € Hom(A,Y).
Per a la identitat, prenent f =idy,

(idx)«(¢) = idx op = ¢,

de manera que (idx ). = idom(a,x)-
Per a la composicié, siguin f: X - Y ig: Y — Z. Per a tot ¢ € Hom(A, X),
usant ’associativitat de C,

(go flulp) =(go flop=go(fop)=g(f(p)).

Per tant (g o f). = g« o fi« i Hom(A, —) és un functor covariant.
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2.2 Exemples de functors

Exercici 2.4. Siguin T i T’ dos sistemes deductius sobre el mateix conjunt de
formules, amb 7" una extensié de T'—=és a dir, tot el que és deduible a T també
ho és a T": si A bp B, aleshores A F1+ B. Comprova que la identitat sobre les
formules indueix un functor

J: Provy — Provy,

i explica en quins termes es podria formular que J sigui ple.

Solucio. Recordem que Provy té les férmules per objectes i una tnica fletxa
A — B exactament quan A Fp B; és una categoria prima. Definim J com la
identitat sobre els objectes, J(A) = A.

Sobre els morfismes, una fletxa A — B de Provy existeix exactament quan
A b1 B; la fletxa registra, doncs, el fet de la deduibilitat, no una prova concreta.
Com que T" és una extensié de T, tenim A 7 B, de manera que hi ha una
fletxa J(A) — J(B) a Provyr, i és tnica perqué Provy: és prima. Aixo defineix
J sobre morfismes.

Les condicions de functor se satisfan automaticament perquée totes dues cate-
gories son primes: entre dos objectes hi ha com a maxim una fletxa, aixi que la
preservacié d’identitats i de composicions no imposa res més enlla de ’existéncia
de les fletxes imatge, que ja hem comprovat.

Quant a ser ple: J seria ple si, per a cada parella de formules A, B, tota fletxa
J(A) = J(B) a Provy provingués d'una fletxa A — B a Provy. Es a dir, si

A}_T/B - A"TB

Dit d’una altra manera, J és ple exactament quan l'extensié 1" no afegeix cap
conseqiiéncia nova entre les formules considerades. Quan 7" demostra estricta-
ment més relacions que T, el functor J és fidel —de fet, totes dues categories
son primes, aixi que J és sempre fidel— pero no ple.

O

Exercici 2.5. Comprova amb detall que un functor entre dos preordres (P, <) i
(Q, <), vistos com a categories, és exactament una aplicacié monotona.

Solucié.  Un functor F': P — @ dona, en primer lloc, una aplicacié = — F(x)
dels objectes, és a dir, dels elements de P als de Q.

La condicié sobre morfismes diu que si hi ha una fletxa z — y a P, aleshores
hi ha una fletxa F'(z) — F(y) a (). Com que en un preordre hi ha una fletxa
r — y exactament quan z < y, aixo equival a

<y = F(z)<F(y),

que és precisament la definicié d’aplicacié monotona.

Reciprocament, tota aplicacié monotona defineix un functor: envia I'inica fletxa
r — y (quan x < y) a I"inica fletxa F(x) — F(y). Les condicions de preser-
vacio d’identitats i composicié es compleixen automaticament, perque entre dos
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objectes hi ha com a maxim una fletxa i totes les igualtats entre morfismes séon
trivials. Aixi, els functors P — (@ i les aplicacions monotones P — () sén el
mateix.

O

Exercici 2.6. Sigui M un monoide vist com a categoria BM amb un sol objecte .
Comprova que un functor F': BM — Set és el mateix que una acci6 de M sobre
un conjunt, és a dir, un conjunt S juntament amb una operacid

M xS — S, (m,s) —m-s,

tal que 1py-s=si(mn)-s=m-(n-s).

Solucié.  Un functor F': BM — Set tria un conjunt S = F(x) i envia cada
element m € M —cada morfisme * — *— a una aplicaci6 F(m): S — S.
Definim 'accié per

m-s=F(m)(s).

La preservaci6 de la identitat diu F'(1,,) = idg, és a dir, 1), - s = s per a tot s.
La preservaci6 de la composicié diu F(mn) = F(m) o F(n), és a dir,

(mn) - s = F(mn)(s) = F(m)(F(n)(s)) =m- (n-s).

Aquestes son exactament les dues lleis d’una accié per 'esquerra. Reciproca-
ment, tota accié defineix, per la mateixa féormula, un functor. Per tant els

functors BM — Set i les accions de M coincideixen.
O

Exercici 2.7. Comprova que la construccié de la categoria lliure és functorial sobre
les fletxes: donat un morfisme de grafs a: G — H, I'assignaci6 que envia cada cami
d’arestes de G a la seqiiencia de les seves imatges és un functor Free(a): Free(G) —
Free(H).

Solucié.  Un cami a Free(G) és una seqiiéncia finita d’arestes encadenades
aias - - - a,. Definim

Free(a)(aiaz - - - an) = ap(ar) ag(az) - - - ag(an),

i sobre els objectes Free(ar) = ay. Cal comprovar que aquesta seqiiéncia és
realment un cami a H: com que « preserva origen i desti, si a; acaba on comenca
a;y1, aleshores ap(a;) acaba on comenca ag(a;y1), de manera que les imatges
també s’encadenen.

La identitat de cada vertex és el cami buit, que s’envia al cami buit del vertex
imatge: Free(«) preserva identitats. La composicié és la concatenaci6. Siguin
p=(a,...,a,)iq=(by,...,bs) dos camins componibles, amb el final de p igual
a l'inici de ¢; la seva composicio és el cami que recorre primer p i després ¢,

qop:(alu"‘7arabl7"~7bs)~

Aplicar ap terme a terme i després concatenar dona el mateix que concatenar
i després aplicar ap terme a terme, de manera que

Free(a)(q o p) = Free(a)(q) o Free(a)(p).
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Per tant Free(«) és un functor.

2.3 Composicié de functors i la categoria Cat

Exercici 2.8. Comprova que la composicié de dos functors F: C - DiG: D — E,
seguida d’'un tercer H: E — F, és associativa:

Ho(GoF)=(HoG)oF.

Solucio. Dues igualtats de functors es comproven sobre objectes i sobre mor-
fismes. Sobre un objecte A de C,

(H o (GoF))(A) = H(G(F(A)))

((HoG)o F)(A),
i sobre un morfisme f,

(Ho(GoF)(f)=H(GF(f)) = ((HoG)oF)(f).

En tots dos casos la igualtat es redueix a ’associativitat de I'aplicacié succes-
siva, primer F', després GG, després H. Per tant la composicié de functors és
associativa, i amb els functors identitat com a neutres, aixo confirma que Cat
és una categoria.

O

Exercici 2.9. Fixat un objecte A d’'una categoria C, descriu el functor oblit
Ua: C/A — C de la categoria de C sobre A cap a C, i comprova que és un
functor.

Solucié. Recordem que un objecte de C/A és un morfisme z: X — A de C,
i un morfisme de z: X — Acapay: Y — A és un morfisme h: X — Y de C
tal que y o h = z (el triangle commuta). Definim U, aixi: sobre objectes, envia
x: X — A al seu domini X; sobre morfismes, envia el morfisme h del triangle
al mateix h: X — Y vist a C, oblidant la condicié y o h = z.

Comprovem que és un functor. Identitats: la identitat de 'objecte z: X — A a
C/Aésidy (que compleix zoidx = z),1Ux(idx) = idx = idy, (). Composicié:
sih:x—yik:y— zsén morfismes componibles a C/A, la seva composicié és
ko h com a morfisme de C; per tant Ug(koh) = koh = Us(k)oUx(h). Aixi Uy
preserva identitats i composicié, i és un functor. Intuitivament, U, «oblida» el
morfisme cap a A i reté només el domini i les fletxes entre dominis.

O

2.4 Functors i isomorfismes

Exercici 2.10. Dona un exemple de functor i d’'un morfisme no isomorf la imatge
del qual s7 que és un isomorfisme. Aix0 mostra que els functors preserven isomor-
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fismes, pero no els reflecteixen en general.

Solucio. Considerem el functor oblit U: Pos — Set, que envia cada conjunt
parcialment ordenat al seu conjunt subjacent i cada aplicaci6 monotona a ella
mateixa. Siguin P el conjunt {0, 1} amb l'ordre discret (cap parella d’elements
diferents no és comparable) i ) el mateix conjunt amb 'ordre 0 < 1, i sigui

f:P—=Q

la identitat de conjunts. Es monotona, perqué a P les tniques relacions sén
0<0il<1, queesconserven a (). La inversa () — P, en canvi, no ho és: a
Q@ tenim 0 < 1, pero a P no. Per tant f no és un isomorfisme a Pos, perque
no té cap invers dins de la categoria.
Ara bé, la seva imatge U(f) és l'aplicacié identitat del conjunt {0,1}, que si
que és un isomorfisme a Set.
Un exemple andleg, per a qui conequi la topologia. El functor oblit U: Top —
Set es comporta igual. Si X és un conjunt amb dues topologies 7 i 7/, amb T
estrictament més fina que 7/, la identitat (X,7) — (X, 7’) és continua, pero la
seva inversa no ho és; no és, doncs, un isomorfisme a Top, mentre que la seva
imatge a Set és la identitat de X.
En tots dos casos, U no reflecteix isomorfismes: la seva imatge pot ser invert-
ible sense que l'original ho sigui. Els functors plens i fidels si que reflecteixen
isomorfismes, encara que aquesta condicié no és necessaria: hi ha functors que
els reflecteixen sense ser plens. Per exemple, el functor oblit Grp — Set re-
flecteix isomorfismes —un homomorfisme bijectiu de grups és un isomorfisme—,
malgrat no ser ple.

O

Exercici 2.11. A la categoria 2 = (0 = 1), la fletxa u és mono i epi. Construeix
un functor 2 — Set que no ’envii a un monomorfisme, i un altre que no 'envii a
un epimorfisme.

Solucié.  Un functor 2 — Set queda determinat per dos conjunts i una
aplicacio entre ells, imatges de 0, 1 i u: les iniques composicions de 2 involucren
identitats, de manera que la functorialitat només demana enviar identitats a
identitats.
e F(0) ={0,1}, F(1) = {x} i F(u) I'inica aplicacié {0,1} — {x}. No és
injectiva, i per tant F'(u) no és mono.

o G(0) ={x}, G(1) ={0,1} i G(u) I'aplicaci6 de valor 0. No és exhaustiva,

i per tant G(u) no és epi.
Un functor, doncs, no preserva en general ni els monomorfismes ni els epimor-
fismes. A 2, que u sigui mono i epi és conseqiiéncia que la categoria és prima;

a Set hi ha més fletxes amb que comparar, i aquesta trivialitat es perd.
O
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2.5 Functors covariants i contravariants

Exercici 2.12. Comprova que el functor de parts contravariant P: Set”® — Set,
que envia f: X — Y a 'antiimatge

fPY) = PX), B f(B),

és realment un prefeix sobre Set (definici6 2.7).

Solucié. Cal comprovar la preservacié d’identitats i la inversié de 'ordre en
la composicio.

Per a la identitat, (idx)~!(B) = B per a tot B C X, de manera que (idy)™* =
id'p(X).

Per a la composicid, siguin f: X - Y ig: Y — Z. Per a tot C' C Z,

(9o /)C)={z | g(f(2)) € C} ={z | f(z) € g7 (C)} = f(g7(C)).

Per tant
(gof)t=fTlog™
amb l'ordre invertit. Aquesta és exactament la condicié de prefeix, és a dir, de

functor Set®” — Set.
O

Exercici 2.13. Sigui B un objecte fix d’una categoria localment petita C. Compro-
va que Hom(—, B) és un prefeix sobre C, és a dir, un functor Hom(—, B): C® —
Set.

Solucié. A cada objecte X li assignem el conjunt Hom (X, B). A cada mor-
fisme f: X — Y li assignem l’aplicacié de precomposicié

f*: Hom(Y, B) — Hom(X, B), Yo f,

que esta ben definida perque si ¥: Y — B aleshores ¥ o f: X — B. Observem
que f* inverteix el sentit: parteix dels morfismes des de Y i arriba als morfismes
des de X.

Per a la identitat, (idx)*(¢)) = ¥ oidx = . Per a la composicid, siguin
f: X —=>Yig:Y — Z;peratot v € Hom(Z, B),

(go f) (W) =vol(gof)=(dbog)of=Ff(5"¥)).
Per tant (g o f)* = f* o g*, amb l'ordre invertit, i Hom(—, B) és contravariant.
O
Exercici 2.14. Sigui C localment petita. Comprova que el bifunctor
Hom(—, —): C* x C — Set, Hom(f,g)(h) =goho f,

respecta la composicié simultania en les dues variables i les identitats. Es a dir,
comprova que és realment un functor, no només en cada variable per separat.
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Solucio. Siguin f: A — A, f': A" > A, g: B— B'i¢: B'— B” morfismes
de C. Recordem que la composicié a C°? x C actua component a component, i
que a la primera component (la de C°) I'ordre és I'invers del de C. Composi-
ci6. Per a tot h: A — B,

Hom(f', ¢') (Hom(f, g)(h)) = g' o (goho f)o f'
=(g'og)oho(folf)
= Hom(f o f', g' 0 g)(h),

on el pas central és només associativitat. El resultat Hom(fo f’, g'og) és precisa-
ment Hom aplicat a la composicié6 de la parella (f’, ¢') amb (f,g) a C* xC: ala
segona component obtenim ¢’ o g, i a la primera fo f’ ('ordre invertit, coherent
amb la contravariancia). Identitats. Per a la parella identitat (id4,idg),

HOHI(idA, ldB)(h) = idB oh o idA = h,

és a dir Hom(idy,idg) = iduom(a,p). Per tant Hom(—, —) preserva composicié i
identitats de C? x C, i és un functor de ple dret.
U

2.6 Functors fidels i plens

Exercici 2.15. Comprova que el functor oblit U: Pos — Set, que envia cada ordre
parcial al seu conjunt subjacent i cada aplicacié monotona a ella mateixa, és fidel
pero no ple.

Solucio. Fidel. Siguin f,g: P — @ dues aplicacions monotones amb U(f) =
U(g). Aixo vol dir que f i g coincideixen com a aplicacions entre els conjunts
subjacents, és a dir, en tot element de P. Una aplicacié monotona no és res
més que la seva accid sobre els elements (amb la condici6 afegida de preservar
l'ordre), de manera que f = g. Aixi cada aplicacié Upg: Hompes(P, Q) —
Homge (U(P), U(Q)) és injectiva i, per tant, U és fidel. (Sobre objectes, en canvi,
U no és injectiu: ordres diferents sobre un mateix conjunt tenen la mateixa
imatge. Ser fidel no hi té res a veure.)

No ple. Prenem l'ordre parcial P = {0,1} amb 0 < 1 i el mateix @ = P.
L’aplicaci6 o: {0,1} — {0,1} que intercanvia els dos elements (c(0) = 1,
o(1) = 0) és una aplicaci6 de conjunts perfectament valida, i pertany a
Homget (UP,UQ). Perdo no és monotona: de 0 < 1 es passaria a ¢(0) = 1 i
0(1) =0, és adir 1 <0, que és fals. Per tant o no és de la forma U(f) per a
cap aplicacié monotona f, 'aplicacié Upg no és exhaustiva i U no és ple.

Per a qui conegui els grups. El functor oblit U: Grp — Set es comporta igual:
és fidel perqué un homomorfisme queda determinat per la seva accié sobre els
elements, i no és ple perque hi ha aplicacions entre els conjunts subjacents que

no sétn homomorfismes, com x — x + 1 de Z en 7Z, que no envia 0 a 0.
O

Exercici 2.16. Sigui S la subcategoria plena de FinSet que té per objectes els
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conjunts 0 =@ in={1,...,n} per an > 1. Comprova que la inclusié
t: S — FinSet

és plena, fidel i essencialment exhaustiva, pero no exhaustiva sobre objectes en
sentit estricte.

Solucio. Fidel. La inclusié envia cada morfisme a ell mateix: per a objectes
m,n de S, aplicaci6 ty,,,: Homg(m,n) — Hompinset(m,n) és h +— h, que és
injectiva.

Plena. Com que S és una subcategoria plena, conté tots els morfismes de
FinSet entre dos objectes seus: Homg(m,n) = Homgiyset(m, 1), €l conjunt de
totes les aplicacions m — n. L’aplicacié ¢,,, ¢s, doncs, la identitat d’aquest
conjunt, i en particular exhaustiva.

Essencialment exhaustiva. Sigui X un conjunt finit, i sigui n el seu nombre
d’elements. Per definicié de cardinal finit, hi ha una bijecci6 X — n (per a
n =0, X =@ = 01in’hi ha prou amb la identitat). Una bijeccié és un
isomorfisme de FinSet, de manera que X = ((n). Tot objecte de FinSet és,
doncs, isomorf a una imatge de «¢.

No exhaustiva sobre objectes. El conjunt {2} és un objecte de FinSet, pero
no és cap dels n: té un sol element, i I'dnic n amb un element és 1 = {1} # {2}.
No és, per tant, igual a cap imatge de ¢, tot i ser isomorf a 1.

Per qué és important. Aquest functor reuneix les tres propietats —ple, fidel
i essencialment exhaustiu— que al capitol 3 caracteritzaran les equivalencies
de categories, i alhora mostra que no cal arribar a tots els objectes en sentit
estricte. Observem també que per a cada X hem triat una bijecci6 X — n;
per construir un functor en sentit invers caldria triar-ne una per a cada conjunt

finit alhora, i aquest és el punt on el capitol 3 recorrera a I’axioma de 1’eleccio.
O



3 Transformacions naturals
i equivalencies

En aquest capitol resolem amb detall exercicis sobre transformacions naturals,
isomorfismes naturals i equivaléncies de categories. L’emfasi és a comprovar la
condicié de naturalitat en casos concrets, a distingir un isomorfisme d’un isomor-
fisme natural, i a reconeixer una equivaléncia mitjancant les tres propietats que la
caracteritzen. Convé intentar cada exercici abans de llegir-ne la soluci6.

3.1 Definicio de transformacié natural

Exercici 3.1. Siguin F,G: C — D dos functors i suposem que, per a cada objecte
A, tenim un morfisme n4: F(A) — G(A). Comprova que, per verificar que 1 és
una transformacié natural, n’hi ha prou de comprovar la condicié de naturalitat
sobre un conjunt de morfismes que generi C per composicio, i que en el cas d’una
categoria lliure Free(Gy) aixo vol dir comprovar-la només sobre les arestes del graf
Go.

Solucié.  La condicié de naturalitat per a un morfisme componible diu G(f) o
na =ngo F(f). Suposem que val per a dos morfismes componibles f: A — B i
g: B — C. Aleshores, per a la composicié g o f,

G(gof)ona = G(g)oG(f)ona = G(g)onpoF(f) = ncokF(g9)oF(f) =ncokF(gof),

on hem fet servir la functorialitat de G i F' i les condicions de naturalitat per
a f iper a g. Per tant, si la naturalitat val per a un conjunt de morfismes, val
per a totes les seves composicions. També val trivialment per a les identitats,
perqué G(ida) ona =na = na o F(id,).

En una categoria lliure Free(G), tot morfisme és un cami, és a dir, una composi-
ci6 d’arestes del graf GGy. Per 'argument anterior, doncs, la naturalitat sobre
tots els morfismes es dedueix de la naturalitat sobre les arestes. Aixo redueix
molt la feina de comprovacio.

O

Exercici 3.2. Considera la categoria 2 = (0 — 1) i dos functors F,G: 2 — D.
Descriu explicitament que és una transformacié natural n: F = G.

219
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Solucio. Un functor F': 2 — D és el mateix que un morfisme de D: tria dos
objectes F'(0), F'(1) i un morfisme F(u): F(0) — F(1), on u: 0 — 1 és 'inica
fletxa no trivial. Igualment G dona un morfisme G(u): G(0) — G(1).

Una transformacié natural n: F' = G consisteix en dos components 7y: F'(0) —
G(0)in: F(1) — G(1), subjectes a la condicié de naturalitat per a u:

G(u) ong = o F(u).

Es a dir, una transformacié natural entre dos morfismes de D és exactament un
quadrat commutatiu

po) 2 py
WOJ Jm
G(0 G(1
0~ GO

Aquest exemple explica per que els quadrats commutatius apareixen tan sovint:

son les transformacions naturals més simples possibles.
O

3.2 Exemples de transformacions naturals

Exercici 3.3. Considerem els functors sintactic i semantic F,G: FinSet — Set i
la interpretacié ny: F(X) — G(X) de la secci6 3.1 de la Teoria. Comprova que F
i G son functors i que 7 és una transformacié natural F = G.

Solucio. F és un functor. Recordem que F(f)(p) = ¢[f] es defineix
per recursio: F(f)(z) = f(x) sobre una variable, i F(f) commuta amb les
connectives, per exemple F'(f)(eAY) = F(f)(@)AF(f)(¢). Comprovem les dues
igualtats per recursié sobre . Per a la identitat, sobre una variable F'(idy)(x) =
x, isi F(idy) deixa fixes ¢ i ¢, també deixa fixa ¢ A ¢ (i analogament per a
les altres connectives); per tant F(idx) = idp(x). Per a la composicié, siguin
f: X—=>Yig:Y — Z. Sobre una variable,

F(go f)(x) = g(f(z)) = F(g)(F(f)(=)),

isilaigualtat F(go f) = F(g) o F(f) val per a ¢ i 1), val per a ¢ A1, perque
les tres aplicacions commuten amb A. Aixi, substituir per f i després per g és
substituir per go f.

G és un functor. Recordem que G(f)(f)(w) = 6(wo f) per a 0 € G(X) i
w:Y — {0,1}. Per a la identitat, G(idx)(#)(v) = 0(v oidx) = 6(v). Per a la
composicié, si f: X =Y, g:Y > Ziu: Z —{0,1},

G(go f)(0)(u) =0(uo(go f)) =0((uog)o f)
= G(f)(0)(uog) = (Glg) o G(f))(0)(u),

on el pas clau és ’associativitat de la composicio.
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Lema de substitucié. Per a tota ¢ € F(X) i tota w: Y — {0, 1},

(wof)Ey <= wkolf].

Per recursi6 sobre ¢. Si ¢ és una variable z, els dos costats diuen que w(f(z)) =
1, perqué (wo £)(z) = w(f(z)) i 2lf] = £(z). i = ¥ Ax, aleshores (wo f) =
siinoméssi (wo f) =9 i(wo f) = x; per hipotesi de recursid, si i només si
w = Y[f] 1w E x[f], és a dir, si i només si w = ¥[f] A x[f] = ¢[f]. Les altres
connectives séon analogues.

Naturalitat. Avaluem els dos camins del quadrat de naturalitat sobre ¢ €
F(X)iw:Y —{0,1}:

(v (F(f)())) (w) = ny (e[f])(w) = [w = ¢[f]],
(G(Hnx(0)))(w) = nx()(wo f) =[(wo f) | ],

on [-]| val 1 o 0 segons que la condicid sigui certa o falsa. Pel lema de substitucio,
les dues expressions coincideixen per a tota w, de manera que ny o F(f) =
G(f) onx per a tota f, i n és natural.

ny
nx

O

Exercici 3.4. Comprova en detall que 'avaluacié ny: V — V**, ny(v)(¢) = ¢(v),
és una transformacié natural de la identitat cap al functor bidual (o doble dual),
sobre la categoria dels espais vectorials sobre un cos K i les aplicacions lineals.

Solucié. Recordem primer com actua el bidual sobre morfismes. Donada una
aplicaci6 lineal T: V' — W, el seu dual T*: W* — V* envia ¢ — ¢ o T, i el
bidual T*: V** — W** envia ® — $ o T™.

La condicié de naturalitat per a T: V — W és el quadrat

T ony =nwol.

Comprovem que tots dos costats coincideixen aplicats a un vector v € V i
avaluats en una forma v € W*. D’una banda,

(T (v (0))) (%) = (v (v) 0 T*) (v) = v (v) (T"(¥))
=nv(V)(¥oT) = (Y oT)(v) =¢(T(v)).

De Tl'altra,

(mw (T (v))) (W) = »(T(v)).

Els dos resultats coincideixen per a tot v i tot ¢, de manera que 1" ony, = ny o7
Per tant 7 és natural. Cap pas no ha requerit triar una base: aquesta és la

manifestacié concreta de la naturalitat.
O

Exercici 3.5. Siguin P i Q) preordres i F,G,H: P — () aplicacions monotones.
Interpreta les transformacions naturals F' = G i comprova que la composicid
vertical correspon a la transitivitat de la desigualtat puntual.
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Solucio. Com hem vist a la teoria, hi ha una transformacié natural F = G
si i només si F(x) < G(x) per a tot x € P; i quan existeix, és unica, perque
entre dos objectes d’un preordre hi ha com a maxim una fletxa.

Sitenim n: F = G 160: G = H, aixo vol dir F(z) < G(z) i G(z) < H(x) per
a tot x. La composici6 vertical § on: F' = H existeix perque, per transitivitat,
F(z) < H(x). Aixi, la composici6 vertical de transformacions naturals entre
aplicacions monotones és exactament la transitivitat de la relacié «puntualment
menor o igual». La categoria de functors QF resulta ser, en aquest cas, un

preordre: el preordre de les aplicacions monotones P — () amb 'ordre puntual.
O

3.3 Isomorfismes naturals

Exercici 3.6 (Ampliacié, per a lectors amb algebra lineal). Comprova que tot
espai vectorial real V' de dimensi6 finita és isomorf al seu dual V*, pero que aquesta
identificacié no és canonica: no existeix cap familia d’isomorfismes ny: V. — V*
(per a V espai vectorial real de dimensi6 finita) que sigui invariant sota tots els iso-
morfismes lineals, en el sentit que, per a tot isomorfisme T: V' — W, es compleixi

nwol = (T_l)* ony.

Solucio. Si V té dimensié finita n, aleshores V* també té dimensié n, i
dos espais reals de la mateixa dimensié finita sén isomorfs. Un isomorfisme
concret s’obté triant una base {ey,...,e,} de V ienviant e; a la base dual {e}}.
L’isomorfisme depen de la base triada.

Cal notar primer que la comparacié s’ha de plantejar amb cura, perque la iden-
titat és un functor covariant Vectr — Vecty i el dual és contravariant, és a
dir, un functor Vecty — Vectg; entre functors de variancia diferent no té
sentit la nocié de quadrat de naturalitat que hem definit. Per aixo formulem la
invariancia com a compatibilitat amb els isomorfismes lineals, on el dual (T')*
i T van en el mateix sentit.

Que no existeixi una tal familia es pot veure amb ’escalament. Sigui V' # 0
i prenem I’homotecia 7" = 2 idy, que és un isomorfisme lineal (aqui fem servir
que treballem sobre R, on 2 # 0). Aleshores 77! = 1 idy i (I""*)* = § idy-. La
condicié d’invariancia demanaria

ny o (2idy) = (% idv*) oy,
és a dir, 2ny = %nv, 0 equivalentment %nv = 0. Com que % # 0, aix0 forga

ny = 0, que no és un isomorfisme. Per tant no hi ha cap identificacié V = V*
invariant sota tots els isomorfismes lineals.
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Observacio 3.1. El punt clau de 'argument és triar un escalar A amb \ #
A7L és a dir A? # 1: de la igualtat Any = A1y només se’'n dedueix ny = 0
quan A — A~! # 0. No n’hi ha prou, doncs, amb X # 0, 1: sobre R 'escalar
A = —1 compliria A # 0, 1 perd A2 = 1, i no serviria. Per aixo prenem \ = 2,
amb A2 = 4 # 1. Sobre cossos petits pot no existir cap escalar amb \? # 1
(per exemple a Fy i F3 tots els no nuls compleixen \?> = 1), i 'argument de
I’escalament s’ha d’ajustar; per aixo aqui ens restringim a R.

Aquest contrast amb el bidual —que, restringit als espais de dimensié finita, si
que és naturalment isomorf a la identitat— és 'exemple canonic de la diferencia
entre «isomorf» i «naturalment isomorf».

O

Exercici 3.7. Comprova que la relacié «ser naturalment isomorf» és una relacid
d’equivaléncia sobre els functors C — D.

Solucio. Cal veure reflexivitat, simetria i transitivitat.

Reflexivitat: la transformaci6 identitat idp: ' = F té components idp(4), que
son isomorfismes; per tant F' = F.

Simetria: si n: ' = G és un isomorfisme natural, hem vist a la teoria que
els inversos 1,' formen una transformacié natural ~': G = F, també amb
components isomorfismes; per tant G = F.

Transitivitat: sin: FF = Gi6: G = H s6n isomorfismes naturals, la composi-
ci6 vertical 6 on té components 64 o014, composicié de dos isomorfismes, que és
un isomorfisme. Per tant F' = H.

De fet, aquesta és simplement la relacié d’isomorfisme entre objectes de la cat-

egoria de functors D€, que ja sabem que és una relacié d’equivaléncia.
O

3.4 La categoria de functors

Exercici 3.8. Descriu la categoria de functors D!, on 1 és la categoria amb un sol
objecte i només la identitat.

Solucié.  Un functor F': 1 — D tria un unic objecte F'(x) = D de D (i envia
I'inica identitat a idp). Per tant, els objectes de D' es corresponen amb els
objectes de D.

Una transformacié natural n: F' = G entre dos tals functors té un dnic com-
ponent 7,: F(x) — G(x), és a dir, un morfisme D — D’ de D; la condici6 de
naturalitat per a I'inica fletxa (la identitat) es compleix trivialment. Per tant,
els morfismes de D! es corresponen amb els morfismes de D.

Concloem que D! és isomorfa a D: prendre functors des de la categoria terminal

1 recupera la categoria original.
O

Exercici 3.9. Comprova que un functor F': 2 — D és un objecte de la categoria
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de functors D2, i que aquesta categoria és la categoria de fletxes de D: els seus
objectes son els morfismes de D i els seus morfismes sén els quadrats commutatius.

Solucio.  Ja hem vist que un functor 2 — D és un morfisme de D, i que una
transformacioé natural entre dos d’aquests functors és un quadrat commutatiu.
Per tant, els objectes de D? sén els morfismes de D, i els morfismes de D?
son els quadrats commutatius, amb la composicio vertical corresponent a apilar
quadrats. Aquesta categoria s’anomena categoria de fletxes de D i es denota
sovint D~. Es un primer exemple de com les categories de functors produeixen
construccions utils a partir de categories index molt simples.

0
3.5 Equivalencia de categories

Exercici 3.10. Comprova que la categoria dels conjunts finits és equivalent a la
seva subcategoria plena formada pels conjunts 0 = @in={1,...,n} peran > 1.

Solucio.  Sigui S aquesta subcategoria plena i ¢: S — FinSet la inclusi6. A
I’exercici resolt 2.16 del capitol 2 vam comprovar que ¢ és ple, fidel i essencial-
ment exhaustiu. Pel teorema 3.4, ¢ forma part d’'una equivaléncia, i per tant
FinSet ~ S.

Per construir un quasiinvers G: FinSet — S, la demostraci6 del teorema tria,
per a cada conjunt finit X de n elements, una bijeccié ex: n — X, i posa
G(X) = n. Com que FinSet és gran, aquesta tria simultania fa servir 'axioma
de l'eleccié en la forma que explica I'observacié que segueix el teorema. In-
tuitivament: per fer teoria de categories amb conjunts finits, n’hi ha prou de

considerar un conjunt de cada mida.
O

Exercici 3.11. Comprova que una equivaléncia de categories preserva monomor-
fismes, isomorfismes i objectes terminals. Explica per que, en canvi, no preserva
propietats estrictes, com ara la de tenir exactament un objecte.

Solucio.  Sigui F: C — D part d’'una equivalencia, amb quasiinvers G i
isomorfismes naturals 77: idc = Go F i e: F oG = idp, orientats com a la
definici6 3.5. Tots dos sén isomorfismes component a component, amb inversos

ntie L

Isomorfismes: com que F' és un functor, preserva isomorfismes (proposi-
ci6 2.1); i com que és ple i fidel —per ser part d’una equivaléncia—, també
els reflecteix. Aixi, f és un isomorfisme a C si i només si F'(f) ho és a D.
Monomorfismes: sigui f: A — B mono a C; vegem que F(f): F(A) — F(B)
és mono a D. Siguin u,v: Z — F(A) dos morfismes de D amb

F(f)ou=F(f)ouv.

Apliquem el quasiinvers G i fem servir la seva functorialitat:

G(F(f)) o G(u) = G(F(f) ou) = G(F(f) ov) = G(F(f)) o G(v).
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Ara traslladem aquesta igualtat de G(F'(A)) a A mitjangant la naturalitat de
n. Per a f: A — B, el quadrat de naturalitat de n dona

G(F(f))ona=mnsof,

i, en ser 14, np isomorfismes, G(F(f)) = ng o f on,*. Substituint a la igualtat
anterior i cancel - lant 'isomorfisme ng per 'esquerra,

fo(na' oGw)=fo(n' oGv)).

Com que f és mono a C, en resulta n;' o G(u) = n;' o G(v), i cancel - lant
I'isomorfisme 7' obtenim G(u) = G(v). Finalment, G és fidel —per ser part
d’una equivaléncia—, de manera que u = v. Per tant F'(f) és mono.

Objectes terminals: sigui 1 terminal a C; vegem que F(1) és terminal a D.
Sigui D un objecte qualsevol de D.

Ezisténcia: com que 1 és terminal, hi ha un tnic morfisme !: G(D) — 1 a C.
Aleshores el morfisme

D 2 F(a(D)) 2

(1)

és un morfisme D — F(1), cosa que en garanteix ’existéncia.

Unicitat: siguin h,h’: D — F(1) dos morfismes. Aplicant G, obtenim
G(h),G(h): G(D) — G(F(1)). Component amb I'isomorfisme n;': G(F(1)) —
1, els morfismes n; *oG(h) i n; ' oG(h') van de G(D) a 1 i, per tant, coincideixen
per la unicitat cap a l'objecte terminal 1. Com que n; ' és invertible, resulta
G(h) = G(R), i com que G és fidel, h = h'. Per tant F'(1) és terminal.

Per qué no tota propietat: una equivalencia no preserva les propietats que
depenen de la igualtat d’objectes. Per exemple, «tenir exactament un objecte»
o «ser esqueletica» no es conserven: la categoria amb un sol objecte i la seva
versiéo amb dos objectes isomorfs son equivalents, pero la primera té un objecte
i la segona en té dos.

Convé distingir, a més, dues menes de nocions entre les que hem comprovat.
Ser isomorfisme i ser monomorfisme sén propietats de morfismes, definides per
equacions o per cancel - lacié; ’equivalencia les preserva, i de la mateixa man-
era es comprova que preserva els epimorfismes. Ser objecte terminal és, en
canvi, una propietat universal d’'un objecte, que el caracteritza només llevat
d’isomorfisme; el que hem vist és que la imatge d’un terminal torna a ser termi-
nal. Més endavant trobarem altres construccions universals —objectes inicials,
limits i colimits— i en comprovarem el comportament sota equivalencia cas per

cas.
U

3.6 Composicié horitzontal

Exercici 3.12. Siguinn: FF= G,amb F,;G: C - D,i6: K= L,amb K,L: D —
E, com a la definicié de composicié horitzontal. Escriu els tipus de

Ocayo K(na) 1 L(na) o Opay,
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explica per que coincideixen per la naturalitat de @, i verifica el quadrat de natu-
ralitat de 0 xn: K o F = LoG.

Solucio. Els tipus. El morfisme n4: F(A) — G(A) viu a D, i K el porta a
K(na): K(F(A)) - K(G(A)) a E. La component de § a l’objecte G(A) de D
és Oray: K(G(A)) = L(G(A)). Per tant

Oc(a) 0 K(na): K(F(A)) — L(G(A)).

Analogament, Op(x): K(F(A)) — L(F(A)) i L(na): L(F(A)) — L(G(A)), de
manera que

L(na) o Opay: K(F(A)) — L(G(A)).

Tots dos morfismes tenen, doncs, el mateix origen i el mateix desti, i té sentit
preguntar-se si coincideixen.

Per queé coincideixen. Sén els dos camins del quadrat de naturalitat de 6 per
al morfisme n4: F(A) — G(A) de D, dibuixat a 'observacié 3.10 de la Teoria:

Oy © K(na) = L(na) o Ora).

La naturalitat de 6 diu que aquest quadrat commuta per a tot morfisme de D;
en particular, per a 4. La component (0 x 1) 4 esta, doncs, ben definida, sigui
quina sigui I'expressio que fem servir.

Naturalitat de 0 % 7. Sigui f: A — B un morfisme de C. Cal veure que

K(F
K(F(A)) ) K(F(B))
(6% 1) (6% n)5 (Oxn)po K (F(f)) = L(G(f))o(6+n)
L(G(A L(G(B
(G(A)) e (G(B))

commuta. Fent servir I'expressié ¢ (—y o K(n-) per a les components,

(0% n)p o K(F(f)) = 0am) o K(ns) o K(F(f)) = 0am) © K (ns o F(f))
= bg () © K(G<f) € TIA) = Og(B) © K(G(f)) o K(na)
= L(G(f)) o Ogay o K(na) = L(G(f)) o (0 % 1) a.

Hem fet servir, per ordre: la functorialitat de K, la naturalitat de n per a f,
de nou la functorialitat de K, i la naturalitat de 6 per al morfisme G(f) de D.
Cada naturalitat s’utilitza una sola vegada, i cadascuna al seu nivell: la de n
dins de D, i la de # dins de E.

O



4 Propietats universals,
representabilitat i Yoneda

Els exercicis d’aquest capitol treballen les propietats universals a través de la
representabilitat i el lema de Yoneda. L’objectiu és guanyar fluidesa amb els func-
tors representables, amb el calcul de transformacions naturals que en surten, i amb
I’argument —repetitiu, un cop entes— que dedueix unicitat llevat d’isomorfisme.

4.1 Objectes inicials i terminals

Exercici 4.1. Siguin A i B dos objectes d’una categoria C. Un con sobre A i
B és una terna (X, f,g) amb f: X — Aig: X — B, iun morfisme de cons
(X, f,9) = (X', f',g') és un morfisme h: X — X' de Camb f'oh=fig oh=g.
Comprova que els cons sobre A i B formen una categoria Con(A, B), i que un
con (P,p1,p2) és un producte de A i B si i només si és un objecte terminal de
Con(A, B). Interpreta el resultat en la categoria d’un preordre (@, <).

Solucié. Es una categoria. La identitat de (X, f,g) és idy, que compleix
foidy = figoidy =g¢g. Sih:(X,f,9) = (X, f,d)ibn: (X, f,¢) —
(X", f",¢") son morfismes de cons, la composta h’' o h també ho és, perque

oW oh)=(f"o)oh=foh=f,

i igual amb g. L’associativitat i les lleis d’identitat s’hereten de C, perque la
composicio és la de C.

Producte i objecte terminal. Un morfisme de cons h: (X, f,g) — (P, p1, p2)
és exactament un morfisme h: X — P que fa commutar els dos triangles,

NG menes ke

b1 D2

Que (P, p1,po) sigui terminal a Con(A, B) diu que, per a cada con (X, f,g), hi
ha exactament un morfisme de cons cap a (P, py,p2), és a dir, exactament un
h amb pyoh = fipy,oh = g. Aixo és, paraula per paraula, la definicié de
producte (subseccié 1.8.4). Les dues afirmacions sén, doncs, la mateixa.

227
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Com a conseqiiencia, la unicitat dels productes es dedueix de la dels objectes
terminals (proposicié 4.1): dos productes de A i B sén isomorfs per un tnic
isomorfisme de cons, és a dir, compatible amb les projeccions. L’objecte P
tot sol, en canvi, pot tenir altres automorfismes que no respectin p; i py; per
exemple, a Set, l'intercanvi (a,b) — (b,a) de A x A.

En un preordre. A la categoria d'un preordre (@, <), un con sobre a i b és un
element x amb x < a iz < b, és a dir, una cota inferior comuna, i entre dos cons
hi ha com a maxim un morfisme, que existeix quan x < x’. Un objecte terminal
de Con(a,b) és, doncs, una cota inferior p tal que tota altra cota inferior x
compleix x < p: la maxzima cota inferior, o infim, de a i b. Els productes en un
preordre son els infims, i en un ordre parcial sén tnics; en un preordre, tnics

llevat de la relacié p < p’ < p.
[

Exercici 4.2. Comprova que un objecte Z és alhora inicial i terminal en una cat-
egoria si i només si, per a cada objecte X, hi ha exactament un morfisme 7 — X
i exactament un morfisme X — Z. Un tal objecte s’anomena objecte zero. Com-
prova que a Pos no n’hi ha cap i, per a qui conegui els grups, que a Grp el grup
trivial n’és un.

Solucio. La primera afirmacié és la conjunci6 literal de les dues definicions:
Z inicial dona el morfisme tnic Z — X, i Z terminal, el morfisme tinic X — Z.
A Pos, l'objecte inicial és el conjunt ordenat buit i el terminal és el d’un sol
element. Un objecte zero hauria de ser isomorf a tots dos, i aquests dos no sén
isomorfs, perqué no hi ha cap aplicacié {*} — @. Per tant, Pos no té objecte
Zero.

Per al grup trivial 1 = {e}: donat un grup G, hi ha un unic homomorfisme
1 — G (I'element neutre ha d’anar al neutre), i un tnic homomorfisme G — 1
(tot va al neutre). Per tant 1 és inicial i terminal a Grp, és a dir, un objecte
ZEro.

O
4.2 Categories coma

Exercici 4.3. Sigui G un graf, i sigui U: Cat — Graph el functor graf subjacent,
on Cat té per objectes les categories petites. Descriu explicitament la categoria
coma (G | U): els seus objectes, els seus morfismes, la composici6 i les identitats.
Demostra que la parella (Free(G),ng), on ng: G — U(Free(G)) és la insercié dels
generadors, és un objecte inicial de (G | U).

Solucié. Objectes i morfismes. Un objecte de (G | U) és una parella (D, ¢)
formada per una categoria petita D i un morfisme de grafs ¢: G — U(D). Un
morfisme (D, ) — (D',¢’) és un functor H: D — D’ que fa commutar el
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triangle

G /
7 x UH)op=¢
U(D) U U(D’)

Es una categoria. La identitat de (D, ) és idp, perque U(idp) o ¢ = ¢. Si
H: (D,p) — (D',¢)i H: (D, ¢) = (D" ¢"), la composta H o H també és
un morfisme, per la functorialitat de U:

U(H' o Hyop = U(H') o U(H) o9 = U(H') 0/ = ¢".

L’associativitat i les lleis d’identitat s’hereten de Cat.

(Free(G),ng) és inicial. Sigui (D,¢) un objecte qualsevol. Un morfisme
(Free(G),ng) — (D, ) és un functor ¢: Free(G) — D amb U(p) o ng = ¢,
és a dir, que coincideix amb ¢ sobre els vertexs i sobre els camins de longitud 1.

e FEzxisténcia. Definim ¢ sobre els objectes com ¢, sobre el cami buit en un
vertex x com idy(,), i sobre un cami (a4, ..., a,) recorregut en aquest ordre
com la composta ¢(a,) o -0 p(a;). Com que la composicié de Free(G)
és la concatenacid, ¢ respecta composicions i identitats.

e Unicitat. Tot cami és la composta de les seves arestes, i tot cami buit és
una identitat. Un functor amb U(p) ong = ¢ queda, per tant, determinat
sobre tots els morfismes per la seva acci6 sobre les arestes, que esta fixada
per .

Aixi, des de (Free(G), n¢) hi ha exactament un morfisme cap a cada objecte de
(G L U): és un objecte inicial. Observem que no ha calgut la nocié d’adjuncié;
és aquesta propietat la que, al capitol d’adjuncions, fara de Free un adjunt per
I’esquerra de U.

0
4.3 Propietats universals com a representabilitat

Exercici 4.4. Comprova que un objecte 1 és terminal si i només si el functor
Hom(—, 1) és naturalment isomorf al functor constant Agy: CP — Set (exem-
ple 2.2).

Solucié.  Suposem 1 terminal. Aleshores, per a cada objecte X, el con-
junt Hom(X, 1) té exactament un element, de manera que hi ha una bijecci6
Hom(X, 1) = {x}. Aquestes bijeccions s6n automaticament naturals: 'tinica
aplicacié possible cap a un conjunt d’un punt fa commutar qualsevol quadrat.
Per tant Hom(—, 1) és naturalment isomorf al functor constant Ag,;.

Reciprocament, si Hom(—,1) = Ay,,, aleshores cada Hom(X, 1) té exactament
un element, és a dir, hi ha exactament un morfisme X — 1 per a cada X, i1 és
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terminal.

O

Exercici 4.5. Sigui C una categoria localment petita amb un objecte terminal 1.
Comprova que el functor de punts globals

Hom(1,—): C — Set

envia cada objecte X a Hom(1, X). Aquests morfismes s’anomenen punts globals
de X. Calcula aquest conjunt a Set.

Solucié. Per definicié, Hom(1, —) envia X a Hom(1, X), el conjunt de mor-
fismes des de l'objecte terminal, és a dir, dels punts globals de X. A Set,
I'objecte terminal és un conjunt d’un sol element {*}, i una aplicaci6é {*} — X
equival a triar un element de X: la imatge de *. Per tant Hom(1, X) = X de
manera natural, i a Set els punts globals recuperen exactament els elements.
En general, pero, Hom(1, —) pot perdre informacié: hi ha categories on objectes

diferents tenen els mateixos punts globals.
O

4.4 El lema de Yoneda

Exercici 4.6. Sigui C localment petita i A un objecte. Aplicant el lema de Yone-
da amb P = Hom(—, A), comprova que les uniques transformacions naturals
Hom(—, A) = Hom(—, A) que hi ha es corresponen amb els endomorfismes de
A, i que la identitat correspon a id 4.

Solucio. El lema de Yoneda dona una bijeccio
Nat ( Hom(—, A), Hom(—, 4)) = Hom(—, A)(A) = Hom(4, A),

que envia 1 a na(ids). Aixi, cada transformacié natural de Hom(—, A) en ell
mateix correspon a un endomorfisme de A. La transformacié identitat idpem(—,4)
té components la identitat de cada Hom(X, A); el seu valor a id4 és idy, de
manera que correspon a ’endomorfisme identitat. Aquest calcul és el nucli de
la demostracié que la immersié de Yoneda és plena i fidel.

O

Exercici 4.7. Sigui A un conjunt i sigui P: Set®” — Set el functor de parts
contravariant. Descriu explicitament, mitjancant la bijeccié del lema de Yoneda,
les transformacions naturals Homget(—, A) = P. Quina transformacié correspon
a un subconjunt B C A? Comprova directament que la bijeccié recupera B, i
calcula-la en el cas A = {0,1}, B = {1}, sobre l'aplicacié ¢: {a,b,c} — A amb
p(a) = p(c) =11 p(b) = 0.

Solucio. El lema de Yoneda dona una bijeccio

O Nat(Hom(—,A),P) — P(A), O(a) = aa(ida),
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amb inversa ¥, que envia un element z € P(A) a la transformacié ¥ (z)x(p) =
P(e)(x). Aqui un element de P(A) és un subconjunt B C A, i P(p) és
I’antiimatge. Per tant, la transformacié natural que correspon a B és

U(B)x: Hom(X,A) — P(X), 0 — ¢ 1 (B).

Es a dir: tota assignacié natural d’aquest tipus s’obté per antiimatge d’un tnic
subconjunt fix de A, i subconjunts diferents donen transformacions naturals
diferents.

La bijeccié recupera B. En un sentit, ®(¥(B)) = U(B)4(id4) = id}(B) =
B. En laltre, si a és una transformacié natural qualsevol i B = a4(id4), la
naturalitat de a aplicada a ¢: X — A i avaluada sobre id4 dona

ax(p) = ax(ida op) = P(p)(ea(ida)) = ¢ (B),

de manera que o = ¥(B). La naturalitat de ¥(B) es veu també directament:
perag:Y — X, (pog) ' (B) =g ' (¢ (B)).

Un calcul. Amb A = {0,1} i B = {1}, la component a X = {a,b,c}
envia ¢ a ¢ '({1}) = {a,c}. Observem que, sota l'isomorfisme natural
P = Hom(—, {0, 1}) de 'exemple 3.7, el subconjunt B correspon a la seva fun-
ci6 caracteristica xp: A — {0,1}, i la transformacié ¢ — ¢~'(B) correspon a
@ — xpo: ésel cas P=Hom(—,{0,1}) del lema, en que les transformacions
naturals Hom(—, A) = Hom(—, {0, 1}) sén les postcomposicions amb morfismes
A — {0,1}.

Lectura logica. Un subconjunt B C A és un predicat sobre A, i o~ (B) és el
predicat sobre X que s’obté substituint ¢: = € p~!(B) si i només si p(r) € B.
El lema de Yoneda diu, doncs, que les maneres naturals de produir predicats a
partir d’aplicacions cap a A sén exactament les substitucions en un predicat fix
sobre A. Es la mateixa operacié de substitucié que, al capitol 3, feia natural la

interpretacié de les féormules.
O

Exercici 4.8. Siguin V, E': Graph — Set els functors de vertexs i d’arestes, siguin
V el graf d'un sol vertex sense arestes i E el graf 0 = 1. Calcula, amb la versié co-
variant del lema de Yoneda, Nat(E, V') i Nat(V, E), i interpreta les transformacions
que hi surtin.

Solucio. Per 'exemple 3.7, V = Homgrapn(V,—) 1 £ = Homgrapn(E, —).
La versié covariant del lema dona, per a qualsevol functor ): Graph — Set,
una bijeccié entre les transformacions naturals que surten de Hom(A, —) i els
elements de Q(A). Per tant,

Nat(E,V) = V(E)={0,1}, Nat(V,E) = E(V)=g.

Observem la inversio: el primer calcul avalua el functor d’arribada, V', en
I’objecte que representa el functor de sortida, E.

Les dues transformacions £ = V. L’element 0 € V(E) correspon a la
transformacié que, a cada graf (G, envia una aresta a una aplicaci6 Eg — Vg
calculada aixi: l’aresta ¢ correspon al morfisme E — G que la tria, i aquest
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envia el vertex 0 a 'origen de €. Es, doncs, 'aplicacié origen sg. Analogament,
I’element 1 dona I’aplicaci6 desti tg. La naturalitat de s i de ¢t és exactament la
condicié que un morfisme de grafs preservi origen i desti. Encara que en un graf
on totes les arestes son bucles sg = tg, les dues transformacions sén diferents,
perque a E les components difereixen.

Cap transformacié V = FE. També es veu directament: una transformacio
natural V' = E hauria de tenir una component Vy, = {x} — Ey = &, que no
existeix. No hi ha cap manera natural de triar una aresta per a cada vertex en

tots els grafs alhora.
O

4.5 Conseqiiéncies

Exercici 4.9. Sigui (@, <) un preordre vist com a categoria. Descriu el prefeix
representable Hom(—, a) i calcula, amb el lema de Yoneda, les transformacions
naturals Hom(—, a) = Hom(—,b). Dedueix que

a<b <= laClb, onla={re€qQ |z <al,

i interpreta el resultat a la categoria Prov,; d’un sistema deductiu.

Solucio. El representable. Com que entre dos objectes hi ha com a maxim
una fletxa, Hom(z,a) és un conjunt d’un sol element si x < a, i és buit altra-
ment. El prefeix Hom(—,a) és, doncs, la funci6 caracteristica del conjunt |a
dels elements que estan per sota de a: «val» en x exactament quan x € Ja.
Les transformacions naturals. Pel lema de Yoneda (o per la immersié plena
i fidel),

Nat (Hom(—, a), Hom(—,b)) = Hom(a,b),

que té un element si a < b i cap altrament. Ho podem veure també directament:
una transformacié natural té una component Hom(z, a) — Hom(z, b) per a cada
x, 1 una aplicacié d’un conjunt d’un sol element en un conjunt buit no existeix.
Hi ha, doncs, una transformacioé natural exactament quan x < a implica x < b
per a tot x, és a dir, quan Ja C |b; i aleshores és tnica, i la naturalitat és
automatica, perque tots els valors tenen com a maxim un element.

La conclusié. Comparant les dues descripcions, a < b si i només si la C |b.
La implicacié d’esquerra a dreta és la transitivitat; la de dreta a esquerra s’obté
prenent x = a, que és exactament l'avaluaci6 a id, del lema de Yoneda. Com
a cas particular, a = b si i només si la = [b: dos elements sén isomorfs quan
tenen els mateixos elements per sota.

A Provy. Aqui |p és el conjunt de les férmules que dedueixen p, i el resultat
diu que p k7 ¢ si i només si tota formula que dedueix p dedueix també ¢q. Una
féormula queda determinada, llevat d’interdeduibilitat, per les férmules de les

quals es dedueix.
O

Exercici 4.10. Sigui M un monoide i BM la categoria d’un sol objecte * asso-
ciada, amb composicié g o f = g - f (escrivim - per a l'operacié del monoide i
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e per al neutre, que és id,). Comprova que un prefeix X: (BM)® — Set és el
mateix que un conjunt amb una accié per la dreta de M, i descriu el prefeix rep-
resentable Hom(—, *). Aplica el lema de Yoneda per calcular Nat (Hom(—, %), X )
i, en particular, Nat(Hom(—, x), Hom(—, *))

Solucio. Prefeixos i accions. Un prefeix X dona un conjunt X (%), que
escrivim X, i per a cada g € M una aplicacié X(g): X — X. Escrivim x - g =
X(g)(x). La functorialitat contravariant, X (go f) = X(f) o X(g) i X(e) = id,
diu exactament

(z-9)-f=z-(9g-f), =z-e=z:
és una accio per la dreta. Una transformacié natural entre dos prefeixos és una
aplicacié n: X — Y amb n(z - g) = n(z) - g, és a dir, una aplicacié equivariant.
El representable. Hom(x,*) = M, i un morfisme g actua per precomposicié:
m +— mo g = m-g. El prefeix representable és, doncs, M amb l’accié per la
dreta per multiplicacié, I’accié regular.
Yoneda. El lema dona una bijeccié Nat (Hom(—, %), X ) = X: l'aplicacié equiv-
ariant n: M — X correspon a 7n(e), i reciprocament x € X dona l'aplicaci6
m — x -m. Una aplicacié equivariant des de I’accié regular queda determinada
pel lloc on envia I’element neutre.
Per a X = M regular, les aplicacions equivariants M — M sén exactament les
multiplicacions per I'esquerra A\,: m — a - m, una per a cada a € M. Com que
AaO Ny = Aoy i A, = id, la immersié de Yoneda identifica M amb aquest monoide
d’aplicacions de M en si mateix, i el fet que sigui fidel diu que a — A, és injectiva.
Obtenim el teorema de Cayley per a monoides: tot monoide és isomorf a un
monoide d’aplicacions d’un conjunt en si mateix, amb la composicio.

O



5 Limits i colimits

Els exercicis d’aquest capitol treballen les propietats universals dels limits i
colimits concrets, i 'argument —sempre el mateix— que dedueix unicitat i fac-
toritzacions. Convé dibuixar cada diagrama abans de comengar.

5.1 Diagrames i cons

Exercici 5.1. Comprova que un con sobre un diagrama D: I — C amb vertex A
és el mateix que una transformacié natural Ay = D, on A4 és el functor constant

amb valor A.

Solucio.  El functor constant A 4 envia cada objecte i de I a A i cada morfisme
a id4. Una transformacié natural o: Ay = D té components a;: Ay(i) = A —
D;, i la condicié de naturalitat per a un morfisme u: i — j diu

Dyoa; =ajoAs(u) =a;0idys = .

Aquesta és exactament la condicié de con. Reciprocament, tota familia amb
aquesta propietat defineix una transformacié natural. Aixi, els cons sobre D
amb vertex A i les transformacions naturals A4 = D coincideixen.

O

5.2 Productes i equalitzadors

Exercici 5.2. Comprova que a Set el producte categoric coincideix amb el pro-
ducte cartesia, verificant la propietat universal.

Solucio.  Sigui A x B = {(a,b) | a € A, b € B} amb m(a,b) = a i
mo(a,b) = b. Donats f: X — Aig: X — B, definim (f,g9): X - A X B
per (f,g)(z) = (f(z),g(z)). Aleshores m o (f,g) = fimo(f,g) =g Iés
I"anic possible: si h: X — A x B compleix m o h = f i my o h = g, aleshores
h(z) = (mi(h(z)), m(h(x))) = (f(z),9(x)) = (f,g)(z). Per tant el producte

cartesia satisfa la propietat universal del producte.
O

Exercici 5.3. Comprova que tot equalitzador és un monomorfisme.

234
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Solucio.  Sigui e: E — A l'equalitzador de f,g: A — B, isiguin r,s: Z — E
amb eor =eos. Volem r =s. Siguii h =eor =eos: Z — A. Aleshores
foh = foeor = goeor = goh, de manera que h satisfa la condicié que defineix
els cons de 'equalitzador. Per la propietat universal, hi ha un unic k: 7 - E
amb e o k = h. Pero tant r com s compleixen aquesta equacid; per unicitat,

r = s. Aixi e és un monomorfisme.
O

5.3 Pullbacks

Exercici 5.4. Comprova que a Set el pullback de f: A — Cig: B — C és
P ={(a,b) € Ax B| f(a) = g(b)}, i que quan g és la injeccié d'un subconjunt
B C C el pullback recupera 'antiimatge f~(B).

Solucié. Amb P = {(a,b) | f(a) = g(b)} i les projeccions pi, p2, es compleix
fop1 = gops per construccié. Donatsri: X — Airy: X — B amb for; = gors,
Paplicaci6é h(z) = (ri(x),re(z)) té imatge dins P (perque f(ri(z)) = g(rs(z))) i
és I"inic morfisme amb p; o h = 71, py o h = ry. Aix0 és la propietat universal.

Si B C Ci g és la injeccio, la condicié f(a) = g(b) = b forca b = f(a) amb
f(a) € B; per tant P =~ {a € A | f(a) € B} = f~1(B). El pullback recupera

I’antiimatge.
O

Exercici 5.5 (Lema d’enganxament de pullbacks). Considera el diagrama de dos
quadrats adossats en una categoria arbitraria:

A B C
|
A ——>B ———>(
u v

amb tots dos quadrats commutatius. Suposem que el quadrat dret (sobre
B,C,B’,C") és un pullback. Comprova que el quadrat esquerre és un pullback
si i només si el rectangle exterior (sobre A, C, A’ C") ho és.

Solucio. Treballem en una categoria arbitraria, usant només la propietat
universal.

(=) Si el quadrat esquerre és pullback, ’exterior ho és. Sigui 7" un
objecte amb morfismes p: T — A’ i ¢: T — C compatibles per al rectangle
exterior, és a dir amb coq = v ou/ op. Com que el quadrat dret és un pullback
i els morfismes q: T'— C' i v/ op: T — B’ satisfan v’ o (v o p) = co ¢, hi ha un
unic r: T'— B ambvor =gibor =u op. Ara r i p sén compatibles per al
quadrat esquerre, perque bor = u' o p; com que aquest és un pullback, hi ha
un unic t: T'— Aamb uot =riaot=p. Aleshores (vou)ot =vor=gqi
aot = p, de manera que t factoritza el con exterior, i és tinic per les unicitats
successives.
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(<) Si el rectangle exterior és pullback, ’esquerre ho és. Sigui 7" amb
p: T — A" ir: T — B compatibles per al quadrat esquerre, és a dir amb
bor =u"op. Posem g=vor:T — C. Aleshores p i ¢ sén compatibles per a
I’exterior, perque

cog=covor=vobor=vo0u op.

Com que l'exterior és un pullback, hi ha un dnic ¢t: T'— A amb (vowu)ot =qi
aot=p. Queda veure que u ot = r: component amb v i amb b,

vo(uot)=qg=wvor, bo(uot)=u'oaot=uop=bor,

i com que el quadrat dret és un pullback, aquestes dues igualtats forcen uot = r.
Aixi t és la factoritzacié inica per al quadrat esquerre.

En tots dos sentits, I'ingredient és la propietat universal del quadrat dret, que
transfereix les factoritzacions entre el rectangle i el quadrat esquerre. Aquest
lema d’enganxament és una de les eines més usades per raonar amb pullbacks,

i el retrobarem en tractar la reindexacio entre subobjectes.
O

Exercici 5.6. Sigui f: A — B una aplicaci6é i y: Y — B un objecte de Set/B.
Calcula explicitament la reindexacié f*Y (observaci6 5.5) i comprova que la fibra
de f*Y — A sobre cada a € A estd en bijeccié canonica amb la fibra y=(f(a)).

Solucio. Pel calcul del pullback a Set de 'exercici anterior,
Y =AxpgY ={(a,2) € AxY | f(a) = y(2)},

amb la projeccié p;: (a, z) — a com a objecte de Set/A. La fibra de p; sobre a
és
pit(a) = {(a,2) | y(2) = f(a)},

i Paplicaci6 (a, z) — z en dona una bijeccié canonica amb

{z€Y |y(z) = f(a)} =y~ '(f(a)).

Aixi, si interpretem y: Y — B com la famfilia de fibres (Y} )pep, amb Y, = y=1(b),
la reindexacié al llarg de f s’interpreta com la familia (Yy(,))eca: cada index a
rep la fibra de I'index f(a). Es la substitucid al llarg de f, que reapareixera com

a operacié sobre predicats en el capitol de subobjectes.
O

Exercici 5.7. A la categoria prima Provy, suposem que el sistema deductiu 7" té
una féormula T i una conjuncié A amb les regles habituals. Comprova que T és un
objecte terminal i que p A ¢ és un producte de p i q. Dedueix que Provy té tots
els limits finits.

Solucio. Terminal. Per a tota férmula r es té r -1 T, i com que Provy és
prima, aquesta fletxa és tinica. Per tant T és terminal.
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Producte. Les regles d’eliminacié de la conjuncié donen les projeccions

pAqFT D, pAqtT Q.

Sir bty pir by g, laregla d’introduccié dona r Fp p A q, que és la fletxa
mediadora; els triangles commuten automaticament i la fletxa és tinica, perque
la categoria és prima. Per tant p A ¢, amb les dues eliminacions, és un producte
depigq.

Limits finits. En una categoria prima, dues fletxes paral - leles coincideixen,
de manera que l'equalitzador de v = y és id, i sempre existeix. Pel teorema
de caracteritzacié dels limits finits (teorema 5.2), objecte terminal, productes
binaris i equalitzadors donen tots els limits finits. Es la versié resolta de la

lectura logica de I’exemple 5.4.
O

5.4 Colimits

Exercici 5.8. Descriu el coproducte a Set i comprova’n la propietat universal.

Solucié.  El coproducte de A i B a Set és la unié disjunta A+B = ({1} x A)U
({2} x B), amb les injeccions t1(a) = (1,a) i t2(b) = (2,b). Donats f: A — X
ig: B — X, laplicaci6 [f,g]: A+ B — X definida per [f,g](1,a) = f(a) i
[f,9](2,0) = g(b) és I'nic morfisme amb [f,g] oty = fi[f, g]ota = g. Aquesta
és la definicio per casos, i és exactament la propietat universal del coproducte,

dual de la del producte.
O

Exercici 5.9. Comprova que a Set el coequalitzador de f,g: A — B és el quocient
B/~ per la relacié d’equivalencia generada per f(a) ~ g(a).

Solucié.  Sigui ~ la menor relacié d’equivaléncia amb f(a) ~ g(a) per a tot
a,iq: B— B/~ la projeccié al quocient. Aleshores go f = qog, perque f(a) i
g(a) tenen la mateixa classe. Si s: B — S compleix so f = so g, aleshores s és
constant sobre cada classe d’equivaléncia, de manera que factoritza de manera
tnica com s = r o g amb r([b]) = s(b) ben definida. Aquesta és la propietat
universal del coequalitzador; el quocient hi encaixa exactament.

0

5.5 Preservacio i reflexié

Exercici 5.10. Comprova que el functor oblit U: Grp — Set preserva els pro-
ductes, pero no preserva tots els coproductes.
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Solucio. Per als productes: el grup producte Gx H té com a conjunt subjacent
el producte cartesia dels conjunts subjacents, i les projeccions sén les aplicacions
projeccid; per tant U(G x H) = U(G) x U(H) amb les projeccions correctes, i
U preserva el producte.

Per als coproductes: el coproducte a Grp és el producte lliure G * H. N’hi ha
prou d’un contraexemple, i el més senzill és prendre dos grups trivials 1 = {e}.
El seu producte lliure és de nou trivial, 1x1 = 1, de manera que U(1x1) té un sol
element. En canvi, el coproducte a Set dels conjunts subjacents, U(1) + U(1),
és la unié disjunta de dos conjunts d’un element i en té dos. El cocon imatge,
amb vertex U(1 * 1), no pot ser, doncs, un coproducte a Set, i U no preserva
aquest coproducte.

Aquesta asimetria anticipa el teorema del capitol segiient: U és un adjunt per la
dreta, i els adjunts per la dreta preserven tots els limits; no hi ha cap afirmacié
analoga que els obligui a preservar tots els colimits.

O

Exercici 5.11. Comprova que el functor representable Hom(A, —): Set — Set
preserva productes, és a dir, Hom(A4, X x Y) = Hom(A, X) x Hom(A,Y).

Solucio.  Per la propietat universal del producte, 'aplicaci6 h +— (m0h, moh)
és una bijeccio

Hom(A, X xY) = Hom(A, X) x Hom(A4,Y),

natural en X i Y (i també en A, si es considera la variacié contravariant en
aquesta variable). Aquesta bijecci és exactament la induida pel con imatge
(Hom(A, X x Y),Hom(A,m ), Hom(A, 7)), de manera que aquest con és un
producte a Set i Hom(A, —) preserva el producte binari. El mateix argument,
amb la propietat universal general del limit, mostra que Hom(A, —) preserva
tots els limits (proposicié 5.4).

O



6 Adjuncions

Els exercicis d’aquest capitol treballen les adjuncions des dels tres punts de vista
equivalents —bijeccié d’homconjunts, unitat/counitat, identitats triangulars— i
n’apliquen les conseqiieéncies sobre limits. Convé identificar sempre qui és I’adjunt
per 'esquerra i qui per la dreta.

6.1 Adjuncions entre preordres

Exercici 6.1. Comprova que al preordre Prov; d’un sistema proposicional amb
les regles usuals de A i —, fixada una férmula A, I'operacié B — A A B és adjunta
per l'esquerra de B — A — B.

Solucio. Hem de veure que AANBFp C siinoméssi B A — C.

Suposem A A B - C. Aleshores, assumint B, volem deduir A — C: assumim
també A; tenim A i B, per tant A A B, d’on C; descarregant la hipotesi A
obtenim A — C. Aixi By A — C.

Reciprocament, suposem B Fr A — C. Assumint A A B, en tenim A i B; de B
obtenim A — C, i amb A, per modus ponens, C. Aixi ANBtFr C.

Les dues implicacions donen I’equivaléncia, és a dir, (AA—) 4 (A — —). Aquesta

adjuncio és la lectura categorica de la regla de la implicaci6.
O

Exercici 6.2. Sigui f: X — Y laplicacié de X = {1,2,3,4} en Y = {a,b,c} amb
f(1)=f(2) =a, f(3) =bi f(4) =b, isigui S = {1,2,3}. Calcula 34(5) i V;(5)
(exemple 6.2). Després, fent servir només la cadena 3y 4 f* -V, justifica que 3¢
preserva unions, V; preserva interseccions i f* preserva totes dues.

Solucio. Calcul. La imatge és 3¢(S) = {a,b}. Per a V;(5), mirem les fibres:
f'({a}) = {1,2} C S, de manera que a € V;(S); f~1({b}) = {3,4} £ S, perque
4¢8S;1f({c}) =2 CS. Per tant

v (S) = {a,c}.

Observem dos fenomens: ¢ hi és perque la seva fibra és buida (la quantificaci6
universal sobre un conjunt buit és certa), i b no hi és tot i que 3 € S.
Preservacié. En un preordre de parts, les unions sén els coproductes (suprems)
i les interseccions, els productes (infims). Pel teorema que els adjunts per
I’esquerra preserven colimits i els adjunts per la dreta preserven limits:

239
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o dy, adjunt per 'esquerra de f*, preserva unions: f[SU S’ = f[S]U f[5];
o V¢, adjunt per la dreta de f*, preserva interseccions;

e f*, que és adjunt per la dreta de 37 i adjunt per I’esquerra de Vy, preserva
totes dues.

En canvi, d; no preserva en general les interseccions: amb l'aplicacié de
Venunciat, 3;({1} N {2}) = @, pero 3¢({1}) N 3;({2}) = {a}. Logicament:
I’existencial commuta amb la disjuncié, pero no amb la conjuncié.

0
6.2 Adjuncions entre categories

Exercici 6.3. Sigui Ob: Cat — Set el functor que envia cada categoria petita
al seu conjunt d’objectes, i Disc: Set — Cat el que envia un conjunt X a la
categoria discreta amb objectes X. Comprova que Disc 4 Ob i descriu-ne la unitat
i la counitat.

Solucié.  Un functor H: Disc(X) — D ha d’enviar cada identitat a una
identitat, i Disc(X) no té cap altre morfisme; queda, doncs, determinat per una
aplicacié X — Ob(D) entre els objectes, i qualsevol aplicacié dona un functor.
Aix0 és una bijeccio

Homcat (Disc(X), D) = Homsget (X7 Ob(D>)7

natural en X i en D, perque les dues bandes es componen de la mateixa manera
sobre els objectes. Per tant Disc 4 Ob.

La unitat nx: X — Ob(Disc(X)) = X és la identitat: és un isomorfisme. La
counitat ep: Disc(Ob(D)) — D és el functor que inclou els objectes de D amb
les seves identitats, i en general no és un isomorfisme, perque oblida tots els
morfismes no identitat.

Observacio. Ob té també un adjunt per la dreta: el functor que envia X a la
categoria indiscreta, amb exactament un morfisme entre cada parella d’objectes.
Per tant Ob preserva limits i colimits, d’acord amb el fet que els limits i colimits

de categories petites es calculen, sobre els objectes, com a Set.
O

6.3 Unitat 1 counitat

Exercici 6.4. Per a I'adjuncié lliure-oblit F' 4 U dels monoides, descriu la unitat
nx: X — U(X") ila counitat ey: (U(M))* — M, i comprova que la unitat
expressa la propietat universal del monoide lliure.

Solucio. La unitat nx: X — U(X™) envia cada element = a la paraula d’una
sola lletra x. La counitat ey,: (U(M))* — M envia una paraula d’elements de
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M al seu producte a M: ep(my ---my) = my---m, (producte calculat a M).

La propietat universal de la unitat diu que per a tota aplicacié ¢: X — U(M) hi
ha un tnic homomorfisme ¢: X* — M amb U(p)ony = ¢. Aix0 és exactament
la definicié del monoide lliure: un homomorfisme des de X* queda determinat,

de manera unica, pels valors sobre els generadors X.
O

Exercici 6.5. Comprova que, en una adjuncié F' 4 G, el transposat de ¢: F(A) —
B és G(¢) ona, i el transposat invers de ¢: A — G(B) és eg o F(¢).

Solucio.  Per naturalitat de la bijeccié 6 en la segona variable, aplicada al
morfisme ¢: F'(A) — B i partint de idp(a),

0(¢) = 0(p 0 idr(a)) = G(p) 0 0(idra)) = G(v) 0 na,

on hem usat que (idpa)) = 1a per definicié de la unitat. Dualment, per
naturalitat en la primera variable i la definicié de la counitat e = 0~ (idg(m)),

0~ (¢) = 0~ (idgm) oyp) = 0~ (idg(s)) © F(¥) = ep o F(¢).

Aquestes férmules permeten passar de la bijecci6 a la unitat /counitat i viceversa.

O

6.4 Identitats triangulars

Exercici 6.6. Sigui C una categoria amb productes binaris, i siguin A: C —
C X C el functor diagonal, A(A) = (A, A), i x: C x C — C el functor producte,
(X,Y) = X xY. Comprova que A 4 x, descriu-ne la unitat i la counitat, i verifica
directament les dues identitats triangulars.

Solucio. L’adjuncié. Un morfisme A(A) — (X,Y) a C x C és una parella
(f: A= X, g: A—Y),ila propietat universal del producte la posa en bijeccié
amb els morfismes (f,g): A — X x Y=

Homcyc((4, A), (X,Y)) = Homg(A, X xY).

La bijeccié és natural en A i en (X,Y), perqueé (f,g) oa = (foa,goa) i
(uxv)o(f,g) =(uo f,vog). Per tant A H x.
Unitat i counitat. La unitat és el transposat de id(4 4), és a dir, el morfisme

diagonal
Na =04 = (ida,ids): A — A X A,

i la counitat és el transposat invers de idxyy, la parella de projeccions
exy) = (m,m): (X XY, X xY) = (X,Y).
Primera identitat. cx4) 0 A(74) és la parella

(71'1 @) (5A7 T © 6A> = (idA,idA) = idA(A) 5
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copiar A i projectar a cada copia no canvia res.
Segona identitat. (m X m) 0 dxxy és el morfisme X x Y — X x Y de
components m; i mo, és a dir,

(m1,me) = idxxy :

duplicar una parella i quedar-se amb la primera component de la primera copia
i la segona de la segona retorna la parella original.

Observem que la unitat 04 no és un isomorfisme (a Set, només ho és si A té
com a maxim un element): les identitats triangulars no demanen que ho sigui.

O

Exercici 6.7. Per a I'adjunci6é Free 4 U entre Graph i Cat (exemple 6.5), com-
prova directament les dues identitats triangulars

EFree(@) © Free(ng) = idpree(a), Ulec) o nu(c) = idy(c),

i explica que diu cadascuna en termes de camins.

Solucio. Primera identitat. El functor Free(ng): Free(G) —
Free(U(Free(G))) envia un cami (a,...,a,) de G al cami formal
((a1),...,(as)), les arestes del qual sén camins de longitud 1 de Free(G).
La counitat epee(q) avalua aquest cami formal component les seves arestes a
Free(G), és a dir, concatenant:

apree(g)<((a1), c (an))> = (ap)o---0o(a1) = (ar,...,an).

El cami buit va al cami buit. Per tant, la composta és la identitat de Free(G):
trencar un cami en arestes i tornar-lo a compondre no canvia Tes.

Segona identitat. La unitat 7y (c) envia una fletxa f de C, vista com a aresta
del graf U(C), al cami (f) de longitud 1, i cada objecte a ell mateix. El morfisme
de grafs U(ec) avalua aquest cami, que té una sola fletxa, i en dona f. Per tant,
la composta és la identitat de U(C): avaluar el cami d’una sola fletza retorna
la fletxa.

Les dues identitats expressen, doncs, que la insercié dels generadors i ’avaluacié
de camins sén inverses en el sentit precis que demanen les identitats triangu-
lars, sense que 7 ni € siguin isomorfismes: Free(U(C)) té en general molts més

morfismes que C, perque hi ha camins diferents amb la mateixa composta.
O

6.5 Els adjunts i els limits

Exercici 6.8. Comprova, fent servir que els adjunts per la dreta preserven limits,
que el functor oblit U: Mon — Set preserva productes. Comprova també que U
no preserva tots els coproductes, i explica que en dedueixes.
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Solucio.  El functor monoide lliure F': Set — Mon, X — X*, és adjunt per
I'esquerra de U (exemple del monoide lliure de la Teoria). Per tant U és un
adjunt per la dreta, i pel teorema «els adjunts per la dreta preserven limits», U
preserva tots els limits petits, en particular els productes: el conjunt subjacent
d’un producte de monoides és el producte dels conjunts subjacents.

El teorema, pero, no diu res dels colimits, i de fet U no preserva tots els co-
productes. Sigui 1 = {e} el monoide trivial. Es un objecte inicial de Mon,
perque I'inic homomorfisme 1 — M envia e al neutre, i el coproducte d’un
objecte amb un objecte inicial és 'objecte mateix; per tant, el coproducte 1+ 1
a Mon és 1, amb un sol element. En canvi, el coproducte a Set dels conjunts
subjacents, U(1) 4+ U(1), en té dos, i el cocon imatge no és un coproducte. Com
a conseqiiencia, U no pot ser un adjunt per l'esquerra, perque els adjunts per
I’esquerra preserven colimits.

Ampliacio, per a qui conegui els grups. El mateix passa amb U: Grp — Set.
El seu adjunt per 'esquerra és el functor grup lliure, que envia un conjunt X
al grup de les paraules reduides en les lletres de X i els seus inversos formals;
per tant, U preserva tots els limits. El grup trivial també és inicial a Grp, el
coproducte (el producte lliure) de dos grups trivials és trivial, 1 x1 = 1,1 U

tampoc no preserva aquest coproducte.
0

Exercici 6.9. Comprova que si un functor G no preserva algun limit petit, aleshores
G no pot tenir cap adjunt per l’esquerra.

Solucié.  Es el contrareciproc del teorema. Si G tingués un adjunt per
Iesquerra F', amb F' 4 G, aleshores G seria un adjunt per la dreta i, pel teo-
rema, preservaria tots els limits petits que existeixen. Com que per hipotesi G
no en preserva algun, no pot tenir adjunt per I’esquerra. Aquest és un criteri
negatiu molt practic: per exemple, si un functor oblit no preserva algun copro-
ducte, aixo impedeix que sigui adjunt per ’esquerra, pero no impedeix que sigui
adjunt per la dreta.

O

6.6 Exponencials

Exercici 6.10. Comprova la bijecci
Homge (A x B, C) = Homge (A, CP)

1 identifica-la amb la currificacio.

Solucié. A Set, CP és el conjunt de les aplicacions B — C. Donada f: A x
B — C, definim f: A — C? per f(a) = (b~ f(a,b)); és a dir, f(a) és la funci6
que fixa la primera coordenada en a. Reciprocament, donada g: A — OB,
definim g: A x B — C per g(a,b) = g(a)(b). Aquestes assignacions sén inverses
I’'una de l’'altra i naturals en totes les variables. La correspondeéncia f f és
exactament la currificacié: transformar una funcié de dues variables en una
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funcié d’una variable que retorna funcions. Aquesta bijeccié expressa ’adjuncié
— x BH(-)5.
O



7 Categories cartesianes
tancades

Els exercicis treballen tres aspectes del tancament cartesia: productes i diag-
onals, la propietat universal de I’exponencial i la interpretacié de tipus i logica.
Convé tenir sempre present la bijeccid

Hom(A x B,C) = Hom(A, C?).
7.1 Productes i diagonals

Exercici 7.1. En una categoria cartesiana, comprova que la diagonal d4: A —

A x A satisfa
7T10(5A:7T20(5A:id/.1

i que és I'inic morfisme amb aquesta propietat.

Solucié.  Per la propietat universal del producte A x A, un morfisme A —
A x A esta determinat per les seves dues composicions amb les projeccions.
Definim 04 com I'tinic morfisme amb 7 0 §4 = id4 i m 0 04 = id4; 'existéncia
i la unicitat son exactament el contingut de la propietat universal aplicada a la
parella (id4,id4). Qualsevol altre morfisme d: A - AXx A amb 1 0d = myod =

id4 compleix la mateixa condicié universal i, per unicitat, d = § 4.
O

7.2 La propietat universal de ’exponencial

Exercici 7.2. A Set, descriu explicitament ’avaluacid, la currificacié i la descur-
rificaci6 per a l’exponencial C'®, i verifica 1'equaci6 evo(\f x idg) = f.

Solucié. A Set, CP és el conjunt d’aplicacions B — C. L’avaluacié és
ev: CP x B — C, ev(g,b) = g(b). Donada f: A x B — C, la currificaci6
és \f: A — CB amb \f(a) = (b = f(a,b)). Comprovem lequacié: per a
(a,b) € Ax B,

(evo(Af xidg))(a,b) = ev(Af(a),b) = Af(a)(b) = f(a,b).
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Per tant evo(Af x idg) = f. La descurrificacié de g: A — C® és g(a,b) =

g(a)(b), i és inversa de la currificacio.
U

Exercici 7.3. Demostra que en qualsevol CCC hi ha un isomorfisme natural C'* =
C1ique 1% ~1.

Solucié. Per a C': per la propietat universal, Hom(A, C') = Hom(A x 1,C).
Com que A x 1 =2 A (Pobjecte terminal és neutre per al producte), Hom(A x
1,C) = Hom(A, C), natural en A. Pel lema de Yoneda, C! = C.

Per a 1%: Hom(A4,1%) = Hom(A x B, 1), que té exactament un element per ser
1 terminal. Per tant Hom(A, 1) és un conjunt d’un punt per a tot A, natural
en A, i pel lema de Yoneda 17 = 1. Aquestes sén les versions categoriques de

les identitats ¢t = c¢i 1° = 1.
O

Exercici 7.4. Comprova la «llei exponencialy C4*8 =2 (CP)4 en una CCC.

Solucio. Fem servir la propietat universal repetidament i el lema de Yoneda.
Per a qualsevol X,

Hom (X, C*?) =2 Hom(X x (A x B),C) = Hom((X x A) x B,C),

usant l’associativitat del producte. Aplicant ara 'adjuncié respecte de B i
després respecte de A,

Hom((X x A) x B, () =2 Hom(X x A, CP) = Hom(X, (C®)%).

Totes les bijeccions sén naturals en X; pel lema de Yoneda, C4*F = (CF)4, Es
la llei ¢*® = (c®)?, i correspon, en el calcul lambda, al fet que una funcié de dos

arguments ¢és una funcié que retorna una funcié (currificacié iterada).
O

Exercici 7.5. Sigui C una CCC amb coproductes binaris i objecte inicial 0. De-
mostra que el producte es distribueix sobre el coproducte:

Ax(B+C) 2 (AxB)+(AxC), Ax0 0.

Interpreta el resultat a Set i en una algebra de Heyting.

Solucié. Pel tancament cartesia, — x A - (—)4, i el producte és commutatiu
llevat d’isomorfisme natural; per tant A X — també és un adjunt per I’esquerra.
Els adjunts per ’esquerra preserven colimits, en particular els coproductes bi-
naris i I'objecte inicial, que és el colimit del diagrama buit. Explicitament, el
morfisme canonic

[idg x¢q, idg Xto): (AX B)+(AxC) — Ax (B+(C)

és un isomorfisme, i A x 0 és inicial, de manera que A x 0 = 0.



CAPITOL 7. CARTESIANES TANCADES 247

A Set, la primera bijeccié envia una parella (a,z) amb z a la component B o
a la component C' de la unié disjunta al lloc corresponent; la segona diu que
AX @ =0a.

En una algebra de Heyting, vista com a preordre cartesia tancat amb suprems
finits, el coproducte és el suprem i l'inicial és L. Obtenim

aN(bVe)=(aNnb)V(aAc), anl=_1:

tota algebra de Heyting és un reticle distributiu, i la distributivitat és conse-
qiiencia de I'existencia de la implicacié. Logicament, la conjuncié es distribueix
sobre la disjuncié.

0
7.3 Heyting i logica

Exercici 7.6. Comprova que en una algebra de Heyting I’exponencial b = ¢ satisfa
aNb<csa< (b= c),ideriva-hi que b A (b= ¢) < ¢ (modus ponens).

Solucié.  La condicié a Ab < ¢ < a < (b = ¢) és, precisament, I'adjuncié
— Ab - (b = —) escrita en el llenguatge dels preordres: és la definicié
d’exponencial en un preordre cartesia, on Hom té com a molt un element i
la bijeccié d’homconjunts es redueix a una equivalencia de desigualtats. Per
obtenir el modus ponens, prenem a = (b = c¢). Aleshores el membre dret
a < (b = ¢) es compleix trivialment (és b = ¢ < b = ¢), de manera que el
membre esquerre també: (b= ¢) Ab < c. Aquesta és la counitat de I'adjuncio,

i és la forma algebraica de la regla que de b i b — ¢ se’n segueix c.
O

Exercici 7.7. En una algebra de Heyting, demostra que a < (b = a) per a tot a, b,
i interpreta-ho logicament.

Solucié. Per 'adjuncid, a < (b = a) equival a a A b < a, que és cert perque
a A'b és un infim i, per tant, a A b < a. Logicament, correspon a l'axioma
a — (b — a): una proposicié verdadera se segueix de qualsevol hipotesi. Es

I’esquelet del combinador K del calcul lambda, la funcié constant.
O

7.4 Semantica de termes

Exercici 7.8. Interpreta el terme = : 0,y : 7 - (y,z) : 7 X 0 com a morfisme en
una CCC i identifica’l amb el morfisme de commutacié del producte.

Solucié.  El context = : o,y : 7 s’interpreta com l'objecte [o] x [r]. Les
variables x i y sén les projeccions 7 i my. La parella (y,x) s’interpreta amb
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I’aparellament de les interpretacions de y i z, és a dir,

[(y, )] = (m2, m): [o] x [7] = [7] x [o].

Aquest és exactament el morfisme de commutacié (o swap) del producte, que
intercanvia els dos factors. La seva inversa és (mq, m) en sentit contrari, cosa
que expressa que 0 X T = 7 X 0.

O

Exercici 7.9. Interpreta I'abstraccié = : o - (Ay:7.x) : 7 — o i comprova que és la
currificacié d’una projecci6.

Solucio. El cos del terme, x : 0,y : 7 - x : o, s’interpreta amb la projeccié
m: [o] x [r] = [o]. L’abstraccié respecte de y es tradueix per la currificacio:

[\y. 2] = A(m): [o] — [o].

Es a dir, la funcié que envia cada z a la funcié constant de valor z: el combinador
K, la versié proposicional del qual és la desigualtat a < (b = a) de I'exercici de
Heyting anterior.

O



8 Subobjectes, imatges
i factoritzacions

Els exercicis d’aquest capitol fixen les tres idees centrals: els subobjectes com
a classes de monomorfismes, I'ordre Sub(A) com a algebra de predicats, i la rein-
dexacié f* com a substituci6. Molts arguments es fan «sense elementsy», us-
ant només propietats universals; convé acostumar-s’hi, perque és el que permet
traslladar-los a categories arbitraries.

8.1 Subobjectes i el seu ordre

Exercici 8.1. Comprova que a Set dos monomorfismes m: S — Ain: T — A sén
equivalents si i només si tenen la mateixa imatge, i dedueix que Sub(A) = P(A).

Solucié. Sim ~ n, hi ha un isomorfisme ¢: S — T amb n o = m; aleshores
m(S) = n(p(S)) = n(T), de manera que tenen la mateixa imatge. Recip-
rocament, suposem m(S) = n(T) = I. Siguin m: S — I in:T — [ les
corestriccions de m i n a I, és a dir, les mateixes aplicacions amb codomini I:
m(s) = m(s) i n(t) = n(t). Com que m i n sén injectives i tenen imatge I, m
i 71 sén bijeccions. La composicié ¢ = n~tom: S — T és, doncs, una bijeccio,
i compleix n o p = m, perque per a tot s € S, n(p(s)) = n(n~H(m(s))) = m(s).
Aixi m ~ n. Per tant la imatge determina la classe, i l’assignaci6 [m]| — m(S)
és una bijeccié entre Sub(A) i el conjunt de subconjunts P(A); a més respecta
lordre, ja que [m| < [n] equival a m(S) C n(T).

U

Exercici 8.2. Demostra que en qualsevol categoria 1'objecte ids: A — A és el
subobjecte maxim de Sub(A).

Solucié. La identitat és un monomorfisme (és un isomorfisme). Per a qual-
sevol altre subobjecte m: S »— A, el mateix m és una factoritzacié de m a través
de id4, ja que idgom = m. Per tant [m] < [id4] per a tot m, cosa que fa de
[id4] el maxim. Logicament, és el predicat «sempre cert»: tot element de A el

satisfa.
O

Exercici 8.3. Comprova que si m: S — A és un subobjecte i p: S — S és un
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isomorfisme, aleshores moy representa el mateix subobjecte. Per que aixo justifica
treballar amb classes i no amb monos concrets?

Solucié.  Per definicié de la relacié d’equivalencia, m o ¢ ~ m mitjancant
I'isomorfisme ¢: moy = moy amb moy factoritzant. Formalment, [mop] = [m]
perque ¢ és un isomorfisme del domini que fa commutar el triangle. Aixo
justifica treballar amb classes: la teoria dels subobjectes ha de ser invariant
per reparametritzacions del domini, ja que «el subconjunt» no depen de com
I'indexem. Prendre classes elimina aquesta ambigiiitat sense perdre informacié
geometrica.

O

8.2 Reindexacio

Exercici 8.4. Sigui f: A — B a Set i S C B. Comprova que f*(S) = f~(95) i
que f* preserva interseccions: f*(SN.S") = f*(S) N f*(S').

Solucio. El pullback de la injeccié S — B al llarg de f és {(a,s) € A x S|
f(a) = s}, que s’identifica amb {a € A | f(a) € S} = f~1(S), amb la projeccié
cap a A com a injeccié. Per a les interseccions, z € f~1(S N S’) si i només si
f(z) € SNS', és adir, f(z) € Si f(xr) €S, aixo ész e f~1(S)N f1S). La
reindexaci6é preserva, doncs, la conjuncié; és una manifestacié que la substitucié
commuta amb A.

O

Exercici 8.5. Comprova que si f: A — B és un epimorfisme escindit (té seccid s
amb f os =1idpg), aleshores f* és injectiva sobre subobjectes.

Solucié.  Si fos=idg, aplicant la functorialitat de la reindexacié (proposi-
ci6 8.4), s* o f* = (f os)" = (idp)* = idsw(p). Per tant f* té inversa per
lesquerra s*, cosa que la fa injectiva: si f*[m] = f*[n], aplicant s* obtenim
[m] = [n]. Com que f admet una seccid, els subobjectes de B es poden recuper-
ar després de reindexar-los al llarg de f; per aixo f* és injectiva. (No vol dir
que f no identifiqui elements: una epi escindida pot identificar-ne molts.)

[

8.3 Interseccions i logica

Exercici 8.6. Verifica amb detall que el pullback de dos subobjectes m: S — A i
n: T — A és el seu infim a Sub(A), escrivint les dues direccions de la propietat
universal.

Solucio.  Sigui P = Sx 4T el pullback, amb projeccions p: P — Siq: P — T'i
injecci6é mop = noq: P — A (mono per ser composicié de monos). Fita inferior:
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[P] < [m] via p, ja que m o p és la injecci6 i factoritza per m; analogament
[P] < [n] via q. Mazima fita inferior: sigui k: R — A amb [k] < [m] i [k] < [n],
amb factoritzacions a: R — S (moa =k)ib: R — T (nob= k). Aleshores
moa =k =mnob, de manera que la parella (a,b) és compatible amb el pullback
i indueix un Unic u: R — P amb pou =aiqgou = b. Aquest u factoritza k a
través de la injeccié de P: (mop)ou =moa = k. Per tant [k] < [P], i [P] és
I'infim [m] A [n].

[

8.4 Imatges i factoritzacions

Exercici 8.7. Comprova que a Set tota aplicacié f: A — B té factoritzacié imatge
amb I = f(A), i identifica I’epimorfisme regular i el monomorfisme.

Solucié.  Prenem I = f(A) C B. L’aplicaci6 e: A — I, e(a) = f(a), és
exhaustiva, i tota aplicaci6 exhaustiva a Set és un epimorfisme regular: és el
coequalitzador de la seva parella nucli {(a,d’) | f(a) = f(a’)}. La injeccié
m: [ < B és injectiva, per tant un monomorfisme. Aleshores f = moe és la
factoritzaci6é imatge, i Im(f) = [m] és el subconjunt f(A). Recuperem la nocié

usual d’imatge d’una aplicacio.
O

Exercici 8.8. Demostra que si f = m o e és una factoritzacié imatge i f és ell
mateix un monomorfisme, aleshores e és un isomorfisme.

Solucié. Si f =moeés monoim és mono, aleshores e és mono: de eou = eov
se segueix moeou =moeow, ésadir fou= fowv, don u=v. Pero e també
és un epimorfisme regular, en particular un epimorfisme. Un morfisme que és
alhora mono i epi regular és un isomorfisme: essent el coequalitzador d’una
parella que ja iguala (perqué e mono forga la parella nucli a ser la diagonal),
e coequalitza la parella trivial i és, doncs, invertible. Per tant Im(f) = [f]: la
imatge d’un mono és ell mateix.

O

Exercici 8.9. Comprova que la imatge és el menor subobjecte pel qual es factoritza
f:si f=nogambn: T — B mono, aleshores Im(f) < [n].

Solucio.  Sigui f = m o e la factoritzacié imatge i f = n o g una factoritzacié
qualsevol a través del mono n. Aleshores nog = moe. Com que e és el
coequalitzador de la parella nucli de f i n és mono, g iguala les dues branques
de la parella nucli, de manera que es factoritza per e: hi ha h amb hoe = g.
Aleshores nohoe = nog = f = moe, i com que e és epi, noh = m.
Aquesta igualtat és precisament una factoritzacié de m a través de n, és a dir
Im(f) = [m] < [n].

O
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8.5 Estabilitat i regularitat

Exercici 8.10. A Set, comprova directament que les imatges son estables per
pullback: si es reindexa f: A — B al llarg de ¢g: B’ — B, aleshores Im(f’) =

g~ (Im(f)).

Solucié.  El pullback de f al llarg de g és A" = {(V/,a) | g(b') = f(a )}
amb f'(b',a) = /. La seva imatge és {0/ € B’ | Ja, g(t/) = f(a)} = {V |
g(¥)) € F(A)} = g1 (f(4)) = g (Im(f)). Per tant Im(f") — g*(Im(f)), q
és I'enunciat d’estabilitat. Aquesta comprovacié explicita és el model
propietat abstracta que defineix les categories regulars.

de la
O

Exercici 8.11. Demostra que en una categoria regular els epimorfismes regulars
son tancats per composicio: si f: A — Big: B — C sén epimorfismes regulars,
aleshores g o f també ho és.

Solucio.  Siguin f: A — Big: B — C epimorfismes regulars, i factoritzem la
composicié com a imatge, go f =moe, amb e: A — I epi regular i m: [ — C
mono. Sigui p1,p2: R = A la parella nucli de f. Com que fop; = f o po,

moeop; =gofop =gofop,=moeop,,

i, com que m és mono, eop; = eo py. Pel lema 8.6, f és el coequalitzador de la
seva parella nucli; per tant, existeix k: B — [ amb e = ko f. Aleshores

mokof=moe=gof,

i com que f és epi, mok = g: el morfisme g es factoritza a través de m. Pero
g = id¢ og és una factoritzaci6 imatge de g, de manera que Im(g) = [id¢], i per
la minimalitat de la imatge (proposicié 8.7), [id¢] < [m]. Com que [id¢] és el
maxim de Sub(C), [m] = [id¢] i m és un isomorfisme. Per tant go f =moe és
un epi regular seguit d’un isomorfisme, que torna a ser un epi regular.

A Set, tot plegat es redueix al fet que la composicié d’aplicacions exhaustives

és exhaustiva.
O

8.6 L’existencial

Exercici 8.12. Verifica les dues direccions de I'adjuncié 37 - f* a Set, on 3;(5) =
F(S) i (1) = f7HT).

Solucié. Siguin SC AiT C B. Cal veure f(S) CT & S C f~1(T).
(=)Si f(S)CTiace€S, aleshores f(a) € f(S) C T, aixi que a € f~(T); per
tant S C f~HT).
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(<) Si S C fYT)ibe f(S), aleshores b = f(a) amb a € S C f~1T), d’on
b= f(a) € T; per tant f(S) CT.
Aquesta és la forma conjuntista de I’adjuncié imatge directa—antiimatge, i és
exactament la regla d’introduccié/eliminaci6 de I’existencial quan f és una pro-
jeccio.

O

Exercici 8.13. Sigui 7: X x Y — X la projeccié. Descriu 3,[s] i V,[s] per a un
subobjecte [s] € X x Y a Set, i relaciona-ho amb els quantificadors.

Solucio. Sigui S € X x Y el subconjunt corresponent a [s]. Aleshores

3,(8)={reX|IyeY: (x,y) €S}
Vo(S)={zeX|VyeY: (z,y) € S}

El primer és la imatge de S per m (I’existencial); el segon, el conjunt de fibres
senceres contingudes en S (l'universal). Sén els casos particulars, per a una
projeccid, de la cadena 35 + f* 4V, de I'exemple 6.2 del capitol d’adjuncions:
I’adjuncié 4, 4 7 es comprova com a |’exercici anterior, i 7* 4V, amb un argu-
ment analeg, no per dualitat. Aixi, en una categoria regular tenim 1’existencial;
I'universal requereix, a més, adjunts per la dreta, que apareixen en contextos

més rics (categories de Heyting).
0



9 Classificadors de subobjectes i
introduccié als topos

Els exercicis d’aquest capitol son de familiaritzacié amb el classificador de sub-
objectes i la definicié6 de topos. No entren en la logica interna, que pertany a
I’estudi posterior.

9.1 El classificador

Exercici 9.1. Comprova amb detall que a Set I'objecte 2 = {0,1} amb true: 1 —
{0, 1}, true(x) = 1, és un classificador de subobjectes.

Solucio.  Sigui U C E un subconjunt, amb injecci6 m: U — FE. Definim
xv: E — {0,1} per xy(z) =1siz € Ui xy(x) =0 altrament. El pullback de
true: 1 — {0,1} al llarg de xy és {z € E' | xy(z) = 1} = U, amb la injeccié com
a projeccid; per tant el quadrat és cartesia. Per a la unicitat: si xy: F — {0,1}
fa el quadrat cartesia, aleshores y~!(1) = U, cosa que forga y = yp. Aix{ {0, 1}
classifica els subobjectes de qualsevol conjunt.

O

Exercici 9.2. En una categoria amb classificador de subobjectes, siguinm: U — E
in:V — FE dos subobjectes, amb morfismes caracteristics x,, i x,. Demostra que

[m] <[n] <= xnom=trueoly,

és a dir, que U esta contingut en V' si i només si tots els «elements» de U pertanyen
a V. Dedueix que X, = xn si i només si [m] = [n].

Solucio.  Per definici6 de lordre, [m] < [n] vol dir que m factoritza a través
de n. Aplicant la caracteritzacié de la pertinenga per elements generalitzats de
la Teoria a l’element generalitzat m: U — E, aix0 passa si i només si y, om =
trueo !y.

Per a la segona part, si [m] = [n], els dos subobjectes sén el mateix i tenen el
mateix morfisme caracteristic, per la unicitat de la definici6. Reciprocament, si
Xm = Xn, aleshores y,om = x,,om = trueo !y, perque el quadrat de m commuta,
i per la primera part [m] < [n]; simeétricament, [n| < [m], i per 'antisimetria
de Sub(E), [m] = [n]. Aixi, el morfisme caracteristic determina el subobjecte,
que és la injectivitat de la bijeccié Sub(£) = Hom(FE, Q2) vista ara en termes de

254
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pertinenca.
U

Exercici 9.3. En una categoria amb classificador de subobjectes, sigui m: U — E
un subobjecte amb morfisme caracteristic x,,. Demostra que m és un equalitzador
de x,, i trueo!g. Dedueix que un morfisme que és alhora mono i epi és un isomor-
fisme.

Solucio. Equalitza. Pel quadrat del classificador, x,, o m = trueo!ly =
trueo !gom, perque |pom i !y son fletxes cap al terminal i, per tant, coincideixen.
Es universal. Sigui 2: X — E amb y,, oz = trueo!g o z. El membre dret
és trueo !y, de manera que, per la pertinenca per elements generalitzats de la
Teoria, x factoritza a través de m. La factoritzacio és tinica perque m és mono.
Aixi m és un equalitzador.

Mono i epi implica iso. Suposem, a més, que m és epi. De x,, om =
(trueo!) om ila cancel - laci6 per la dreta, x,, = trueo!g. Aleshores idg també
equalitza les dues fletxes, i per la propietat de ’equalitzador hi ha h: £ — U
amb moh =idg. A més, mo (hom) =m = moidy, i com que m és mono,
hom = idy. Per tant m és un isomorfisme.

Al capitol 1 vam veure que, en general, un bimorfisme no és un isomorfisme: a
Top, per exemple, una bijeccié continua pot no ser un homeomorfisme. Una
categoria amb classificador no admet aquest fenomen. Als Exercicis es proposa
treure’n la conseqiiéncia per a Top.

0

9.2 Topos

Exercici 9.4. Comprova que Set satisfa les tres condicions de la definicié de topos.

Solucié. Limits finits: Set té terminal (un punt), productes (producte carte-
sia) i equalitzadors (subconjunts definits per igualtats), i per tant tots els limits
finits. Classificador: I’exercici anterior mostra que {0, 1} n’és un. Ezponencials:
I’exponencial C® és el conjunt d’aplicacions B — C, i vam veure al capitol de
tancament cartesia que Set és cartesiana tancada. Per tant Set és un topos.
O

Exercici 9.5. Demostra que en un topos l'objecte de parts P(E) = QF satisfa
Hom (A, P(E)) = Sub(A x E).

Solucio. Component les dues propietats universals disponibles en un topos:
Hom(A, Q) = Hom(A x E,§) = Sub(A x E),

on la primera bijeccié és la de 'exponencial (currificacié) i la segona és la rep-
resentabilitat del classificador (9.1). Totes dues sén naturals en A. Aixi, els
morfismes cap a ¥ es corresponen amb subobjectes de A x E, és a dir, amb
relacions entre A i F. A Set, aix0 recupera que P(FE) és el conjunt de parts i
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que una aplicacié A — P(E) és una relacioé entre A i E.

9.3 Prefeixos

Exercici 9.6. Sigui C una categoria petita, F' un prefeix sobre C i U — F un
subprefeix, és a dir, U(C') C F(C) per a cada C, amb F(f) enviant U(C) dins de
U(D) per acada f: D — C. Per a x € F(C), posem

xv(C)(z) ={f: D= C| F(f)(x) € U(D)}.

Comprova que yy(C)(z) és un sedas sobre C, que les aplicacions yy(C) formen
una transformacié natural xy: F' = €1, i que U és el pullback de true al llarg de

XU-

Solucié. Es un sedas. Si f: D — C pertany a xy(C)(z) i g: X — D,
aleshores F(f o g)(z) = F(g)(F(f)(z)), i com que F(f)(z) € U(D) iU és un
subprefeix, F'(g) 'envia dins de U(X). Per tant f o g pertany a xy(C)(z).
Naturalitat. Per a h: D — C iz € F(C), cal veure que xy(D)(F(h)(x)) =
h*(xv(C)(z)). Pera g: X — D,

9 € xu(D)(F(h)(z)) <= F(g)(F(h)(z)) € U(X)
< F(hog)(z) e UX)
<= hog e xu(C)(z),

i I'tltima condici6 és la definici6 de g € h* (xv(C)(z)).

Pullback. Com que els limits de prefeixos es calculen objecte a objecte, n’hi ha
prou de veure que, per a cada C, U(C') és el conjunt dels z € F(C') amb xy(C)(x)
igual al sedas maxim. Si x € U(C), tot f: D — C compleix F(f)(x) € U(D),
de manera que el sedas és maxim. Reciprocament, si el sedas és maxim, conté
ide, 1 aleshores © = F(id¢)(z) € U(C). La unicitat de ypy es comprova de la
mateixa manera, mirant quins morfismes porten x dins de U.

A Set, vist com a prefeixos sobre la categoria d’un sol objecte i només la iden-

titat, els sedassos sobre I'tinic objecte son @ i {id}, i es recupera Q = {0, 1}.
O

Exercici 9.7. En un topos, sigui A: Q x @ — € el morfisme caracteristic del
subobjecte (true,true): 1 — Q x ). Demostra que, per a dos subobjectes U,V de
E,

Xvuav = Ao {xu, Xv),

on U AV és la interseccid. Interpreta-ho a Set.

Solucio.  Per Dexercici 9.2, n’hi ha prou de veure que tots dos morfismes
classifiquen el mateix subobjecte, és a dir, que un element generalitzat z: X —
E hi pertany en un cas si i només si hi pertany en l’altre. Per la pertinenca per
elements generalitzats:
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x factoritza a través de U AV si i només si factoritza a través de U i de
V', perque la intersecci6 és el pullback;

e és a dir, si i només si yy ox = trueo!x i yy oz = trueo!y;

o és a dir, si i només si (xy,xv) ox = (true,truejo!x, que és la pertinenga
de (xv, xv) oz al subobjecte (true, true);

o és adir, siinomés si Ao (xu, xv)ox = trueolx.

Sigui W el subobjecte classificat per A o (xy, xv). Els dos subobjectes U AV
i W tenen, doncs, els mateixos elements generalitzats. Prenent com a x un
representant de U AV, obtenim UAV < W, iprenent-neunde W, W < UAV.
Per tant son iguals, i per la unicitat del morfisme caracteristic, xypny = A o
{xv,xv)-

A Set, A: {0,1}x{0,1} — {0, 1} val 1 exactament en (1, 1): és la taula de veritat
de la conjuncié, i la formula diu que la funcié caracteristica d’una intersecci6 és

el producte, o el minim, de les funcions caracteristiques.
O

Exercici 9.8. Sigui G el cicle de 'exemple 9.4 de la Teoria, amb vertexs a, b, c,
arestese: a — b, f: b— ¢, k: ¢ — a,iel subgraf H de vertexs a, b i aresta e. Sigui
G’ el cicle de longitud sis, amb vertexs py,...,ps i arestes u;: p; — piy1 (Indexs
modul 6), i sigui F': G’ — G el morfisme que «dona dues voltes»: p; — a,b,c
iu; — e, f,k segons que i sigui 0,1,2 modul 3. Calcula F*H i comprova que
XFH = XH O F.

Solucio. La reindexacié. Es calcula per antiimatge, component a compo-
nent (exemple de subgrafs del capitol 8). Els vertexs de F*H son els que van a
a o a b, és a dir, po, p1, p3, psa. Les arestes son les que van a e, és a dir, ug i us.
La precomposicié. Amb la taula de yg de la Teoria (a,b— 1, c— 0, e+— T,
f o, k— 1), el morfisme xy o F envia pg, p1,p3, ps — 11 p2,p5 — 0,1

Ug, Uz — T, U, Uy — O, Ug, Us —> T.

El morfisme caracteristic de F*H. Apliquem directament la regla de la
Teoria a F*H C G’'. Les arestes ug i uz sén al subgraf, i van a T. Les arestes
up: pp — po i ug: py — ps tenen lorigen dins i el desti fora, i van a o. Les
arestes us: py — p3 i us: ps — po tenen l'origen fora i el desti dins, i van a 7.
Sobre els vertexs coincideix també amb y gy o F. Aixi xp+g = xg o F: substituir
és precompondre, ara en un topos que no és Set, i al llarg d’'un morfisme que
no és injectiu.

O
9.4 Connectius i igualtat

Exercici 9.9. En una categoria amb productes binaris i classificador, sigui 4 =
(ida,ida): A — A x A. Comprova que d4 és un monomorfisme i que, per a dos
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elements generalitzats x,y: X — A,
Xs, 0 (T,y) =truecly <= z=uy.

Descriu x5, a Set.

Solucié. Es mono. La projeccié m; compleix m o0 4 = id4, de manera que
d4 té una retraccié i és un monomorfisme escindit.
Pertinenca a la diagonal. Per la pertinenca per elements generalitzats de
la Teoria, la igualtat de 'esquerra equival a dir que (x,y) factoritza a través
de 04, és a dir, que hi ha z: X — A amb (z,z) = (z,y). Component amb les
projeccions, aixo vol dir x = z = y. Reciprocament, si x = y, n’hi ha prou de
prendre z = x.
A Set. xs5,(a,b) = 1sia=bi0 altrament: és la delta de Kronecker. En
termes logics, x5, és el predicat d’igualtat «z = y» sobre A, i la diagonal n’és
'extensié. Es la fila «igualtat» del mapa del capitol 10.

O

Exercici 9.10. A Set, amb 2 = {0, 1}, sigui V: Q x Q — Q el morfisme caracteris-
tic del subconjunt {(0,1),(1,0),(1,1)}, i sigui =: 2 — Q el del subconjunt {0}.
Comprova que, per a subconjunts U,V C FE|

xvuv = Vo {Xu,Xv), XE\U = 79 XU-

Explica per que la segona igualtat no té un analeg directe a Graph.

Solucié. Per a x € E, (Vo {xu,xv))(z) = 1 siinomés si (xu(z),xv(z))
és en {(0,1),(1,0),(1,1)}, és a dir, si i només si x € U o z € V. Les dues
aplicacions valen, doncs, 1 exactament a U UV, i coincideixen. Analogament,
(moxu)(xr) =1 siinomés si yp(x) =0, és a dir, si i només si x ¢ U. Els
morfismes V i — sén les taules de veritat de la disjuncié i de la negacié, i les
dues féormules diuen que la unio i el complement es calculen «punt a punt» sobre
els valors de veritat, com la interseccio a ’exercici 9.7.
A Graph, el complement de vertexs i d’arestes d’un subgraf no és, en general, un
subgraf: pot contenir una aresta sense un dels seus extrems. El millor substitut
és el subgraf més gran disjunt de U, pero, com hem vist a I’exemple 9.4 de la
Teoria, la seva unié amb U pot no ser tot el graf. No hi ha, doncs, cap morfisme
Q — Q que faci el paper de — amb la propietat U U —-U = FE.

O
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Exercicis proposats
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1 Categories

Els exercicis segiients completen els resolts al capitol corresponent de la part
de Practica. Cada enunciat va acompanyat d’una indicacié breu per si el lector
s’encalla; convé, pero, intentar-lo primer sense mirar-la. La marca «x» assenyala
un exercici de consolidacié i «x*x» un d’ampliacio.

1.1 Categories i axiomes

Exercici 1.1. Comprova que un conjunt qualsevol X dona lloc a una categoria
discreta: els objectes son els elements de X i els tinics morfismes son les identitats.
Verifica els axiomes. *

Indicacié: No hi ha cap morfisme entre objectes diferents; 1'inica composicié possible en cada
objecte és id, oid,.

Exercici 1.2. Sigui C una categoria. Comprova que fixar un objecte A i considerar
només les fletxes A — A, amb la composicié de C, dona un monoide. Quin és el
seu element neutre? *

Indicacié: Els morfismes A — A es poden compondre entre ells i el resultat torna a anar d’A a
A. El neutre és id 4.

Exercici 1.3 (Ampliacié, per a lectors amb topologia). Comprova que els espais
topologics amb les aplicacions continues formen una categoria Top. Cal usar dues
propietats de les aplicacions continues: quines? *

Indicaci6: La composicié de continues és continua, i la identitat és continua.

1.2 Fletxes, camins i diagrames commutatius

Exercici 1.4. Escriu 'equacié que expressa la commutativitat del triangle

I .5

s

C

A
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i explica quins sén els dos camins que es comparen. *

Indicaci6é: Tots dos camins comencen a A i acaben a C; un passa per B i 'altre és la fletxa
directa.

Exercici 1.5. Representa mitjancant un quadrat commutatiu I’equacio
gou=vop,

onu:A—B,¢q:B—-D,p: A—-Civ:C— D. *

Indicacioé:  Col - loca A a l’angle superior esquerre i D a l'inferior dret. Els dos membres de
I’equacié sén dos camins d’A a D.

Exercici 1.6. Dona un exemple de quatre aplicacions entre conjunts que formin
un quadrat que no commuti. Indica explicitament un element sobre el qual les
dues composicions donin resultats diferents. *

Indicaci6: Pots treballar amb conjunts molt petits, per exemple {0, 1}, i comparar els dos camins
sobre ’element 0.

1.3 Primers exemples

Exercici 1.7. En un sistema deductiu 7', suposem
Atr B, Bty C, Chkr A

Dibuixa el diagrama corresponent a Provy i comprova que A, B i C' sén isomorfs
dos a dos. *

Indicacié: La transitivitat dona també A b C, BFpr Ai C bp B. En una categoria prima,
dues fletxes en sentits oposats ja donen un isomorfisme.

Exercici 1.8. Comprova directament que la composicié de dos morfismes de grafs
és un morfisme de grafs. Si F': G — H i K: H — L, verifica les equacions d’origen
i desti per a K o F. *

Indicaci6: Per a l'origen, parteix de
Fyosg=syolg, Ky osy=s1,0Kp,

i compon les igualtats adequadament. Fes el mateix amb t.

Exercici 1.9. Explica amb precisié quina informacié té un graf dirigit que encara
no té l'estructura d’una categoria. Després indica que afegeix la categoria lliure
sobre aquest graf. *

Indicacié: Un graf té vertexs, arestes, origen i desti. Una categoria necessita, a més, identitats,
composici6 i axiomes; la categoria lliure els genera mitjangant camins.
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1.4 Isomorfismes

Exercici 1.10. Comprova que a la categoria Mon dels monoides i els homomor-
fismes, un isomorfisme és exactament un homomorfisme bijectiu. Compara-ho amb
el que pot passar a Pos. Hk
Indicacié: Comprova que la inversa d’'un homomorfisme bijectiu de monoides preserva ’operacié
i el neutre, de manera que torna a ser un homomorfisme. Per a Pos, en canvi, la inversa d’una
aplicacié monotona bijectiva pot no ser monotona. Fes el contrast explicit amb un exemple: pren
el conjunt {0,1} amb lordre discret (cap dels dos elements comparable amb ’altre) com a domini,
i el mateix conjunt amb 'ordre 0 < 1 com a codomini. La identitat subjacent és una aplicacié
monotona (trivialment, perqué al domini no hi ha cap parella comparable) i bijectiva, pero la seva
inversa —la identitat de 'ordre 0 < 1 cap a l'ordre discret— no és monotona, ja que hauria d’enviar
0 < 1 a dos elements incomparables. Per tant no és un isomorfisme a Pos, tot i ser una bijecci
monotona.

Exercici 1.11. Comprova que si go f és un isomorfisme, no cal que ho siguin ni f
ni g. Busca’n un exemple senzill a Set i representa’l amb fletxes. *

Indicacié: Pensa en una injecci6 seguida d’una projeccié entre conjunts de mides diferents.

1.5 Classes especials de morfismes

Exercici 1.12. Comprova que tot isomorfisme té seccid. Després, prenent A =
{0,1}, B = {x} i f I"inica aplicaci6 A — B, dona una seccié s: B — A explicita i
comprova que f no és isomorfisme. Observa que en aquest cas f té dues seccions
distintes: quines? *

Indicacié: Tria s(x) = 0 o s(x) = 1. En tots dos casos f os = idg, perd so f # ida. Les dues
tries donen les dues seccions.

Exercici 1.13. A la categoria Set, exhibeix morfismes que il - lustrin els tres casos
possibles pel que fa a I'existencia de seccions: un morfisme sense cap seccid, un
amb una unica seccié i un amb més d’una. ok
Indicacié: Per a cap seccid, cerca una aplicacié no exhaustiva, com # — {*} o una injeccié no
exhaustiva. Per a una tnica, una aplicacié exhaustiva on cada element del codomini tingui una
sola antiimatge (una bijeccié). Per a diverses, una aplicacié exhaustiva amb alguna fibra de més

d’un element: cada eleccié d’antiimatges dona una seccié distinta. Recorda que a Set triar una
seccié d’una aplicacié exhaustiva és triar un element a cada fibra.

Exercici 1.14. Demostra la caracteritzacié dual de I'exercici resolt a la part de
practica: un morfisme f és un isomorfisme si i només si és un epimorfisme escindit
(té seccid) i un monomorfisme. *

Indicacié: Es el dual de «mono escindit i epi = iso»: parteix d’una secci6 s amb fos =idg i
fes servir que f és mono per veure que so f =1idy4.

Exercici 1.15. Sigui C una categoria prima. Per ’exercici resolt 1.12 de la Prac-
tica, tot morfisme de C és un bimorfisme. Demostra que un morfisme f: A — B
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de C és un isomorfisme si i només si existeix algun morfisme B — A. Aplica-ho a
la fletxa u: 0 — 1 de 2 i a dues féormules interdeduibles i distintes de Provy. %
Indicaci6é: Sig: B — A existeix, go f iid4 pertanyen tots dos a Hom(A, A), que té com a maxim
un element; raona igual amb fogiidg. A 2 no hi ha cap fletxa 1 — 0, de manera que u és un

bimorfisme que no és iso. A Provy, en canvi, la fletxa que expressa p b7 ¢ és un isomorfisme que
no és una identitat quan també q Fr p.

Exercici 1.16. Estudia quin factor hereta la propietat en una composicié. De-
mostra que si g o f és un monomorfisme, aleshores f és un monomorfisme; i que,
dualment, si g o f és un epimorfisme, aleshores g és un epimorfisme. Comprova
amb un contraexemple que, en el primer cas, g no cal que sigui mono, i en el segon,
f no cal que sigui epi. ok
Indicacié: Per al mono: de fowu = f owv, compon per l'esquerra amb g per obtenir (go f)ou =
(go f)owiaplica que go f és mono. El cas de 'epi és el dual: compon per la dreta. Observa

Pasimetria: d’un mono g o f hereta el factor de la dreta (f), i d’un epi, el de 'esquerra (g). Per
als contraexemples, pensa en una injeccié i una projeccié a Set.

Exercici 1.17. Sigui M = {1, e} el monoide amb e-e = e i 1 neutre, i sigui BM la
categoria d’un sol objecte associada. Decideix si e és un monomorfisme, si és un
epimorfisme i si té seccié o retraccio. *x

Indicacié: Compara eol amb eoe,iloeamb eoe. Per a les inverses unilaterals, només hi ha
dos candidats.

Exercici 1.18. A Set, demostra que tota aplicaci6 exhaustiva f: A — B és un
epimorfisme sense triar cap seccié de f. Explica després per que ’enunciat «tota
aplicacié exhaustiva té una seccido» no és una conseqiiencia d’aquest fet, siné un
enunciat diferent, equivalent a ’axioma de ’eleccio. *x
Indicacié: Sigo f =ho fiy € B, n’hi ha prou de tenir algun x amb f(z) = y per concloure

g(y) = h(y); no cal triar-ne un per a cada y alhora. Una seccid, en canvi, és precisament una tria
simultania d’una antiimatge per a cada element de B.

1.6 Construccions sobre categories

Exercici 1.19. Descriu la categoria producte 3 x 3, on 3 és la categoria associada
a lordre 0 < 1 < 2. Quants objectes i quants morfismes té? Dibuixa les fletxes
basiques i explica quines altres fletxes apareixen per composici6. ok

Indicacié: 3 té tres objectes i sis morfismes. En el producte, els objectes i els morfismes sén
parelles.

Exercici 1.20. Descriu explicitament la categoria 3/2 sobre 1'objecte 2 de 3, on
3 és la categoria associada a l'ordre 0 < 1 < 2. Enumera’n els objectes i els
morfismes i identifica, si pots, una categoria finita isomorfa a aquesta categoria
sobre un objecte. *

Indicacié: Els objectes de 3/2 sén les fletxes de 3 amb codomini 2, i un morfisme entre dos
d’aquests objectes és una fletxa de 3 que fa commutar el triangle corresponent. Com que 3 és
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prima, tots els triangles commuten. Observa també que de cada objecte de 3 surt exactament una
fletxa cap a 2.

Exercici 1.21. Compara directament (C x D) i C® x D. Comprova que
tenen els mateixos objectes i que els seus morfismes, identitats i composicions
s’identifiquen component a component. *

Indicacié: Un morfisme (A, X) — (B,Y) a (C x D) és, per definicié, un morfisme (B,Y) —
(4,X) a C x D. Escriu queé significa aixd en cadascuna de les dues components.

Exercici 1.22. Per a cadascuna de les subcategories segiients de Set, digues si
és plena, ampla, totes dues coses o cap: (a) FinSet, amb els conjunts finits
per objectes i totes les aplicacions entre ells; (b) la subcategoria amb tots els
conjunts per objectes i només les aplicacions injectives; (c) la subcategoria amb
tots els conjunts per objectes i totes les aplicacions (és a dir, Set mateixa); (d) la
subcategoria amb els conjunts finits per objectes i només les aplicacions injectives
entre ells. *
Indicacié:  Recorda que plena vol dir que es conserven tots els morfismes entre els objectes
escollits (la subcategoria queda determinada només pels objectes), i ampla vol dir que es conserven
tots els objectes. Comprova cada cas contra aquestes dues condicions per separat: poden fallar

independentment. En particular, mira si (d) és plena o ampla, i observa que una subcategoria pot
no ser ni I'una ni l'altra.

1.7 Principi de dualitat

Exercici 1.23. Escriu el dual de 'afirmacio segiient i justifica’l sense fer una nova
demostracié completa:

Si f: A — B té una retraccio, aleshores f és un monomorfisme.

*

Indicacié: Passa a la categoria oposada i identifica quina noci6 és dual de «retraccié» i quina és
dual de «monomorfismey». Recorda que, en dualitzar, s’inverteixen tant el sentit de les fletxes com
I’ordre de les composicions.

1.8 Grafs i categories lliures

Exercici 1.24. Classifica, fins a isomorfisme, els grafs dirigits que generen una
categoria lliure amb exactament quatre morfismes. Recorda que les identitats
compten com a morfismes. Fok
Indicacié: Cada vertex aporta una identitat i cada aresta un cami de longitud 1: quantes arestes i
quants vertexs pot tenir, com a maxim, el graf? Que passaria si hi hagués un cicle dirigit? Després,
separa els casos segons el nombre de vertexs.

Exercici 1.25. Considera el graf
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Llista tots els morfismes de la categoria lliure que genera, dibuixa també la fletxa
composta i comprova que hi ha exactament sis morfismes. *

Indicacié: Compta els tres camins buits, les dues arestes f i g, i el cami compost de longitud
dos.

Exercici 1.26. Per qué un graf amb un cicle, per exemple una aresta a: A — A
q g y P p )
genera sempre una categoria lliure amb infinits morfismes? *

Indicacié: El cicle es pot recérrer tantes vegades com es vulgui: a,a?,a,..., i cada repeticié
dona un cami diferent.

1.9 Qiiestions de mida

Exercici 1.27. Comprova que un preordre, vist com a categoria, és una categoria
petita sempre que el conjunt subjacent P sigui un conjunt. Quants morfismes hi
ha, com a maxim, entre dos objectes? *

Indicacié: Entre dos objectes hi ha zero o un morfisme; la col - leccié total de morfismes es pot
identificar amb un subconjunt de P x P.

Exercici 1.28. Explica per que el fet que tots els objectes d’una categoria siguin
finits no implica que la categoria sigui petita. Aplica-ho a FinSet, la categoria
que té per objectes tots els conjunts finits i per morfismes totes les aplicacions
entre ells. *
Indicaci6é: La mida de cada objecte i la mida de la col - leccié de tots els objectes son qiiestions

diferents. Per a cada conjunt z, el conjunt {z} és finit: quants objectes té, doncs, FinSet?
Compara-ho amb la paradoxa de Russell.

Exercici 1.29. Explica per que Graph és localment petita: donats dos grafs di-
rigits G i H, per que els morfismes de grafs G — H formen un conjunt? *
Indicacié: Un morfisme de grafs és una parella d’aplicacions Vg — Vg i B¢ — Ey que sat-

isfa dues condicions. Aquestes parelles formen un subconjunt d’un producte de dos conjunts
d’aplicacions.



2 Functors

Els exercicis segiients completen els resolts al capitol corresponent de la part
de Practica. Cada enunciat va acompanyat d’una indicacié breu per si el lector
s’encalla; convé, pero, intentar-lo primer sense mirar-la. La marca «x» assenyala
un exercici de consolidacié i «x*x» un d’ampliacio.

2.1 Definicio de functor

Exercici 2.1. Comprova que el functor identitat idc: C — C i, per a cada objecte
D d’una categoria D, el functor constant Ap: C — D —que envia tot objecte a
D i tot morfisme a idp (exemple 2.2)— sén functors. *

Indicacié: Per al functor constant, comprova que Ap(ids) = idp i que Ap(go f) = idp =
idpoidp = Ap(g) o Ap(f).

Exercici 2.2. Considera una assignacié que respecti dominis, codominis i com-
posicio, pero de la qual no se suposi que preservi identitats. Comprova, amb un
contraexemple senzill, que la preservacié de la identitat no se’n dedueix, i conclou
que la condicié F(ids) = idp(a) és realment necessaria a la definicié de functor. %
Indicacié: Pren el monoide de dos elements {1,e} amb ece =eieom =moe = e per a tot
m, vist com a categoria d’un sol objecte. L’assignacié que envia cada morfisme m a e respecta la
composici6, perqué F(mon) = e =eoe = F(m) o F(n), perd envia la identitat 1 a e # 1. Per
tant no preserva identitats malgrat respectar la composicio.

2.2 Exemples de functors

Exercici 2.3. Comprova que hi ha un functor V: Graph — Set que envia cada
graf G al seu conjunt de vertexs Vi i cada morfisme de grafs F' = (Fy, Fg): G —
H a la seva component sobre vertexs Fy : Vg — Vy. Quines propietats de la
composicio i de les identitats de Graph en garanteixen la functorialitat? Fes el
mateix per al functor d’arestes £: Graph — Set. *
Indicacié: Laidentitat d’un graf té per component sobre vertexs la identitat de Vi, i la composicié

de morfismes de grafs es fa component a component: (F'oF)y = F{, o Fy. Quan hagis estudiat els
homfunctors (subsecci6 2.6.1), compara V' amb Homgraph(V, —), on 'V és el graf d'un sol vertex.

Exercici 2.4 (Ampliacié, per a lectors amb topologia). Comprova que hi ha

266
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un functor oblit U: Top — Set i descriu explicitament que fa sobre objectes i
sobre morfismes. Quines propietats de les aplicacions continues en garanteixen la
functorialitat? *

Indicacié: U envia cada espai al seu conjunt de punts i cada aplicacié continua a la mateixa
aplicacié. Cal que la identitat sigui continua i que la composicié de continues sigui continua.

Exercici 2.5 (Ampliacié, per a lectors amb algebra). Sigui G un grup vist com
a categoria BG amb un sol objecte. Comprova que un functor BG — Set és el
mateix que una accié de G sobre un conjunt, i que la imatge de cada element del
grup és necessariament una bijeccio. *

Indicacio: Segueix el cas del monoide. La diferéncia és que en un grup cada element té invers;
usa que un functor preserva isomorfismes i que tot morfisme de BG és un isomorfisme.

Exercici 2.6. Descriu un functor 2 — C, on 2 és la categoria associada a 1’ordre
0 < 1. Comprova que triar un tal functor equival a triar un morfisme de C. *

Indicacié: El functor ha d’enviar I'inica fletxa no trivial 0 — 1 a un morfisme de C; els dos
objectes es determinen com el seu domini i el seu codomini.

2.3 Composicié de functors i la categoria Cat

Exercici 2.7. Comprova que un isomorfisme a Cat —és a dir, un functor F': C —
D amb un functor invers G tal que G o F' =id¢ i F o G = idp— és bijectiu sobre
objectes i sobre morfismes. Hok

Indicacié: De GoF =id¢ i F oG = idp dedueix que F' té inversa com a aplicacié sobre objectes
i com a aplicacié sobre morfismes.

Exercici 2.8. Siguin F': E - C i G: E — D dos functors. Defineix un functor
(F,G): E — C x D per (F,G)(E) = (F(E),G(E)) i (F,G)(h) = (F(k),G(h)).
Comprova que és un functor, que

7T10<F,G>:F, 7T20<F,G>:G,

on 7, e sON les projeccions de I'exemple 2.11, i que és 'inic functor E — C x D
amb aquestes dues propietats. Quin functor s’obté amb E=C =D i FF =G =
1dc7 *
Indicacié: La functorialitat es comprova component a component, com per a A. Per a la unicitat,

si H: E — C x D compleix les dues igualtats, escriu H(E) i H(h) com a parelles i mira qué en
diuen m; i mo. Es la propietat universal del producte, ara a nivell de categories.

2.4 Functors i isomorfismes

Exercici 2.9. Comprova que si F': C — D és un functor i A = B a C, aleshores

F(A) = F(B) a D. Es a dir, els functors preserven la relacié d’isomorfisme entre
objectes. *
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Indicacié:  Aplica F' a un isomorfisme A — B i usa que la imatge d’un isomorfisme és un
isomorfisme.

Exercici 2.10. Dona un exemple de dos objectes no isomorfs que un functor envia
a objectes isomorfs. Aix0 mostra que els functors no reflecteixen, en general, la
relacié d’isomorfisme entre objectes. *

Indicacié: Un functor constant envia tots els objectes al mateix objecte, i per tant tots a objectes
isomorfs entre ells.

2.5 Functors covariants i contravariants

Exercici 2.11. Donat un functor F': C — D, comprova que la mateixa regla sobre
objectes i morfismes defineix un functor

F: C® — D,

el functor oposat de F'. Comprova que F' és fidel (respectivament ple) si i només
si F°P ho és. *
Indicacié:  Sobre objectes, F°P = F'; sobre morfismes, FP(f) = F(f), pero ara llegit entre els
mateixos objectes a les categories oposades. Compondre a C? i a D és compondre a C i a D

en l'ordre invers, de manera que les dues condicions de functor es transporten. Els conjunts de
morfismes sén els mateixos, aixi que injectivitat i exhaustivitat es conserven.

Exercici 2.12. Fixat un objecte A d’una categoria localment petita, comprova
que Hom(A, —) envia isomorfismes a bijeccions: si f: X — Y és un isomorfisme,
aleshores

f«: Hom(A, X) — Hom(A,Y)

és una bijeccio. *

Indicacié: Hom(A, —) és un functor i, per tant, preserva isomorfismes; a Set els isomorfismes
sén les bijeccions. Alternativament, comprova directament que (f~!), és la inversa de f..

2.6 Functors fidels i plens

Exercici 2.13. Comprova que la composicié de dos functors fidels és fidel, i que la
composicié de dos functors plens és plena. Dedueix que la composicié de functors
plens i fidels és plena i fidel. *

Indicacié: Treballa amb les aplicacions F4 g sobre conjunts de morfismes: la composicié de dues
injeccions és injectiva, i la de dues exhaustives, exhaustiva.

Exercici 2.14. Demostra que un functor fidel reflecteix monomorfismes i epimor-
fismes: si F' és fidel i F(f) és mono (respectivament epi), aleshores f és mono
(respectivament epi). Indica on fas servir que F' és fidel, i comprova que no cal
que F' sigui ple. *
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Indicacié: Parteix d’'una igualtat de composicions a la categoria d’origen, aplica-hi el functor i
cancel - la a la d’arribada.

Exercici 2.15. Comprova que el functor diagonal A: C — C x C de 'exemple 2.11
és sempre fidel, i que és ple si i només si C és prima. *

Indicacié: Sobre cada homconjunt, A actua com f — (f, f). Quines parelles (f,g) de C x C
provenen d’una sola fletxa?

Exercici 2.16. Comprova que el functor oblit U: Cat — Graph, que envia cada
categoria petita al seu graf subjacent, és fidel pero no ple. Mostra també que, per
a tot graf G, hi ha un morfisme canonic de grafs ng: G — U(Free(G)). *
Indicacié: Quant a ser fidel, un functor queda determinat per la seva accié sobre objectes i
morfismes, que és justament el que reté el graf subjacent. Per veure que no és ple, observa que un
morfisme de grafs entre els grafs subjacents no ha de respectar la composicio, i per tant no prové

necessariament d’un functor. Per al morfisme canonic 7ng, envia cada vertex a ell mateix i cada
aresta de G al cami de longitud 1 corresponent dins Free(G).

Exercici 2.17 (Ampliacié). Caracteritza exactament per a quins grafs G el mor-
fisme canonic ng: G — U(Free(G)) de l'exercici anterior és un isomorfisme de
grafs. ok
Indicacié: Compara les arestes de U(Free(G)) amb les imatges de les arestes de G. Quins camins

de Free(G) existeixen sempre, sigui quin sigui G, i no tenen longitud 1?7 Tingues en compte també
el cas extrem.

Exercici 2.18. Comprova que un functor ple i fidel reflecteix els isomorfismes
entre objectes, en el sentit segiient:

F(A)=2F(B) = A=%~B.

Suposant a més que C i D sén petites, dedueix que F indueix una aplicacio
injectiva entre les classes d’isomorfisme d’objectes de C i les de D. *x

Indicacié: Pren un isomorfisme F(A) — F(B). Com que F és ple, prové d’un morfisme A — B;
per la propietat que els functors plens i fidels reflecteixen isomorfismes, aquest morfisme és un

~

isomorfisme, de manera que A = B. La implicacié F(A) & F(B) = A = B val sempre; la hipotesi
de petitesa només s’usa a la darrera part, per poder parlar del conjunt de classes d’isomorfisme:
en una categoria petita els objectes formen un conjunt, i el quocient per la relacié = també, de
manera que «l’aplicacié entre classes d’isomorfisme» té sentit literal. En una categoria gran caldria
una convenci6 addicional per manejar aquestes classes, que aqui evitem.

Exercici 2.19. Considera ’assignacié C — C que deixa fixos els objectes i envia
cada morfisme [ a ell mateix, vist ara en sentit contrari. Comprova que no és, en
general, un functor covariant, pero si un functor contravariant ple i fidel. Quin és
aquest functor? *x
Indicacié: Sobre morfismes, aquesta assignaci6 inverteix 1'ordre de la composicié; és el functor

identitat vist com a functor contravariant C — C°P. La bijeccié sobre cada conjunt de morfismes
és evident.

Exercici 2.20. Comprova que si F': C — D és ple i fidel, i C és localment petita,
aleshores F' estableix una bijeccio

Homc(4, B) = Homp(F(A), F(B))
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per a cada parella d’objectes. Explica per que aixo no obliga F' a ser injectiu sobre
objectes. ok
Indicacié: La bijeccié és la definicié mateixa de ple i fidel. Per a la segona part, busca una

categoria amb dos objectes isomorfs i exactament un morfisme entre cada parella ordenada, i
compara-la amb 1.

Exercici 2.21. Distingeix l'exhaustivitat estricta sobre objectes (tot objecte del
codomini és exactament una imatge) de ’essencial (tot objecte del codomini és
isomorf a una imatge). Sigui I la categoria amb dos objectes a, b i exactament un
morfisme entre cada parella ordenada d’objectes, i considera el functor £: 1 — 1
que envia 'inic objecte * a a. Comprova que E és essencialment exhaustiu pero
no exhaustiu sobre objectes. *x

Indicacié: Observa que E arriba estrictament només a a, pero que b = a.

Exercici 2.22. Sigui T la logica proposicional classica. Comprova que la negacié
A — —A defineix un functor contravariant

N: Prov} — Provr,

i que, per tant, la contraposici6 —de A - B es dedueix =B Fp -A— és exacta-
ment la functorialitat de N. Comprova que N és fidel i que és ple. Explica quina
llei logica cal perque N sigui ple i per que, en logica intuicionista, N continua sent
un functor pero deixa de ser ple. *x
Indicacié: Les dues categories son primes, de manera que només cal comprovar que les fletxes

imatge existeixen. Que N sigui ple demana que de =B 7 —A se’n segueixi A Fpr B. Per veure
que pot fallar en logica intuicionista, busca una férmula que no sigui estable per doble negacié.



3 Transformacions naturals
i equivalencies

Els exercicis segiients completen els resolts a la part de Practica. Cada enunciat
va acompanyat d’una indicacié breu; convé intentar-lo primer sense mirar-la. La
marca «*» assenyala un exercici de consolidaci6 i «x*» un d’ampliaci6.

3.1 Definicio de transformacié natural

Exercici 3.1. Siguin F,G,H: C — D tres functors i n: F' = G, 0: G = H dues
transformacions naturals. Comprova directament, a partir de la definicio, que la
composicio vertical 6§ o n satisfa la condicié de naturalitat. *

Indicacié: Encadena els quadrats de naturalitat de i de 8: H(f)of 0ns =00 G(f)ona =
Op onpo F(f).

Exercici 3.2. Sigui : F' = G una transformaci6 natural i K: D — E un functor.
Comprova que els morfismes K (14) son les components d’una transformacié nat-
ural Kn: Ko F = K oG (composicié d’una transformacié natural amb un functor
per 'esquerra). *

Indicacié: Aplica K al quadrat de naturalitat de 7 i usa la functorialitat de K: de G(f) ona =
1B o F(f) dedueix K(G(f)) o K(na) = K(ns) o K(F(f)).

Exercici 3.3. Siguinn: F = G,amb F;G: C —-D,if: K= L,amb K,L: D —
E. Comprova que la composicié horitzontal amb una transformacié identitat es
redueix a la composicié amb un functor:

0 xidp = 0F, idg *n = Kn.

Dedueix que la composiciéo horitzontal generalitza les dues composicions d’una
transformacioé natural amb un functor. *

Indicacié: Calcula les components amb la definicid, fent servir I'expressié de (6 * ) 4 que més
convingui a cada cas, i recorda que un functor envia identitats a identitats.

Exercici 3.4. Siguina: F = Gif:G= H,amb FFG,H:C —>D,io: K = L
iT: L= M,amb K,L,M: D — E. Escriu el tipus de cada costat i demostra la
llei d’intercanvi

(too)x(Boa)=(TxfB)o(0c*xa): KoF = Mo H.
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*k

Indicacié: Calcula les components en un objecte A de les dues bandes i fes servir la naturalitat
de o aplicada al morfisme 4.

3.2 Exemples de transformacions naturals

Exercici 3.5. En 'exemple sintaxi/semantica de la seccié 3.1, escriu explicitament
I’equacié de naturalitat de la interpretacié n per a un canvi de variables f: X — Y,
i explica en paraules que diuen els dos costats. Comprova-la per a la féormula
@ =pV g, amb X = {p, ¢}, en dos casos:

1. el reanomenament f: p+—r, ¢+— s, amb Y = {r, s};

2. la substitucié f: p — r, ¢ — r, amb Y = {r}, que identifica les dues
variables.

En el segon cas, ¢ no és una tautologia, perod ¢[f] si que ho és. Explica per que
aixo no contradiu la naturalitat. *
Indicacié: Avalua tots dos camins del quadrat sobre una valoracié qualsevol w: Y — {0,1}: I'un

passa per w = ¢[f] i altre per (wo f) = ¢. Al segon cas, observa quines valoracions de X sén de
la forma wo f.

Exercici 3.6. Sigui C una categoria localment petita i siguin X,Y dos objectes
seus. Comprova que cada morfisme h: Y — X indueix una transformacié natural
entre els homfunctors covariants

Hom(X, —) = Hom(Y, —).

*

Indicacié: Defineix la component a A per precomposicié amb h i usa l’associativitat per com-
provar la naturalitat.

Exercici 3.7. Considera el functor «llista» L: Set — Set, que envia cada conjunt
X al conjunt L(X) de les llistes finites d’elements de X. Comprova que l'aplicaci6
que envia cada element x a la llista d’un sol element [z]| defineix una transformaci6
natural idge; = L. Fok
Indicacié: El component a X ésny: X — L(X), z — [z]. La naturalitat respecte d’una aplicacié

f: X =Y diu que aplicar f i després formar la llista d’un element coincideix amb formar la llista
i després aplicar f terme a terme.

3.3 Isomorfismes naturals

Exercici 3.8. Considera el functor d’intercanvi ocp: C x D — D x C definit,
sobre objectes i sobre morfismes, per

UC,D<A7 B) = (B7A)7 UC,D(f7g) = (g7f)
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Comprova que és un functor i que la seva composicié amb l'intercanvi en sentit
contrari,
op,c ©oc,p = idcxp,

és estrictament la identitat (i igualment en l’altre sentit). Dedueix que o¢p és un
isomorfisme de categories, no només una equivaléncia, i explica per que aqui no
cal passar per un isomorfisme natural com id £ g o o. *
Indicacié: Comprova la functorialitat component a component i calcula op . cooc,p sobre objectes

i sobre morfismes. Per a I'altima pregunta, compara la definicié d’isomorfisme de categories amb
la d’equivaléncia.

Exercici 3.9. Sigui C una categoria amb almenys un objecte. Comprova que dos
functors constants Ap, Ap: C — D (amb valors D i D) sén naturalment isomorfs
siinomés si D= D" a D. Explica que falla si C és buida. Hok
Indicacié: Per a (=), mira qué és una component en un objecte qualsevol de C. Per a (<),

prova amb una familia constant i escriu-ne el quadrat de naturalitat. Per al cas buit, pensa quantes
transformacions naturals hi ha entre dos functors amb domini buit.

Exercici 3.10. Sigui Z/2Z = {1,g} (amb ¢g?> = 1) vist com a categoria d’un sol
objecte B(Z/27Z), i considera dos functors F,G: B(Z/2Z) — Set que envien 'inic
objecte al conjunt {0,1,2}. En F, el generador g actua per la identitat; en G,
actua per 'aplicacié o que intercanvia 0 i 1 i deixa fix el 2.

1. Troba totes les transformacions naturals F' = G.

2. Dedueix que F' i G no sén naturalment isomorfs, tot i que F(x) = G(x).

3. Hi ha transformacions naturals G = F'? N’hi ha alguna de bijectiva?
Compara el resultat amb ’exemple de 'observacié 3.5, on no hi havia cap trans-

formacié natural. Kk

Indicacié:  Escriu la condicié de naturalitat per al generador ¢ i estudia si pot existir una
component bijectiva que la satisfaci.

3.4 La categoria de functors

Exercici 3.11. Comprova que si C és una categoria petita i D és localment petita,
aleshores la categoria de functors D€ és localment petita. *

Indicacié: Una transformacié natural esta determinada pels seus components, un per a cada
objecte de C; com que C és petita i cada Homp(F(A), G(A)) és un conjunt, la col - leccié de
transformacions naturals F' = G és un subconjunt d’'un producte de conjunts indexat per un
conjunt.

Exercici 3.12. Descriu la categoria de functors Set? i comprova que els seus iso-
morfismes son els quadrats commutatius amb les dues fletxes verticals bijectives.
ok

Indicacié: Un objecte és una aplicacié f: A — B; un morfisme (u,v) és un quadrat commutatiu.

Un isomorfisme a la categoria de fletxes és un quadrat amb w i v bijectives, ja que la inversa s’obté
invertint-les.
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3.5 Equivalencia de categories

Exercici 3.13. Comprova que «ser equivalents» és una relacié d’equivalencia entre
categories. Es a dir, comprova que tota categoria és equivalent a ella mateixa, que
la relacié és simetrica i que la composicié de dues equivalencies és una equivaléncia.
*

Indicaci6: Per a la reflexivitat, pren el functor identitat. Per a la simetria, intercanvia els papers
de F'i G. Per a la transitivitat, comprova que la composicié de functors plens, fidels i essencialment

exhaustius torna a tenir les tres propietats, o compon directament els functors i els isomorfismes
naturals.

Exercici 3.14. Sigui C una categoria en que tot objecte és isomorf a un objecte
fix Dy (és a dir, hi ha un sol objecte llevat d’isomorfisme; no se suposa que tots
els morfismes siguin isomorfismes). Comprova que C és equivalent al monoide
End(Dy) = Hom(Dy, Dy) vist com a categoria d’un sol objecte. Hok
Indicaci6é: Considera la subcategoria plena de C que té Dy com a unic objecte, i fes servir

la caracteritzacié de les equivaléncies. Per que no cal cap hipotesi sobre la invertibilitat dels
morfismes?

Exercici 3.15. Dona un exemple de dues categories que siguin equivalents pero no
isomorfes, i explica per queé no sén isomorfes. ok
Indicacié: Un isomorfisme de categories indueix una bijecci6 entre els objectes, mentre que una

equivaléncia no. Busca dues categories equivalents amb un nombre diferent d’objectes; n’hi ha un
exemple amb categories molt petites.



4 Propietats universals,
representabilitat i Yoneda

Els exercicis segiients completen els resolts a la part de Practica. Cada enun-
ciat va acompanyat d’'una indicacié breu. La marca «*» assenyala un exercici de
consolidaci6 i «xx» un d’ampliacio.

4.1 Objectes inicials i terminals

Exercici 4.1. Comprova que si una categoria té objecte inicial, aquest és tnic
llevat d’isomorfisme tnic, repetint 'argument fet per als objectes terminals. *

Indicacié: Dualitza 'argument dels objectes terminals: compara les composicions de les iiniques
fletxes entre dos objectes inicials amb les identitats.

Exercici 4.2. Determina els objectes inicial i terminal a Set, a Pos i en un preordre
(P, <) vist com a categoria. *

Indicacié: Per a cada categoria, pregunta’t quins objectes reben exactament una fletxa des de
cada objecte, i quins n’envien exactament una cap a cada objecte. En un preordre, tradueix-ho en
termes de l'ordre.

Exercici 4.3 (Ampliacid, per a lectors amb algebra). Comprova que la categoria
Field dels cossos i homomorfismes de cossos no té objecte inicial ni terminal. *

Indicacié: Un homomorfisme de cossos preserva 0, 1 i les operacions, i és sempre injectiu. No hi
ha cap cos que rebi un morfisme de tots els altres (pensa en caracteristiques diferents), ni cap que
n’envii a tots.

4.2 Propietats universals com a representabilitat

Exercici 4.4. Comprova que un objecte 0 és inicial si i només si el functor co-
variant Hom(0, —) és naturalment isomorf al functor constant Ag,: C — Set
(exemple 2.2). *

Indicacié: Compara el nombre d’elements de cada Hom(0, X)) amb el de {x}, i pregunta’t quines
condicions de naturalitat queden per comprovar.

Exercici 4.5. Sigui C localment petita amb objecte terminal 1. Comprova que
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Hom(1,—): C — Set és un functor i demostra que envia ’objecte terminal a
un conjunt terminal. Mostra amb un exemple que, tot i aixo, Hom(1, —) pot no
distingir objectes no isomorfs: pot enviar-los a conjunts amb el mateix nombre
d’elements, o fins i tot al mateix conjunt. *

Indicacié: Calcula Hom(1,1). Per a ’exemple, pensa en un preordre amb un element maxim i
dos elements incomparables per sota.

Exercici 4.6. Considera el prefeix de parts P: Set®® — Set i les dues parelles
candidates ({0,1},{1}) i ({0,1},@). Quina de les dues és una representaci6 de P?
Justifica per que l'altra no ho és. *

Indicaci6: Per a la segona parella, intenta obtenir el subconjunt {*} d’un conjunt d’un sol element
com una antiimatge de @.

4.3 El lema de Yoneda

Exercici 4.7. Escriu ’enunciat covariant del lema de Yoneda: per a un functor
covariant (): C — Set i un objecte A, hi ha una bijeccié natural

Nat(Hom(4, —),Q) = Q(A).

Identifica la bijeccio. *ok

Indicacié: Reprodueix la demostracié del cas contravariant a C°P i avalua la transformacié en
ida.

Exercici 4.8. Fes servir el lema de Yoneda per calcular
Nat(Hom(—, A), Hom(—, B)).

Comprova que la bijeccié resultant és precisament 'accié de la immersié de Yoneda
sobre els morfismes A — B. Hok

Indicacié:  Aplica Yoneda al prefeix representable P = Hom(—, B) i identifica qué correspon a
un morfisme A — B.

Exercici 4.9. Siguin (A,u) i (B,v) dues representacions d’un mateix prefeix P.
Demostra que hi ha un dnic isomorfisme f: A — B amb P(f)(v) = u. Explica per
que aixo no diu que A tingui un Unic automorfisme. *

Indicacié: Fes servir la universalitat de v per obtenir f, i la de u per obtenir g: B — A amb
P(g)(u) = v. Aplica després la unicitat a go f i a id4.

Exercici 4.10. Comprova que si un prefeix P és representable, aleshores I’element
x € P(A) que correspon a la identitat sota 'isomorfisme Hom(—, A) = P té la
propietat universal segiient: per a cada objecte X i cada y € P(X), hi ha un tnic
morfisme ¢: X — A amb P(¢)(x) =y. (Aquest x s’anomena element universal.)
*

Indicacié: Escriu la naturalitat de l'isomorfisme Hom(—, A) & P per a un morfisme ¢: X — A,
avaluada en id4.
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4.4 Conseqiiéncies

Exercici 4.11. Sigui C una categoria petita. Comprova que la immersié de Yoneda
y: C — Set®” no és, en general, essencialment exhaustiva, tot i ser plena i fidel.
Quins prefeixos sén de la forma Hom(—, A)? ok

Indicacié: Busca una propietat que tot prefeix representable Hom(—, A) compleix necessariament
en l'objecte A, i un prefeix que no la compleixi.

Exercici 4.12. Dedueix del corol - lari de Yoneda que si dos objectes tenen conjunts
de morfismes «naturalment iguals» des de tot objecte, aleshores son isomorfs; i
explica per que aixo formalitza 1’eslogan «un objecte es coneix per les fletxes que
hi arriben». ok

Indicacié: Tradueix «naturalment iguals des de tot objecte» en termes de prefeixos representa-
bles.

Exercici 4.13. Enuncia i comprova la versié dual del corol - lari: A = B si i només
si Hom(A, —) = Hom(B, —) com a functors covariants. *ok

Indicacié:  Aplica el corol - lari a C°P, o repeteix 'argument amb la immersié covariant C°? —
Set®, que també és plena i fidel.



5 Limits i colimits

Els exercicis segiients completen els resolts a la part de Practica. Cada enun-
ciat va acompanyat d’'una indicacié breu. La marca «*» assenyala un exercici de
consolidaci6 i «xx» un d’ampliacié.

5.1 Diagrames i cons

Exercici 5.1. Descriu la categoria index I i el diagrama corresponent per a cadas-
cun d’aquests limits: producte binari, equalitzador, pullback i objecte terminal.
*

Indicacié: Identifica, per a cada propietat universal, la forma minima de diagrama que la descriu:
quants objectes hi intervenen i quines fletxes cal que commutin.

Exercici 5.2. Comprova que un morfisme de cons és un cas particular de morfisme
a la categoria Con(D), i que la composicié de morfismes de cons torna a ser-ne un.
*

Indicacié: Si f: A— Big: B— C satisfan 8;0 f = o; i y; 0 g = §3;, aleshores v; 0 (go f) = a.

5.2 Limits

Exercici 5.3. Comprova que en un preordre vist com a categoria, el producte de
dos elements és el seu infim i el coproducte és el seu suprem, quan existeixen. *

Indicacié: Tradueix la propietat universal del producte a desigualtats.

Exercici 5.4. Comprova que dos limits d’un mateix diagrama sén isomorfs per un
unic isomorfisme compatible amb totes les projeccions. *

Indicacié: Treballa a la categoria Con(D) i fes servir la unicitat dels objectes terminals.
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5.3 Productes i equalitzadors

Exercici 5.5. Comprova, llevat d’isomorfisme, la commutativitat i I’associativitat
del producte:

AxB=BxA (AxB)xC=Ax(BxC).

Indicacié: Fes servir la unicitat d’un objecte definit per una mateixa propietat universal.

Exercici 5.6. Comprova que si C té objecte terminal 1, aleshores A x 1 = A per
a tot objecte A. *

Indicacié: Compara les propietats universals de A x 11 de A.

Exercici 5.7. Comprova que a Grp 'equalitzador de f,g: G — H és el subgrup
{re G| fz)=g(x)} *

Indicacié: Comprova que aquest subconjunt és un subgrup i que la injeccié satisfa la propietat
universal de I'equalitzador; el functor oblit cap a Set ajuda a veure-ho.

5.4 Pullbacks

Exercici 5.8. Comprova que en un pullback, si g: B — C és un monomorfisme,
aleshores p;: P — A també ho és. (Es diu que els monomorfismes sén estables per
pullback.) Aok

Indicacié: Usa la propietat universal del pullback i la cancel - lacié de g. Aquesta estabilitat sera
essencial per a la teoria de subobjectes.

Exercici 5.9. Comprova que un quadrat amb id als dos costats,

A 5 A
lid lr
A L B
és un pullback si i només si f és un monomorfisme. ok

Indicaci6é: El pullback d’aquest quadrat a Set és {(a,a’) | f(a) = f(a’)}; que la projeccié sigui
iso equival a la injectivitat de f. En general, tradueix-ho amb la propietat universal.

5.5 Colimits

Exercici 5.10. Comprova que tot coequalitzador és un epimorfisme, dualitzant la
demostracié que tot equalitzador és un monomorfisme. *

Indicaci6: Dualitza argument de la Practica que prova que tot equalitzador és mono.
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Exercici 5.11. Comprova que el pushout de f: C' — Aig: C — B a Set és
(A+ B)/~, on ~ enganxa f(c) amb g(c) per a cada c € C. *

Indicacié: Es el dual del pullback. Pren la unié disjunta A+ B i quocienta per la relacié generada
per ¢t1(f(c)) ~ t2(g(c)); comprova la propietat universal.

5.6 Limits finits

Exercici 5.12. Sigui C una categoria amb productes binaris i pullbacks, i siguin
f,g9: A — B. La demostraci6 del teorema 5.2 obté I'’equalitzador de f i g com un
pullback de dues fletxes A — A x B. Comprova que també és un pullback de la
diagonal (idp,idg): B — B x B al llarg de (f,g): A — B x B. *ok

Indicacié: Escriu queé és un con sobre aquest pullback i tradueix la condicié de con component
a component, amb les dues projeccions de B x B.

Exercici 5.13. Comprova directament que una categoria amb productes binaris
i equalitzadors té tots els pullbacks, amb una construccié més economica que la
general de la demostraci6é del teorema 5.2. *

Indicacio: Expressa el pullback com un equalitzador de dues fletxes que surten d’un producte.

5.7 Limits en categories de functors

Exercici 5.14. Sigui E el graf amb dos vertexs 0,1 i una sola aresta e: 0 — 1.
Fent servir que Graph 22 Set® i que els limits i colimits s’hi calculen punt a punt
(proposicié 5.3), descriu el producte E x E i el coproducte E + E: els seus vertexs,
les seves arestes, i l'origen i el dest{ de cada aresta. Dibuixals. Es E x E un
quadrat? *

Indicaci6é:  Calcula per separat el conjunt de vertexs i el d’arestes, i defineix origen i desti
component a component.

o »

5.8 Preservacio i reflexio

Exercici 5.15. Comprova que tot functor ple i fidel reflecteix limits. Dualment,
reflecteix colimits. ok

Indicacié:  Aixeca 'existencia de la factoritzacié amb la plenitud i prova’n la unicitat amb la
fidelitat.

Exercici 5.16. Comprova que el prefeix representable
Hom(—, B): C®® — Set

envia colimits de C a limits de Set. Kk
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Indicacié: Es el dual del fet que Hom(A, —) preserva limits: un cocon amb veértex B sobre D és
un con sobre Hom(D_, B), i la universalitat es correspon.



6 Adjuncions

Els exercicis segiients completen els resolts a la part de Practica. Cada enun-
ciat va acompanyat d’'una indicacié breu. La marca «*» assenyala un exercici de
consolidaci6 i «xx» un d’ampliacié.

6.1 Adjuncions entre preordres

Exercici 6.1. Comprova que en una adjuncié entre preordres f - g, 'aplicacio f
preserva els suprems que existeixin i g preserva els infims. *
Indicacié: Es el cas particular, per a preordres, que els adjunts per esquerra preserven colimits

(suprems) i els adjunts per la dreta preserven limits (infims). Demostra-ho directament amb la
definicié f(z) <y <z < g(y).

Exercici 6.2. Sigui f: P — () monotona entre reticles complets, és a dir, pre-
ordres en que tot subconjunt té suprem i infim. Comprova que f té adjunt per la
dreta si i només si preserva tots els suprems. *x

Indicacié: Si f preserva suprems, defineix g(y) com el suprem d’un conjunt adequat d’elements
de P.

6.2 Adjuncions entre categories

Exercici 6.3. Comprova que si F' - G, aleshores per a cada objecte A el morfisme
na: A — G(F(A)) és universal: tot ¢: A — G(B) factoritza de manera tinica com
G(p) © na. ok

Indicacio: Fes servir la bijeccio 6 i la formula del transposat en termes de la unitat.

Exercici 6.4. Sigui C una categoria amb coproductes binaris i A: C — C x C
el functor diagonal, A — (A, A). Dualitzant l’exercici resolt de la Practica sobre
A 4 x, comprova que el coproducte és adjunt per l'esquerra de A, (+) 4 A, i
descriu-ne la unitat i la counitat. *x

Indicaci6:  Fes servir la propietat universal del coproducte; la unitat i la counitat sén les duals
de la diagonal i les projeccions.
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6.3 Unitat 1 counitat

Exercici 6.5. Sigui G: D — C un functor. Suposem que, per a cada objecte A de
C, hem triat un objecte F'(A) de D i una fletxa universal n,: A — G(F(A)), en el
sentit que tot ¢: A — G(B) factoritza de manera tnica com G(p) ony. Demostra
que aquestes dades determinen de manera tnica 1’accié de F' sobre morfismes i
defineixen un adjunt per 'esquerra F' 4 G. Jok

Indicacié: Defineix F' sobre objectes i sobre morfismes amb la propietat universal, i fes servir la
unicitat per obtenir la functorialitat.

Exercici 6.6. Per a I'adjunci6é Free 4 U entre Graph i Cat (exemple 6.5), com-

prova que la counitat

ec: Free(U(C)) — C
és la identitat sobre els objectes i és un functor ple. Mostra amb un exemple que,
en general, no és fidel. *

Indicacio: Per veure que és ple, pensa en els camins de longitud 1. Per veure que no és fidel,
busca dos camins diferents amb la mateixa composta.

6.4 Identitats triangulars

Exercici 6.7. Comprova la segona identitat triangular,

G(eB) o na) = ida(s),

dualitzant la demostracié de la primera. *

Indicacié: Dualitza la demostracié de la Teoria, fent servir la férmula del transposat en termes
de la unitat.

Exercici 6.8. Comprova que dues transformacions naturalsn: id = GFie: FG =
id que satisfan les identitats triangulars defineixen una adjuncié F' 4 G. ok

Indicacié: Defineix els dos transposats amb 7 i ¢, i fes servir les identitats triangulars per veure
que s6n inversos.

Exercici 6.9. Siguin F: C - D, G:D - C, I":D - Ei G: E — D functors
entre categories localment petites, amb F' 4 G i F’ 4 G'. Demostra que les
adjuncions es componen:

F'oF 4 Go(d.

Descriu la unitat de I'adjuncié composta en termes de les unitats n i n'. *

Indicaci6é: Encadena les dues bijeccions d’homconjunts, passant per D, i comprova que la com-
posta és natural en les dues variables. Per a la unitat, transposa la identitat de F'(F(A)).

Exercici 6.10. Sigui F' 4 G una adjuncié amb unitat 7 i counitat . Demostra que,
si i € s6n isomorfismes naturals, aleshores F' és una equivalencia de categories
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amb quasiinvers G (definici6 3.5), i que en aquest cas G també és adjunt per
I’esquerra de F'. *

Indicacié: Compara les dades amb la definicié d’equivaléncia. Per a la segona part, inverteix 7 i
€ i comprova les identitats triangulars de ’adjuncié G - F a partir de les de F' 4 G.

6.5 Els adjunts i els limits

Exercici 6.11. Comprova que el prefeix de parts P: Set®® — Set envia copro-
ductes a productes: P(A+ B) = P(A) x P(B). *

Indicacié:  Descriu un subconjunt de A + B a partir de les seves interseccions amb les dues
components.

Exercici 6.12 (Ampliacid, per a lectors amb topologia). Sigui U: Top — Set
el functor oblit. Comprova que té dos adjunts, un per ’esquerra i un per la dreta,
i digues quins son. *

Indicacié: Pensa en les dues topologies extremes sobre un conjunt.

6.6 Exponencials

Exercici 6.13. Comprova que a Set es compleix C4+8 =~ 04 x OB i (C x D)4 =
C4 x D4, i interpreta-ho en termes d’adjuncions.

*

Indicaci6é: Per a la primera, fes servir que Hom(A + B, C') 2 Hom(A, C) x Hom(B, C), és a dir,
que el representable contravariant Hom(—, C) envia coproductes a productes. Per a la segona, fes
servir que (—)?4 és adjunt per la dreta de — x A i, per tant, preserva productes.

Exercici 6.14. Comprova que la currificaci6 Hom(A x B,C) = Hom(A, CP) és
natural en les tres variables A, B, C'. Hk

Indicacié:  Comprova la commutativitat amb la precomposicié en A, la postcomposicié en C' i
I’acci6 en B, aplicant les definicions de f i g.



7 Categories cartesianes
tancades

Els exercicis segiients completen els resolts a la part de Practica. Cada enun-
ciat va acompanyat d’'una indicacié breu. La marca «*» assenyala un exercici de
consolidacio i «xx» un d’ampliacid, sensiblement més exigent.

7.1 Productes finits

Exercici 7.1. Comprova que en una categoria cartesiana el producte és associatiu
i commutatiu llevat d’isomorfisme: (A X B) x C 2 Ax (Bx(C)i Ax B= B x A.
*

Indicaci6é:  Construeix els morfismes en tots dos sentits amb aparellaments de projeccions i

comprova que en sén inversos usant la unicitat de la propietat universal. No cal calcular amb
elements.

Exercici 7.2. Demostra que si C és cartesiana, aleshores C°P té coproductes finits,
i descriu-los. *

Indicacié:  El producte a C és el coproducte a C° per dualitzacié de la propietat universal; el
terminal esdevé inicial.

7.2 Exponencials

Exercici 7.3. En una CCC, construeix un morfisme canonic «composicié» CP x
B4 — C4 i comprova que és associatiu en el sentit adient. *x

Indicacié: Currifica el morfisme CB x B4 x A — C obtingut avaluant primer sobre A i després
sobre B. L’associativitat es comprova amb la unicitat de la transposada.

Exercici 7.4. Comprova que l'assignacié B — C? és contravariant: un morfisme
f: B' = B indueix C/: C® — CF'. *
Indicacié: Currifica ‘

cBxB 208w B

B

Aixd mostra la contravariancia en exponent B; en canvi, per a B fix, el functor (—)“ és covariant

en C.
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Exercici 7.5. En una CCC amb coproductes, demostra la llei CAtE = ¢4 x CB.
*k
Indicacié:  Fes servir que X x — és un adjunt per I’esquerra i, per tant, preserva coproductes

(exercici resolt 7.5 de la Practica). Després aplica la propietat universal del coproducte i el lema
de Yoneda.

Exercici 7.6. Sabem que Graph és cartesiana tancada, perque és una categoria de
prefeixos. Fent servir la formula de I’exponencial de prefeixos i el lema de Yoneda,
demostra que els vérters de I'exponencial H® de dos grafs corresponen a totes les
aplicacions V; — Vjy entre els conjunts de vertexs, sense cap condicié sobre les
arestes. *k

Indicacié: Els vertexs de HE es corresponen candnicament amb els morfismes de grafs V.— HE,
on V és el graf d'un sol vertex. Transposa’ls i calcula el graf V x G.

Exercici 7.7. Sigui 2 = (0 — 1). Fent servir I'exemple de Cat de la Teoria
amb A = 2, comprova que un functor 2 x 2 — C és el mateix que un quadrat
commutatiu de C, i que la seva currificacié 2 — C?2 és el mateix que un morfisme
de la categoria de fletxes. Que fa I’avaluacié sobre aquestes dades? *

Indicacié:  Escriu els quatre objectes i les cinc fletxes no identitat de 2 x 2. Aplica la lectura
«transformacié natural = functor A x 2 — C» amb A = 2.

7.3 Models i logica

Exercici 7.8. Comprova que tota algebra de Boole és una algebra de Heyting en
que b = c = -bV ¢, i per tant un preordre cartesia tancat. *

Indicacié: Verifica 'adjuncié a Ab < c < a < bV ¢ usant les lleis booleanes. La logica classica
és el cas boolea de la intuicionista.

Exercici 7.9. Sigui C una CCC. Demostra que el conjunt de morfismes 1 — CF
esta en bijeccié amb el de morfismes B — C' (els «punts» de 1’exponencial sén les
funcions). *

Indicacié: Es ladjuncié amb A = 1 i la identificacié 1 x B = B.

Exercici 7.10. Interpreta el combinador S, de tipus (60 = 7 — p) = (0 —» 7) —
o — p, com a morfisme d’una CCC. ok
Indicaci6é:  Descurrifica successivament fins a un morfisme amb domini un producte de tres

exponencials i [o], i construeix-lo amb avaluacions i la diagonal. Compara’l amb la demostraci6
intuicionista de I’esquema d’axioma corresponent.

Exercici 7.11. Al preordre cartesia tancat Z U {+oo} de la Teoria, comprova el
modus ponens b A (b = ¢) < c1ila llei de currificacié b = (¢ = d) = (bA¢) = d,
calculant els dos costats per casos. *

Indicaci6: Fes servir la formula explicita de la implicacié en una cadena, i distingeix els casos
segons 'ordre relatiu de b, ¢ i d.
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Exercici 7.12. Afegeix a ZU {400} un element minim —oo. Comprova que s’obté
una algebra de Heyting, calcula la pseudocomplementacié —=b = (b = —o0) i
decideix si és una algebra de Boole. *k

Indicacié: En una cadena, els suprems finits sén maxims. Per a la segona part, calcula ——b i
bV —b per a un b que no sigui un dels extrems.



8 Subobjectes, imatges
i factoritzacions

Els exercicis segiients completen els resolts a la part de Practica. Cada enun-
ciat va acompanyat d’'una indicacié breu. La marca «*» assenyala un exercici de
consolidaci6 i «xx» un d’ampliacio.

8.1 Subobjectes

Exercici 8.1. Descriu Sub(A) quan A és un objecte d’'un preordre vist com a
categoria. *
Indicacié: En un preordre hi ha com a molt un morfisme entre dos objectes, i tots sén monos.

Quins subobjectes té, doncs, A? Compara amb el conjunt d’elements z < A: quan donen dos
d’aquests elements el mateix subobjecte? Que passa si el preordre és un ordre parcial?

Exercici 8.2. Comprova que en una categoria amb objecte inicial estricte 0, la
injeccié 0 — A és el subobjecte minim de Sub(A). *

Indicacié: «Estricte» vol dir que tot morfisme cap a 0 és un isomorfisme. Comprova primer que
0 — A és mono, i després que es factoritza a través de qualsevol subobjecte.

Exercici 8.3 (Ampliacié, per a lectors amb algebra). Demostra que a Grp els
subobjectes d'un grup G es corresponen exactament amb els seus subgrups. %
Indicacié: Els monomorfismes a Grp sén els homomorfismes injectius. Comprova que dos monos

amb codomini G sén equivalents si i només si tenen la mateixa imatge, i que les imatges de monos
son exactament els subgrups.

Exercici 8.4. Comprova que un morfisme de grafs F': G’ — G és un monomorfisme
de Graph si i només si les aplicacions Fy i Fg sén injectives. Dedueix la descripcid
dels subobjectes d’un graf com a subgrafs de 'exemple 8.2. *

Indicacié: Per a una direccid, prova els morfismes que surten del graf d’un sol vertex i del graf
d’una sola aresta.

288



CAPITOL 8. SUBOBJECTES, IMATGES I FACTORITZACIONS 289

o/,

8.2 Reindexacio

Exercici 8.5. Sigui f: A — B. Comprova que f* envia el subobjecte maxim de
Sub(B) al maxim de Sub(A). *

Indicacié: El pullback de idp al llarg de f és un mono equivalent a id 4. Interpreta-ho: substituir
dins del predicat «sempre cert» torna a donar «sempre certy.

Exercici 8.6. Treballa a Set. Comprova que si m: S ~ B és un subobjecte (un
subconjunt S C B) i f: A — B, aleshores f*[m] és el subobjecte minim (buit) de
A exactament quan la imatge de f no talla S, és a dir, quan f(A)NS = @. *

Indicacié: A Set, f~1(S) = @ si i només si cap element de la imatge de f és a S. Formula-ho
amb pullbacks: el pullback de m al llarg de f és ’objecte inicial exactament en aquest cas.

8.3 Interseccions i estructura

Exercici 8.7. Demostra que la reindexaci6 f* preserva interseccions: f*([m|A[n]) =
frlm] A fr{n]. Aok

Indicacié: Tant 'infim com la reindexaci6 sén pullbacks. Usa que els pullbacks es componen: el
pullback d’un pullback sobre B al llarg de f es reorganitza en la interseccié dels pullbacks. Es un
exercici de manipulacié de quadrats cartesians.

Exercici 8.8. A Set, el functor de subobjectes Sub: Set”” — Poset (proposi-
ci6 8.4) i el functor de parts contravariant P, amb P(A) ordenat per inclusio,
envien cada conjunt a ordres parcials isomorfs. Comprova que aquests isomor-
fismes formen un isomorfisme natural Sub = P. *

Indicacié:  Fes servir la imatge d’un monomorfisme per definir les components, i compara la
reindexacié amb ’antiimatge.

8.4 Factoritzacié imatge

Exercici 8.9 (Ampliacié, per a lectors amb algebra). Comprova que a Grp la
factoritzaci6 imatge d’'un homomorfisme f: G — H és G — Im(f) — H, on Im(f)
és el subgrup imatge. *

Indicacié: Els epimorfismes regulars a Grp sén les projeccions al quocient G — G/ N; la primera
part de f és G — G/ker f 2 Im(f). Fes servir el primer teorema d’isomorfia.

Exercici 8.10. Demostra que en qualsevol categoria amb factoritzacions imatge,
la imatge d’una composicié satisfa Im(g o f) < Im(g). *

Indicacié: go f es factoritza a través de Im(g) (via la factoritzaci6 de g), i la imatge és el menor
subobjecte pel qual aixo passa.

Exercici 8.11. Comprova que un epimorfisme regular que és alhora monomorfisme
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és un isomorfisme, i dedueix que en una categoria regular la factoritzacié imatge
d’un mono és trivial. *

Indicacié: Un epi regular és el coequalitzador de la seva parella nucli; si a més és mono, la parella
nucli és la diagonal, i el coequalitzador d’una parella trivial és una identitat llevat d’isomorfisme.

Exercici 8.12. Siguin H i K dos subgrafs d’un graf G, i F': G — G” un morfisme
de grafs. Descriu la intersecci6 H A K a Sub(G) i la imatge 3p(H) a Sub(G”), i
comprova que totes dues es calculen component a component, sobre vertexs i sobre
arestes. *

Indicacié: Fes servir 'exemple 8.2 i comprova que les operacions component a component donen
subconjunts tancats per origen i desti.

8.5 Regularitat

Exercici 8.13 (Ampliacié, per a lectors amb algebra homologica). Demostra
que tota categoria abeliana és regular. Hok
Indicacié: En una categoria abeliana tot morfisme es factoritza com epi (sobre la coimatge)

seguit de mono (la imatge), i coimatge i imatge coincideixen. L’estabilitat per pullback se segueix
de 'exactitud. Pots limitar-te a esbossar per que cada condicié de la definicié es compleix.

Exercici 8.14 (Ampliacié, per a lectors amb topologia). Exhibeix una aplicacié
quocient a Top el pullback de la qual no és una aplicacié quocient, i dedueix-ne
que Top no és regular. ok
Indicacié: A Top, els epimorfismes regulars sén les aplicacions quocient (no s’han de confondre

amb els epimorfismes, que son les aplicacions continues exhaustives). Busca una aplicacié quocient
el pullback de la qual, al llarg d’una aplicacié adequada, deixa de ser quocient.

8.6 Quantificaci6

Exercici 8.15. Demostra que 3y és monotona. Suposa, a més, que Sub(A) té un
minim | 4 (el predicat «fals»); demostra, fent servir 'adjuncié 3, - f*, que 37(L4)
és el minim de Sub(B). *

Indicacié: Per a la monotonia, recorda que els adjunts entre preordres sén monotons. Per al
minim, escriu la condicié de 'adjuncié per a 37(L4) < [t].

Exercici 8.16. Usant que 3y és adjunt per I’esquerra, demostra que preserva unions
(suprems) de subobjectes quan existeixen. Hok

Indicacié: Els adjunts per 'esquerra preserven tots els colimits que existeixin; en un preordre, els
suprems sén els colimits. Escriu la cadena de bicondicionals de ’adjuncié aplicada a un suprem.



9 Classificadors de subobjectes i
introduccié als topos

Els exercicis segiients completen els resolts a la part de Practica. La marca
«*» assenyala un exercici de consolidacié i «x*x» un d’ampliacio.

9.1 Classificadors

Exercici 9.1. Comprova que a Set el morfisme caracteristic yy d’un subconjunt
determina i és determinat per U, de manera que Sub(E) = {0, 1}%. *

Indicacié: Associa a cada subconjunt la seva funcié caracteristica i comprova que l'aplicacié és
una bijeccié amb inversa x + x~1(1).

Exercici 9.2. En un topos, sigui m: U — FE un subobjecte i g: ' — FE un
morfisme. Demostra que el morfisme caracteristic de la reindexacié g*m és

Xg*m = Xm © g-
Interpreta-ho com la compatibilitat entre la representacié Sub = Hom(—, () i la
substituci6. *

Indicacié: Compara els dos pullbacks de true i fes servir el lema d’enganxament de pullbacks.

Exercici 9.3. Sigui £ = {1,...,6} i U = {3,6}, el predicat «x és multiple de
3». Calcula ypy: E — {0,1}. Sigui g: {a,b,c,d} — E Paplicacié6 amb g(a) = 3,
g(b) =4, g(c) =61g(d) = 3. Calcula xyog iidentifica el subconjunt que classifica.
*

Indicacié:  Segueix 'exemple de la Teoria. Com que g no és injectiva, fixa’t que dos elements
diferents poden tenir la mateixa imatge i que aixo no afecta la reindexacié.

Exercici 9.4. Comprova que true: 1 — {2 és sempre un monomorfisme, i que
Hom(1, Q) = Sub(1). Quants valors de veritat globals té Set? *

Indicacié: Per a la primera part, compara dues fletxes qualssevol X — 1. Per a la segona,
particularitza la representabilitat de Sub.

291



CAPITOL 9. CLASSIFICADORS DE SUBOBJECTES I TOPOS 292

9.2 Topos

Exercici 9.5. Sigui 2 = (0 — 1). La categoria de fletxes Set? té per objectes les
aplicacions Xy — Xj, i és una categoria de prefeixos sobre 2°P, per tant un topos.
Fent servir la construccié amb sedassos:

1. calcula els conjunts ©(0) i Q(1);

2. calcula l’aplicaci6 de restriccié entre ells, de manera que 2 és un objecte de
Set?, és a dir, una fletxa;

3. determina els elements globals 1 — €2, que sén els «valors de veritat globalsy.

Kk

Indicacié: Compta els sedassos sobre cada objecte de 2°P. Observa que {2 no és un conjunt de
valors, siné una fletxa entre dos conjunts.

Exercici 9.6. Demostra que un topos que és alhora una categoria prima és equiv-
alent a la categoria terminal 1. ok

Indicacié: En una categoria prima, tot morfisme és mono. Aplica-ho al morfisme A — 1 i fes
servir que Sub(1) = Hom(1,2) té com a maxim un element.

Exercici 9.7 (Ampliacié). Fent servir el classificador de Graph calculat a la Teo-
ria, determina els valors de veritat globals, és a dir, els morfismes L — €2 des del
graf terminal d’un bucle. Comprova que n’hi ha tres, identifica cadascun amb un
subgraf de L i dedueix que €2 no és isomorf a 1 + 1. Fok

Indicacié: Un morfisme L — € tria un bucle de Q. Contrasta el resultat amb Sub(L) =
Hom(L, §2) i compta els morfismes L — L + L.

Exercici 9.8. Dedueix de ’exercici resolt 9.3 de la Practica que Top no té classi-
ficador de subobjectes, i per tant no és un topos. *

Indicacié: A Top, els monomorfismes sén les aplicacions continues injectives i els epimorfismes,
les exhaustives. Busca una bijeccié continua entre dos espais de dos punts que no sigui un home-
omorfisme.

Exercici 9.9. Sigui BN el monoide additiu (N, +,0) vist com a categoria d’un sol
objecte *. Descriu tots els sedassos sobre x i dedueix que (%) esta en bijecci6
amb N U {co}. Descriu l'acci6 Q(h) de cada h € N. Comprova que només hi ha
dos valors de veritat globals, perd que Sub(y(*)) no és una algebra de Boole. *x

Indicaci6é: Un sedas no buit és tancat per sumar qualsevol natural; mira’n I’element minim. Un
valor global és un sedas fix per totes les accions. Per a la darrera part, fes servir que Sub(y(x)) &
Q(x) i busca un sedas S tal que el més gran dels sedassos disjunts de S, unit amb S, no doni el

sedas maxim.
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9.3 Grafs i logica

Exercici 9.10. Sigui G el graf amb vertexs a,b i arestes {: a — a, e:a — b i
d: b — a, isigui H el subgraf format pel vertex a i el bucle /. Fent servir la
descripci6 de €2 de la Teoria, calcula xygz: G — €0 i comprova que el pullback de
true al llarg de yy és H. *

Indicacié: Per a cada aresta, mira quins dels seus dos extrems sén a H i si ella mateixa hi és, i
tria Paresta de €2 que registra aquesta informacié.

Exercici 9.11. A Sub(E), on E és el graf d’una sola aresta e: s — t, sigui =K
el més gran dels subgrafs disjunts de K. Comprova que existeix, calcula =K per
als cinc subgrafs de E i determina per a quins es compleix =——K = K. Que en
dedueixes sobre la doble negaci6? ok

Indicacié: Un subgraf que conté 'aresta ha de contenir els seus dos extrems. Fes una taula amb
K,-Ki--K.
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Tests interactius

294



1 Categories

Aquest test recull els conceptes essencials del capitol. Cada pregunta té una
Unica resposta correcta.

Instruccions. Marca una sola resposta per pregunta. En acabar, prem
el boté6 Corregir. El camp Nota mostrara el resultat.

Corregir Netejar Nota:

1. Un lector afirma: «Com que la composicié d’una categoria és associativa,
I’expressié ho go f esta ben definida per a qualssevol tres morfismes f, g, h.»
On falla?

(a
(b

) No falla: ’associativitat garanteix que sempre es pot compondre.
) Falla perque l'associativitat només val en categories petites.

(c) Falla perque la composicio és parcial.
)

(d Falla perque h o g o f mai no esta definit sense paréntesis.

Correccio:

2. Considera el quadrat format per f: A - B,u: A—-C,v: B—-Dig: C —
D. Quina equaci6 expressa que el quadrat commuta?

(a) fowv =wog, perque es llegeix en 'ordre en que es recorren les
fletxes.

(b) vo f=gou.

(c) vou= fog.

(d) f=giu=w.
Correccié:

3. A la categoria Provy d’un sistema deductiu 7', siguin p i ¢ dues férmules
distintes tals que p Fr q i ¢ Fr p. Que en podem dir?

(a) Sén objectes isomorfs pero no iguals: Provy és prima, pero la
deduibilitat no és antisimetrica.
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(b) Han de ser iguals, perque en una categoria prima dos objectes
isomorfs coincideixen.

(c) Hi ha exactament dues fletxes de p a ¢, una per a cada deduccié.

(d) No hi ha cap fletxa entre elles, perque sén férmules diferents.
Correccio6:

4. Quina de les categories segiients no és prima?

(a) La categoria d’un preordre (P, <).

(b) La categoria Provy d’un sistema deductiu.
(c) La categoria 2 = (0 — 1).

(d) La categoria BM del monoide (N, +,0).
Correcci6:

5. Sigui D el conjunt {0,1} amb l'ordre discret i sigui C' el mateix conjunt
amb l'ordre 0 < 1. L’aplicacié identitat subjacent f: D — C és bijectiva i
monotona. Es un isomorfisme a Pos?

(a) Si, perque qualsevol aplicacié bijectiva és un isomorfisme.
(b) Si, perqué una aplicaci6 monotona bijectiva té sempre inversa
monotona.
(c) No, perque la inversa subjacent C' — D no és monotona.
(d) No, perqué f no és monotona.
Correccio6:

6. L’aplicaci6 i: @ — {x} de Set és:

(a) un isomorfisme.

(b) un epimorfisme amb secci6.

(c) ni mono ni epi.

(d) un monomorfisme sense retraccio.
Correcci6:

7. Un morfisme f: A — B té una retraccié r (amb ro f = id,). Quina conclusi6
és correcta i per que?

(a) f és un monomorfisme: si fog = f o h, component amb r per
I’esquerra dona g = h.

(b) f és un isomorfisme, perque té invers per un costat.
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(c) f és un epimorfisme, perque r el cancel - la per la dreta.
d No se’n pot dir res sense saber la categoria.
g
Correccio:

8. Considera la categoria oposada C°°. Un lector diu: «Si f és un monomor-
fisme a C, aleshores f és un monomorfisme a C°?.» Es correcte?

Si, perque C i C° tenen els mateixos morfismes.
rque un mon és un epi .

No, perque ono de C és epi de C°P

No, perque a C°? no hi ha monomorfismes.

Si, perque els monomorfismes sén autoduals.
Correccio6:

9. Sigui A un objecte d'una categoria C. Que és un morfisme de z: X — A a
y: Y — A ala categoria C/A sobre A?

(a Un morfisme h: X — Y de C tal que yo h = z.
(b

(c
(d

)
) Qualsevol morfisme h: X — Y de C, sense cap condicié.
) Un morfisme h: Y — X tal que xoh =y.

) Un morfisme A — A.

Correccié:

10. Siguin C i D dues categories. Qué és un morfisme de (A4, X) a (B,Y) a la
categoria producte C x D?

(a) Un morfisme A x X — B x Y d’una de les dues categories.
(b) Un morfisme A — B de C o bé un morfisme X — Y de D.

(c) L’objecte producte A x B, caracteritzat per la seva propietat uni-
versal dins de C.

(d) Una parella (f,g) amb f: A BaCig: X -Y aD.
Correcci6:

11. Considera el graf amb un sol vertex * i una sola aresta a: x — %. Quants
morfismes té la categoria lliure que genera?

Dos: la identitat i a.
Infinits, un per a cada longitud de cami.
Un de sol, perque el graf té un sol vertex.

Cap, perque a no es pot compondre amb si mateixa.
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Correccié:

12. Un lector afirma: «La categoria Set és petita, perque els seus morfismes sén
simplement aplicacions.» On s’equivoca?

(a) No s’equivoca: Set és petita.

(b) S’equivoca perque Set no té identitats.

(c) S’equivoca perque Set no és petita.

(d) S’equivoca perque Set ni tan sols és una categoria.
Correccio6:

Si el vostre lector de PDF no admet el boté Corregir, trobareu les respostes i les
justificacions d’aquest test a l'apéndiz «Solucions dels tests», pagina 360.



2 Functors

Aquest test recull els conceptes essencials del capitol. Cada pregunta té una
Unica resposta correcta.

Instruccions. Marca una sola resposta per pregunta. En acabar, prem
el boté Corregir. El camp Nota mostrara el resultat.

Corregir Netejar Nota:

1. Un lector afirma: «Per definir un functor F' n’hi ha prou de dir on va cada
objecte; I'accié sobre els morfismes queda determinada.» On falla?

(a) Falla perque I’accié sobre morfismes no queda determinada per la
dels objectes.

(b) Falla només quan C és gran.

(c) No falla: els objectes determinen el functor.

(d) Falla perque els functors no actuen sobre objectes.
Correccio6:

2. Un lector proposa un «functor» BAM — BM (amb M = {l,e}, eoe = ¢)
que fixa ’objecte i envia el bucle 1 a e i el bucle e a e. Es un functor?

(a) Si, perque respecta dominis i codominis.

(b) No, perque no envia la identitat a la identitat.

(c) Si, perque e és idempotent.

(d) No, perque cap assignacio entre monoides és functorial.
Correccio6:

3. Es pot afirmar que tot functor preserva els monomorfismes?

(a) Si, perque preserva tota ’estructura categorica.
(b) Si, perque preserva la composicié.
(c) No, perque cap functor preserva mai els monomorfismes.
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(d) No en general, tot i que alguns functors si que els preserven.
Correccié6:
4. Sigui S la subcategoria plena de FinSet que té per objectes els conjunts

0=9in=/{l,....,n} per an > 1, un de cada cardinal finit, i sigui
t: S — FinSet la inclusi6. Quina afirmaci6 és correcta?

(a) ¢ és exhaustiu sobre objectes en sentit estricte.

(b) ¢t no és ni ple ni fidel.

(c) ¢ és essencialment exhaustiu pero no exhaustiu sobre objectes.
(d) ¢ és un isomorfisme de categories.
Correcci6:

5. Sigui F' un functor ple i fidel i suposem que F(f) és un isomorfisme a D.
Quina conclusi6 és correcta, i sobre quin fet reposa?

(a) Que f ja era un isomorfisme a C.

(b) Que no es pot concloure que f sigui un isomorfisme sense suposar,
a més, que F' és exhaustiu sobre objectes.

(c) Res: ser ple i fidel no diu res sobre isomorfismes.
(d) Que F és una equivaléncia.
Correcci6:

6. Siguin f: X - Y ih: Y — B. Quina és’acci6é de ’homfunctor contravariant
Hom(—, B) sobre f, aplicada a h?

,B).

(a) h +— f oh, amb valors a Hom (X
(b) h — f o h, amb valors a Hom(Y, B).
) (X
) (Y,

a

(c ,B).
(d B).

h — ho f, amb valors a Hom

h — ho f, amb valors a Hom
Correccié:

7. Un lector diu: «El functor oblit U: Grp — Set és ple, perque envia cada
homomorfisme a la seva aplicacié subjacent.» On s’equivoca?

(a) No s’equivoca: U és ple.

(b) S’equivoca perque U no és ni tan sols un functor.
(c) S’equivoca perque U no actua sobre morfismes.
(d) S’equivoca: U és fidel, pero no ple.
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Correccié:

8. Un lector afirma: «Com que Cat té totes les categories petites per objectes,
Cat és ella mateixa una categoria petita.» Es correcte?

(a) No, perque Cat és gran, encara que localment petita.
(b) Si, perque els functors formen conjunts.

(c) Si: una categoria de categories petites és petita.

(d) No, perque Cat no té identitats.
Correccié6:

9. Donats un graf G i una categoria petita D, definir un functor Free(G) — D
des de la categoria lliure de G equival a:

a triar només les imatges de les arestes de G.

(c
(d

triar un objecte de D per a cada cami de G de manera independent.

(a)

(b) donar un morfisme de grafs G — U (D).
)
)

donar una equivaléncia entre Free(G) i D.
Correcci6:

10. Sobre el bifunctor Hom(—, —): C°® x C — Set, amb Hom(f, g)(h) = goho f,
quina descripcié de la variancia és correcta?

(a) Covariant en totes dues variables.

(b) Contravariant en totes dues variables.

(c) Contravariant en la primera variable i covariant en la segona.
(d) Covariant en la primera i contravariant en la segona.
Correcci6:

11. Siguin 7' C T” dos sistemes deductius sobre les mateixes férmules, i sigui
J: Provr — Provy

el functor identitat sobre formules. Quan és J ple?

(a) Sempre, perque és la identitat sobre objectes.

(b) Exactament quan 7" no introdueix cap conseqiiencia nova A - B
entre les férmules considerades.

(c) Només quan 7' = T" com a conjunts d’axiomes.

(d) Mai, perque les categories de deduibilitat sén primes.
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Correccié:

St el vostre lector de PDF no admet el boto Corregir, trobareu les respostes i les
justificacions d’aquest test a l'apéndiz «Solucions dels testsy», pagina 361.



3 Transformacions naturals
i equivalencies

Aquest test recull els conceptes essencials del capitol. Cada pregunta té una
Unica resposta correcta.

Instruccions. Marca una sola resposta per pregunta. En acabar, prem
el boté Corregir. El camp Nota mostrara el resultat.

Corregir Netejar Nota:

1. A Set, prenem F' = G = idge i definim 14 = id4 per a tot conjunt A # {0, 1},
i N1y = 7, la transposicié 7(0) = 1, 7(1) = 0. Aquesta familia, és una
transformacié natural id = id?

(a) Si, perque cada component 74 és una bijeccié.
(b) Si, perque 7 coincideix amb la identitat a tots els conjunts excepte
un
(c) No, perque una aplicacié constant trenca el quadrat de naturalitat.
(d) No, perque la transposicié 7 no és un morfisme de Set.
Correccio6:

2. Un lector proposa aquest argument: «Si F'(A) = G(A) per a cada objecte A,
aleshores F' i GG sén naturalment isomorfs, perque n’hi ha prou d’agafar un
isomorfisme 74: F(A) — G(A) per a cada A.» On falla?

(a) No falla: 'argument és correcte.

(b) Falla perque els 14 triats poden no complir el quadrat de natural-
itat.

(c) Falla perqué un isomorfisme natural exigeix que F' = G.

(d) Falla perque F'(A) i G(A) no poden ser mai isomorfs si F' # G.

Correccio:
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3. Sigui Z/27 = {1, g} vist com a categoria d’un objecte, i F,G: B(Z/27Z) —
Set que envien l'objecte a {0,1}, on g actua per la identitat en F i per la
transposiciéo 7 en G. Quantes transformacions naturals n: F' = G hi ha?

(a) Exactament una, I'inica component possible 7, = id.
(b) Dues: la identitat i la transposicio.

(c) Cap.

(d) Infinites, una per cada aplicacié {0,1} — {0, 1}.
Correcci6:

4. Que és un morfisme de f: A — B a g: A/ — B’ a la categoria de functors
D?, on2=(0—1)?

(a) Un morfisme qualsevol A — A'.

(b) Un functor 2 — D.

(c) Una parella qualsevol de morfismes u: A — A"iv: B — B'.
(d) Una parella u: A — A, v: B— B'ambvo f=gou.
Correcci6:

5. En I'exemple sintaxi/semantica, amb el functor sintactic F', el semantic G i
la interpretacié 7, que expressa la igualtat G(f) o nx = ny o F(f) per a un
canvi de variables f: X — Y7

(a) Que substituir variables i després interpretar dona la mateixa fun-
ci6 de veritat que interpretar i després transportar la semantica al llarg
del canvi de variables.

(b) Que 7nx és una bijeccié entre férmules i funcions de veritat.
(c) Que dues férmules amb la mateixa taula de veritat sén iguals.
(d) Que el canvi de variables f ha de ser bijectiu.
Correccio:

6. Un estudiant escriu que la composicio vertical de n: FF' = G i60: G = H té
components (0§ on)4 = n4 0 04. Per que és incorrecte, i quina és la forma

bona?
(a) Es correcte tal com esta.
(b) L’ordre esta invertit: la composta és 04 o n4.
(c) Cap dels dos ordres té sentit; la composicié vertical no existeix.
(d) Tots dos ordres donen el mateix resultat, aixi que és igual.
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10.

Correccié:

Sigui L: Set — Set el functor de llistes finites, amb L(f) aplicant f a cada
entrada, i sigui 7x(z) = [z] la llista d’un sol element. Per a f: X — Y, quina
és I'equacié de naturalitat ben tipada?

fonx =mny o L(f).
nx o L(f) = fony.
L(f)onx =ny o f.
ny = L(f).

Correccio:

Un functor F': C — D és ple, fidel i essencialment exhaustiu. Un lector
conclou: «Aleshores F' és bijectiu sobre els objectes.» Es correcte?

(a) Si: essencialment exhaustiu vol dir exhaustiu sobre objectes, i ple
i fidel vol dir injectiu sobre objectes.

(b) No: F' pot no ser bijectiu sobre objectes.

(c) No, perque cap functor és mai bijectiu sobre objectes.
(d) Si, sempre que C i D siguin petites.
Correccio6:

A la construccié del quasiinvers G d’'una equivaléncia, per a cada objecte
D es tria un objecte G(D) i un isomorfisme ep: F(G(D)) — D, i sobre
morfismes es defineix G(v) com Pinica fletxa amb F(G(v)) = 5, o v o ep.
Quina propietat de F' garanteix aquesta unicitat i existeéncia?

(a
(b

(c
(d

Que F sigui ple i fidel.
Només ser fidel.

)
)
) L’exhaustivitat essencial.
) Que D sigui petita.

Correccio:

Siguin n: F' = G, amb F;G: C - D,i60: K = L, amb K,L: D — E.
Quina és la component (6 x n)4 de la composicié horitzontal?

(a) 0a0mn4.

(b) K(na) o O(a).
(c) N (4) ©0a.

(d) Oc(a) 0 K(na).
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Correccié:

11. Siguin 1 la categoria terminal i I la categoria amb dos objectes i exactament
un morfisme entre cada parella ordenada d’objectes. Quina afirmacié és

correcta?
(a) Son equivalents pero no isomorfes.
(b) Sén isomorfes, perque tots els objectes de I sén isomorfs entre si.
(c) No s6n equivalents, perque tenen un nombre diferent d’objectes.
(d) Sén isomorfes, perque totes dues sén categories primes.
Correccio6:

12. Sigui F': Matg — FinVectg, n — K", el functor de I’exemple de la Teoria.
Quina afirmacié és correcta?

(a) Les dues categories séon iguals, perque tot espai de dimensié n és
K™,

(b) Sén isomorfes pero no iguals: F' té un invers estricte.

(c) Sén equivalents i, per tant, isomorfes.

(d) Soén equivalents pero no isomorfes; amb una tria adequada de bases,

G o F' = id literalment, pero F' o G només és isomorf a la identitat.

Correccié:

Si el vostre lector de PDF no admet el boté Corregir, trobareu les respostes i les
justificacions d’aquest test a l'apéndiz «Solucions dels testsy», pagina 362.



4 Propietats universals,
representabilitat i Yoneda

Aquest test recull els conceptes essencials del capitol. Cada pregunta té una
Unica resposta correcta.

Instruccions. Marca una sola resposta per pregunta. En acabar, prem
el bot6 Corregir. El camp Nota mostrara el resultat.

Corregir Netejar Nota:

1. Quan és terminal un objecte 1 d'una categoria?

(a) Quan hi ha exactament un morfisme X — 1 per a cada X.
(b) Quan hi ha exactament un morfisme 1 — X per a cada X.
(c) Quan no hi ha cap morfisme cap a ell.

(d) Quan és isomorf a tots els altres objectes.
Correcci6:

2. Siguin S: A - CiT: B — C. Una parella a: A — A’, b: B — B’ és un
morfisme (A, B,u) — (A’, B',) de la categoria coma (S | T') quan:

(a) (a)

(b) (b)

(c) T(b)ou=1u'oS(a).
(d) (@)

Correcci6:

3. En la formulaci6é per representabilitat desenvolupada en aquest capitol, una
propietat universal caracteritza una dada...

(a) per la seva constituci6 interna.

(b) per la manera com es relaciona amb tots els altres objectes, mit-
jancant la representabilitat d’un functor cap a Set.
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(c) per la seva cardinalitat.
(d) només a Set.
Correcci6:

4. Que 1 sigui terminal equival a dir que:

(a) (1,-)

(b) Hom(—, 1) no és functor.
) (= 1)
) (= 1)

o

om(1, —) és constant.

Hom(—, 1) és buit.

(c

(d Hom(—, 1) és isomorf al functor constant amb valor un punt.

Correccio:

5. Quan es diu que un prefeix P: C® — Set és representable?

(a) Quan és isomorf a Hom(—, A) per a algun objecte A.
(b) Quan és constant.

(c) Quan és ple i fidel.

(d) Quan té un sol element a cada conjunt.
Correcci6:

6. Sigui P: C® — Set un prefeix i x € P(A). Quina és la component en X de
la transformacié natural Hom(—, A) = P que el lema de Yoneda associa a
x, avaluada en f: X — A?

(a) P(f=) ().

(b) z, sense canviar de conjunt.
(c) P(ida)(f).

(d) P(f)(x).
Correccié:

7. Sigui f: A — B un morfisme. Les quatre descripcions segiients de la com-
ponent en X de y(f) = Hom(—, f) semblen raonables. Quina és I'inica en
que el domini, el codomini i la composicié tenen els tipus correctes?

(a) Hom(X, A) - Hom(X, B), ¢ — ¢o f.
(b) Hom(X, A) - Hom(X, B), o — fop
(c) Hom(A, X) — Hom(B, X), ¢ — ¢o f.
(d) Hom(X, B) — Hom(X, A), ¢ — po f
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10.

11.

Correccié:

Sigui P el prefeix de parts, A = {0,1} i B = {1}. Quin subconjunt assigna
la transformacié natural Hom(—, A) = P determinada per B a ’aplicacié
f:{a,b,c} - Aamb f(a) = f(c) =11 f(b) =07

a)  {b}.
b)  {a,b.c}.
() fasc}
(@ {1}

(
(

Correccio:

. Sigui &4 p: Nat(y(A),P) — P(A), n — na(ida), la bijeccié del lema de

Yoneda, i sigui a: A’ — A. Quina de les igualtats segiients expressa la

naturalitat en A amb tots els tipus correctes?

(a) Py p(noy(a)) = Pla)(®a,pr(n)), com a elements de P(A').

(b) Dy p(noy(a)) = Pla)(®a,p(n)), com a elements de P(A).

(c) P p(y(a) on) = P(a)(®ap(n)), com a elements de P(A').
) (

(d ®ap(noyla)) = Pla)™(Pa,r(n)), com a elements de P(A’).

Correccié:

A la demostracié del lema, a quina dada s’envia una transformacié natural
n: Hom(—, A) = P?

A na.

A tot el functor P.

A Velement n4(id4) € P(A).
A la identitat de P.

Correccio:

Una conseqiiencia directa del lema de Yoneda és que la immersié y és:

(a) constant.

(b) plena i fidel.

(c) essencialment exhaustiva.

(d) un isomorfisme de categories.

Correccié:
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12. Segons el corol - lari de Yoneda, A = B si i només si:

(a) A'i B tenen la mateixa cardinalitat.

(b) A=B.

(c) hi ha un functor entre ells.

(d) Hom(—, A) 2 Hom(—, B) com a prefeixos.
Correcci6:

13. Siguin (P, p1,p2) 1 (@, q1,q2) dos productes dels mateixos objectes. Que és

Unic?
(a) Res: poden ser literalment iguals o no.
(b) L’isomorfisme entre els objectes P i @), sense cap condicid.
(c) L’isomorfisme u: P — () que compleix ¢; ou = p; per a i = 1,2.
(d) L’automorfisme de P, que només pot ser la identitat.
Correcci6:

14. Siguin S: A — CiT: B — C dos functors. Un objecte de la categoria coma

(S1T) és:

(a) només un objecte de C.

(b) una transformacié natural S = T.

(c) una parella d’objectes isomorfs.

(d) una terna (A, B, f) amb Ade A, Bde Bi f: S(A) — T(B).
Correccio:

15. Si (A, u) representa un prefeix P: C°? — Set, que expressa la universalitat
de l'element u € P(A)?

(a) Que u és I'inic element de P(A).
(b) Que per a cada objecte X i cada xz € P(X) hi ha un dnic f: X — A
amb P(f)(u) = z.
(c) Que A és un objecte terminal.
(d) Que P és un functor constant.
Correcci6:

Si el vostre lector de PDF no admet el boté Corregir, trobareu les respostes i les
justificacions d’aquest test a l'apéndiz «Solucions dels tests», pagina 362.



5 Limits i colimits

Aquest test recull els conceptes essencials del capitol. Cada pregunta té una
Unica resposta correcta.

Instruccions. Marca una sola resposta per pregunta. En acabar, prem
el boté6 Corregir. El camp Nota mostrara el resultat.

Corregir Netejar Nota:

1. Que és un diagrama de forma I en una categoria C?

(a) Un objecte de C.

(b) Un functor D: I — C, on I és una categoria index petita.
(c) Una transformacié natural.

(d) Un morfisme de I.
Correccié:

2. Un con sobre D amb vertex A és el mateix que:

un objecte terminal.
un limit.
una transformacié natural A4 = D des del functor constant.

un functor C — 1.

Correccio:

3. Un limit de D és:

(a) un objecte terminal de la categoria de cons Con(D).
(b) qualsevol con sobre D.

(c) un objecte inicial de C.

(d) el producte de tots els objectes.
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Correccié:

4. Quina categoria index dona lloc al producte de dos objectes?

(a) La categoria buida.

(b) Dues fletxes paral - leles.

(c) La forma de racé.

(d) La categoria discreta amb dos objectes.
Correccio6:

5. A Set, 'equalitzador de f,g: A — B és:

(a
(b

) el producte cartesia A x B.
) la unié disjunta.

(c) el quocient de B.
)

(d el subconjunt {a € A | f(a) = g(a)}.

Correccio:

6. El pullback de f: A - Cig: B— C a Set és:

(a) A x B sencer.
(b) {(a,b) € Ax B f(a) = g(b)}-
(c) la unié AU B.

)

(d el quocient A/B.

Correcci6:

7. L’'objecte terminal és el limit de quin diagrama?

(a) El diagrama de dues fletxes paral - leles.
(b) El diagrama d’un sol objecte.
(c) El diagrama buit.
(d) El diagrama de racé.
Correcci6:

8. Un colimit d’un diagrama D és:

(a) un objecte inicial a la categoria de cocons (un limit a la categoria
oposada).

(b) un altre nom per al limit.
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10.

11.

12.

(c) sempre l'objecte terminal.
(d) un con.
Correcci6:

Si C té limits de forma I'i A és petita, com es calcula el limit d’un diagrama
F: 11— CA?

(a) Prenent el limit només sobre els objectes terminals de A.
(b) Aplicant el functor de parts a cada F(i).

(c) No en té: les categories de functors no tenen limits.

(d) Punt a punt: (@1 F)(a) = Jim, F(i)(a).
Correcci6:

Quina és la caracteritzacio dels limits finits?

(a) N’hi ha prou amb tenir coproductes.
(b) Cal tenir tots els limits de forma petita.
(c) Equivalen a tenir objecte terminal, productes binaris i equalitzadors

(o terminal i pullbacks).

(d) No es poden construir a partir de casos més simples.
Correccio6:

Quan preserva un functor F' el limit d’un diagrama D?

(a) Quan (F(L), FA) és un limit de F o D.
(b) Sempre, per definicié de functor.

(c) Quan F' és constant.

(d) Quan F' no té adjunts.
Correcci6:

El functor oblit U: Grp — Set:

(a) no preserva cap limit ni cap colimit.
(b) preserva tots els colimits, pero no tots els limits.
(c) preserva tots els limits, pero no tots els colimits; per exemple, no

preserva tots els coproductes.

(d) preserva tots els limits i tots els colimits.

Correccio:
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13. En una categoria localment petita C, el functor representable

Hom(A,—): C — Set

sempre:
(a) no és un functor.
(b) preserva els limits que existeixen.
(c) envia limits a colimits.
(d) és constant.

Correcci6:

14. A Set, siguin f: A — Biy: Y — B. Que fa la reindexaci6 f*7

(a) Envia Y — B al coproducte A+ Y.

(b) Envia Y — B al pullback A xg Y — A.

(c) Envia Y — B al coequalitzador de f i y.

(d) Només esta definida quan f és un isomorfisme.
Correcci6:

15. En el diagrama segiient, quina propietat universal fa de P el pullback de f

ig?
P2
pzl Jf
B — C
(a) Que per a tot objecte X amb fletxes z1: X — A, z5: X — B tals
que fox; = goxs, hi ha un tnic u: X — P amb pjou = 21 i psou = x».
(b) Que fop, = gopy ires més.
(c) Que P = A X B sempre.
(d) Que f i g sén isomorfismes.
Correccio6:

Si el vostre lector de PDF no admet el boto Corregir, trobareu les respostes i les
justificacions d’aquest test a l'apéndix «Solucions dels testsy, pagina 364.



6 Adjuncions

Aquest test recull els conceptes essencials del capitol. Cada pregunta té una
Unica resposta correcta.

Instruccions. Marca una sola resposta per pregunta. En acabar, prem
el boté6 Corregir. El camp Nota mostrara el resultat.

Corregir Netejar Nota:

1. Que vol dir que f - g entre dos preordres?

(a) Que f=g.

(b) Que f(x) <y siinoméssiz < g(y), per a tot x,y.
(c) Que f i g sén inverses.

(d) Que f i g sén constants.
Correccio6:

2. Fixada una férmula A, quina parella d’operacions forma una adjuncié al
preordre Prov; d’un sistema proposicional?

(a) La negacié amb ella mateixa.

(b) La disjuncié amb la conjuncié.

(c) AN — (esquerra) amb A — — (dreta).

(d) La implicacié amb la negacié.
Correcci6:

3. Una adjuncidé F - G entre categories és:

(a) una igualtat de functors.

(b) una bijecci6é natural Hom(F(A), B) = Hom(A, G(B)).
(c) un isomorfisme de categories.

(d) una transformacié natural qualsevol.
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Correccié:

4. Sigui I una categoria petita i suposem que C té tots els limits i colimits de
forma I. Quina és la relaci6 entre el functor diagonal A: C — CI, el limit i
el colimit?

(a) Jm = A~ colimy.
(b) A  colimy i A 4 lim,.
(c) El limit i el colimit sén tots dos adjunts per I'esquerra de A.
(d) colimy < A l'&nl.
Correcci6:

5. La unitat d’'una adjuncié F' 4 G és una transformacié natural:

(a) id = GF.
(b) F=daG
(c) FG =id
(d) G=>F
Correccié:

6. La counitat d’una adjunci6é F' - G és:

(a) id = GF.

(b) FG = id.

(c) una igualtat.

(d) un objecte terminal.
Correcci6:

7. El transposat de ¢: F(A) — B sota 'adjunci6 és:

(a) ep o F(p).
(b) ¢ mateix.
(c) G(p) o na-
(d) na o G(y).
Correccio:

8. Les identitats triangulars relacionen:

(a) dos objectes terminals.
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10.

11.

12.

(b) dos limits.

(c) dues categories isomorfes.
(d) la unitat i la counitat, i caracteritzen I’adjuncié.
Correcci6:

Sigui U: Mon — Set el functor oblit. Quin fet mostra que U no preserva
tots els colimits?

(a) No preserva productes.
(b) El monoide trivial és inicial a Mon, pero el seu conjunt subjacent
no és .
(c) Mon no té objecte inicial.
(d) Cap adjunt per la dreta no pot preservar colimits.
Correcci6:

Els adjunts sén unics:

(a) de manera estricta (igualtat).
(b) mai.

(c) llevat d’isomorfisme natural.
(d) només en preordres.
Correcci6:

Que diu el teorema «RAPL»?

(a) Que els adjunts per la dreta preserven limits.
(b) Que tot functor és adjunt.

(c) Que els limits no existeixen.

(d) Que els adjunts per ’esquerra preserven limits.
Correccio6:

Per que el functor graf subjacent U: Cat — Graph preserva limits?

(a) Perque és ple.

(b) Perque és adjunt per I’esquerra.

(c) Perque tots els functors preserven limits.
(d) Perque és adjunt per la dreta de Free.
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Correccié:

13. L’adjuncié «producte-exponencialy — x B - (=) correspon a:

(a) la currificacié Hom(A x B, C') = Hom(A, CP).
(b) la dualitat.
(¢)

)

d

la negacio.

la composicié de functors.
Correcci6:

14. Si f* admet adjunts a tots dos costats, quin paper tenen J; i V47

(a) Com l'adjunt per I'esquerra i I’adjunt per la dreta de f*, respecti-
vament.
(b) Com objectes terminals.
(c) Com functors constants.
(d) Com isomorfismes de categories.
Correccio6:

Si el vostre lector de PDF no admet el boto Corregir, trobareu les respostes i les
justificacions d’aquest test a l'apéndiz «Solucions dels tests», pdagina 365.



7 Categories cartesianes
tancades

Aquest test recull els conceptes essencials del capitol. Cada pregunta té una
Unica resposta correcta.

Instruccions. Marca una sola resposta per pregunta. En acabar, prem
el boté Corregir. El camp Nota mostrara el resultat.

Corregir Netejar Nota:

1. Una categoria és cartesiana quan té:

(a) objecte terminal i productes binaris (és a dir, tots els productes
finits).
(b) tots els colimits.
(c) només un objecte inicial.
(d) exponencials pero no productes.
Correccio6:

2. Quina bijeccié natural expressa la propietat universal de ’exponencial CB?
(a) Hom(A, C) = Hom(B, C).
(b) Hom(A + B, () =2 Hom(A, C') x Hom(B, C).
) (
) (

(c Hom(A x B,C) = Hom(A, CB).
(d Hom(A, C' x B) = Hom(A, CP).

Correccio:

3. En una CCC, quin morfisme indueix f: B’ — B entre exponencials amb el

mateix C'7
(a) CB — CPB, perqué l'exponencial és covariant en totes dues vari-
ables.
(b) Cap: l'exponencial no depen functorialment de B.
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(c) B¢ — B°.

(d) CP — CP': 'exponencial és contravariant en I’exponent.

Correccié:

4. La currificacié \f d’'un morfisme f: A x B — (' és I'inic morfisme que

compleix:
(a) Afoev=f.

(b) evo(Af xidg) = f.
(c) A=

(d) Afom = f.
Correcci6:

5. Una categoria és cartesiana tancada quan és cartesiana i, a més, per a
cada objecte B:

(a) B és terminal.

(b) — X B és un isomorfisme.

(c) el functor — x B té adjunt per la dreta (—)%.
(d) — X B té adjunt per I'esquerra.
Correcci6:

6. A Set, 'exponencial C'? és:

(a) el conjunt de totes les aplicacions B — C.
(b) el producte cartesia C' x B.

(c) la unié disjunta C' + B.

(d) el conjunt de bijeccions B — C.
Correcci6:

7. En una algebra de Heyting, 'objecte exponencial b = ¢ és:

(a) el suprem bV c.

(b) la negaci6 —b.

(c) I'infim b A c.

(d) ladjunt per la dreta de — A b, caracteritzat per a Ab < ¢ < a <

(b= c).

Correccié:
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8.

10.

11.

12.

Quina categoria no és, en general, cartesiana tancada?

(a) Top, els espais topologics.

(b) una algebra de Heyting.

(c) Set.

(d) una categoria de prefeixos Set®” .
Correccio6:

En la semantica del calcul lambda simplement tipat, el tipus funcié o — 7
s’interpreta amb:

(a) el producte [o] x [7].
(b) Pexponencial [7]1].
(c) I'objecte terminal.
(d) el coproducte.
Correcci6:

En aquesta semantica, 'abstraccié A\x.t es correspon amb:

(a) una projeccio.
(b) la diagonal.
(c)

(d)

la currificacié de la interpretacié de t.
I’objecte terminal.

Correccio:

La regla de conversi6 () del calcul lambda es correspon categoricament amb:

la unicitat de I'objecte terminal.
I’associativitat del producte.
la commutativitat del coproducte.

I'equacié de l'avaluacié evo(Af x idg) = f, de la qual es dedueix.
Correccié:

La correspondencia de Curry—Howard—Lambek relaciona:

(a) grups amb anells.
(b) el calcul lambda simplement tipat amb les categories cartesianes
tancades.

(c) limits amb colimits.
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(d) monoides amb preordres.

Correcci6:

Si el vostre lector de PDF no admet el boté Corregir, trobareu les respostes i les
justificacions d’aquest test a l'apéndiz «Solucions dels testsy», pagina 366.



8 Subobjectes, imatges
i factoritzacions

Aquest test recull els conceptes essencials del capitol. Cada pregunta té una
Unica resposta correcta.

Instruccions. Marca una sola resposta per pregunta. En acabar, prem
el boté Corregir. El camp Nota mostrara el resultat.

Corregir Netejar Nota:

1. Un subobjecte d’'un objecte A és:

qualsevol morfisme cap a A.

(a)
(b) un element de A.
()
(d)

una classe d’equivaléncia de monomorfismes amb codomini A.

un epimorfisme des de A.
Correccio6:

2. Sigui H un subgraf d'un graf G i F': G’ — G un morfisme de grafs. Que és
la reindexaci6o F*H?

a La imatge de H per F.

() g D

(b) El subgraf de G’ format per les antiimatges dels vertexs i de les
arestes de H.

(c) El graf H mateix, vist dins de G'.

(d) El producte de grafs H x G'.
Correcci6:

3. A Set, 'ordre parcial Sub(A) és isomorf a:

(a) el conjunt A.

(b) el monoide de les aplicacions A — A.
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(c) el grup de permutacions de A.
(d) el conjunt de parts P(A), ordenat per inclusib.
Correccio6:

4. La parella nucli d’una fletxa f: A — B, quan existeix, s’obté com:

(a) I'equalitzador de f i ida.

(b) el pullback de f amb ella mateixa.

(c) el coequalitzador de f amb ella mateixa.
(d) la factoritzaci6 imatge de f.
Correcci6:

5. Logicament, 'ordre [m] < [n] a Sub(A) s’interpreta com:

(a) la negaci6 del predicat.

(b) la igualtat de predicats.

(c) la implicaci6 entre predicats sobre A.
(d) la disjuncié de predicats.
Correcci6:

6. El pullback d'un monomorfisme al llarg de qualsevol morfisme és:

(a) un epimorfisme.

(b) un isomorfisme.

(c) mai un monomorfisme.

(d) sempre un monomorfisme.
Correcci6:

7. El functor de reindexacié f*: Sub(B) — Sub(A) associat a f: A — B
envia un subobjecte al seu:

pullback al llarg de f.

(a)

(b) coproducte amb A.
) producte amb B.
)

imatge directa.

Correccio:

8. A Set, la reindexaci6é f*(S) d’un subconjunt S C B és:
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10.

11.

12.

(a) la imatge directa f(.5).
(b) el complement de S.
(c) I'antiimatge f~*(S).
(d) el producte S x A.
Correcci6:

Logicament, la reindexacié f* interpreta:

(a) la substitucié d’una variable per un terme.
(b) la quantificacié existencial.
(c) la negacio.
(d) la conjuncié.
Correcci6:

La interseccié de dos subobjectes [m] A [n] a Sub(A) es calcula com:

(a) el coproducte de S'i T.

(b) la uni6 de les imatges.

(c) I'exponencial 7.

(d) el pullback de m i n sobre A.
Correcci6:

En una categoria regular, considerem un quadrat cartesia amb h: A" — A,
ff"A > B f:A— Big: B — B, de manera que foh = go f'. Quina
igualtat és la condicié de Beck—Chevalley, amb els tipus correctes?

(a

) Hfog*:h*OHf/.

(b) h* o3y =3p o g*: Sub(B) — Sub(A4’).
)
)

(c g*ody=dpoh*: Sub(A) — Sub(B’).
(d g*ody =3dp oh*: Sub(B) — Sub(A4’).

Correccio:

Segons el capitol, en una categoria regular la reindexacié f* té garantit:

(a) cap adjunt.
(b) un adjunt per l'esquerra 3y (l'universal V; requereix estructura
addicional).

(c) un adjunt per la dreta V, pero no per ’esquerra.
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(d) adjunts per tots dos costats, sempre.
Correccié:

13. Una factoritzaci6é imatge de f descompon f com:

(a) un mono seguit d’un epi qualsevol.

(b) dos isomorfismes.

(c) dos monomorfismes.

(d) un epimorfisme regular seguit d’'un monomorfisme.
Correcci6:

14. La imatge Im(f) es caracteritza com:

(a)
(b)
(c) el nucli de f.
(d)

el menor subobjecte del codomini a través del qual f es factoritza.

el major subobjecte del domini.

el coproducte de domini i codomini.
Correccio6:

15. Una categoria és regular si té limits finits, factoritzacions imatge i, a més:

(a) tots els colimits.
(b) els epimorfismes regulars son estables per pullback.
(c) és cartesiana tancada.
(d) tots els objectes sén projectius.
Correccio6:

16. En una categoria regular, la quantificacié existencial J[s| es defineix

com:
(a) la imatge Im(f o s).
(b) el pullback de [s].
(c) el complement de [s].
(d) I'exponencial de [s].
Correcci6:

17. Sigui C una categoria regular i f: A — B un morfisme. Quina d’aquestes
afirmacions no es pot deduir només de la regularitat?
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(a) Tota fletxa té una factoritzacié imatge (dnica llevat d’iso).
(b) La reindexacié f*: Sub(B) — Sub(A) té un adjunt per ’esquerra
3;.
(c) Cada Sub(A) té unions binaries, i f* les preserva.
(d) Cada Sub(A) té infims binaris, calculats per pullback, i f* els
preserva.
Correccio:

Si el vostre lector de PDF no admet el boto Corregir, trobareu les respostes i les
justificacions d’aquest test a l'apéndix «Solucions dels testsy», pagina 367.



9 Classificadors de subobjectes i
introduccié als topos

Aquest test recull els conceptes essencials del capitol. Cada pregunta té una
Unica resposta correcta.

Instruccions. Marca una sola resposta per pregunta. En acabar, prem
el boté Corregir. El camp Nota mostrara el resultat.

Corregir Netejar Nota:

1. Sigui m: U — FE un subobjecte classificat per x,,: £ — ). Un element
generalitzat x: X — FE factoritza a través de m exactament quan:

(a) Xm ©  és un isomorfisme.
(b) x és un monomorfisme.
(c) Xm © T = trueolx.

(d) X és l'objecte terminal.
Correcci6:

2. A la categoria de prefeixos sobre C, siguin h: D — C'i S un sedas sobre C.
Quin sedas sobre D és Q(h)(S)?

(a) {hogl|gesS}
(b) {9: X - D|hogeS}.
(c) S mateix.

)

(d El sedas maxim sobre D.
Correccié:

3. La propietat universal del classificador diu que cada subobjecte U — FE
determinas:

(a) un isomorfisme F = Q).
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(b) cap morfisme.

(c) diversos morfismes E — ().

(d) un dnic morfisme x: F — ) que fa un quadrat cartesia amb true.
Correcci6:

4. L’existencia d’un classificador de subobjectes equival a dir que el functor
Sub(—) és:

representable, amb objecte representant ().
constant.
no functorial.

un isomorfisme.
Correccio:

5. El classificador de subobjectes, quan existeix, és tnic:

(a)

(b)  mai.
)
)

només a Set.

(c
(d

llevat d’un unic isomorfisme compatible amb true (per Yoneda).

llevat d’homotopia.
Correccié:

6. Un topos elemental és una categoria amb limits finits, exponencials i:

(a) tots els colimits infinits.

(b) un objecte inicial estricte.

(c) una estructura de grup.

(d) un classificador de subobjectes.
Correcci6:

7. Quina d’aquestes categories és un topos?

(a) la categoria dels grups.

(b) Set.

(c) Top.

(d) un monoide no trivial vist com a categoria.

Correccio:
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8.

10.

11.

Per a C petita, la categoria de prefeixos Set®” és:

(a) sempre un topos.

(b) un topos només si C és un grup.

(c) mai un topos.

(d) cartesiana tancada pero sense classificador.
Correcci6:

A Graph, sigui z: v — w una aresta d’un graf G i H un subgraf que conté
els vertexs v i w pero no 'aresta x. A quina aresta del classificador €2 envia
xu l'aresta x?

(a) Al bucle 0 del vertex 1, que registra «extrems si, aresta no».
(b) Al bucle T del vertex 1, perque els dos extrems sén a H.

(c) A laresta o: 1 — 0.

(d) Enlloc: yy només actua sobre els vertexs.
Correccio6:

En un topos, 'objecte de parts P(E) = QF satisfa, per a tot objecte A,
Hom (A, P(E)) = Sub(A x E).

Quina interpretacié expressa aquesta bijecci6?

(a) Que tot objecte és isomorf al seu objecte de parts.
(b) Que els morfismes cap a P(FE) classifiquen les relacions entre A i
E.
(c) Que P(FE) és 'objecte terminal.
(d) Que E té exactament dos subobjectes.
Correccio6:

Quina afirmacié sobre la categoria FinSet dels conjunts finits és correcta?

a No és un topos, perque no té coproductes infinits.
pos, perq p
(b) Es equivalent a Set®” per a alguna categoria petita C.
(c) Es un topos elemental que no és equivalent a cap categoria de
prefeixos.
(d) Només és un topos si s’hi afegeixen els conjunts infinits.

Correccié:
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12. A Graph, () té dos vertexs i cinc arestes. Quin fet mostra que Graph no
és un topos boolea?

(a) Que 2 no és un conjunt.

(b) Que 2 té més de dos vertexs.

(c) Que Hom(L, Q) té exactament dos elements.

(d) Que {t} és el més gran dels subgrafs de E disjunts de {s}, pero

{s} U{t} no és tot E.
Correccié:

13. Un topos té exactament dos morfismes 1 — 2. Que se’n pot concloure?

(a) Que és boolea, perque ) té exactament dos valors de veritat.
(b) Res sobre la booleanitat: els morfismes 1 — 2 només compten
Sub(1), mentre que ser boolea és una condici6 sobre tots els Sub(E).
(c) Que Q=1+1.
(d) Que el topos és equivalent a Set.
Correcci6:

Si el vostre lector de PDF no admet el boté Corregir, trobareu les respostes i les
justificacions d’aquest test a l'apéndiz «Solucions dels tests», pdagina 368.
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Apendixs
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A Una axiomatica relacional de
les categories petites

Prerequisits

La definici6 de categoria, la categoria oposada i la formulacié operativa del
principi de dualitat (capitol 1, seccié 1.8). De logica de primer ordre amb
igualtat: la sintaxi (formules, senténcies, variables lliures i lligades, substitu-
ci6), la semantica (estructures, satisfaccié i models), la nocié de deduccié en
un calcul de Hilbert i les demostracions per induccié sobre formules. El teo-
rema de completesa només s’esmenta. Les referéncies a la logica lliure de la
seccio A.9 son informatives i no es pressuposen.

Objectius
En acabar I’apendix, el lector hauria de poder:

e presentar una categoria petita en un llenguatge de primer ordre amb una
sola mena d’individus, on tot individu és una fletxa i Dom, Cod i Com
son les tniques relacions primitives;

o distingir el llenguatge formal, els axiomes i el metallenguatge, i reconeixer
quines nocions son primitives i quines en son derivades;

e deduir dels axiomes 'estabilitat dels extrems, la unicitat de la composicié
i la derivabilitat del tercer axioma;

e reconstruir els objectes com les fletxes identitat i justificar el pas a la
notacié funcional usual;

e explicar en quin sentit la presentacio relacional és equivalent a la definicié
usual, fins a isomorfisme canonic;

e comparar la presentacié relacional amb una presentacié funcional amb
operacions parcials;

e definir la traduccié dual de formules, comprovar I’autodualitat dels ax-
iomes i demostrar el principi de dualitat en les versions sintactica i seman-
tica, relacionant-lo amb la versié operativa del capitol 1.

La definici6é habitual d’una categoria (definicié 1.1) introdueix objectes, fletxes,
identitats i composicié. En aquest apendix adoptem un punt de vista més auster:
el llenguatge categoric primitiu només parla de fletxes. Allo que habitualment
anomenem objectes es reconstrueix després com una propietat especial d’algunes
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fletxes. Es, en un sentit ben literal, el programa de la introduccié —relaciona, no
individualitza (seccié 1)— dut fins a la seva conclusié sintactica: si el que compta
d’un objecte és el seu paper dins el sistema de fletxes, aleshores no cal introduir-lo
com a dada primitiva.

L’objectiu no és substituir la presentacié usual, que és molt més comoda per
al treball matematic ordinari. IL’objectiu és separar amb precisié tres nivells:
el llenguatge formal de la teoria; els axiomes formulats en aquest llenguatge; i el
metallenguatge, on interpretem les formules i introduim notacié derivada. Aquesta
separaciéo permet veure quines nocions son primitives i quines sén conseqiiencia
dels axiomes. En particular, la funcionalitat de la composicié no s’incorpora a la
sintaxi: es demostrara com un teorema.

Nota. La idea de descriure una categoria «només amb fletxes», amb els objectes
identificats amb les identitats, és classica: apareix ja en Mac Lane [3], es formula
amb una relacié ternaria de composicié en la teoria elemental de categories de
Lawvere [18], i s’estudia sistematicament, amb operacions parcials, en Scott [27] i
en Freyd i Scedrov [28]. Diversos d’aquests sistemes han estat comparats i verificats
formalment per Benzmiiller i Scott [29, 30]. La contribucié d’aquest apéndix no
és, doncs, la idea, sind una presentacié concreta: una axiomatica de primer ordre
purament relacional —fins i tot el domini i el codomini sén relacions— en que
la funcionalitat de la composicio i el comportament dels seus extrems esdevenen
teoremes.

A.1 El llenguatge formal

Treballarem en logica classica de primer ordre amb igualtat i amb una sola
mena d’individus. La signatura no logica és

L = {Dom? Cod®, Com®}.
No hi ha constants ni simbols de funcié. Per tant, els termes del llenguatge sén

només variables individuals f, g, h,d, c,e, ..., i totes recorren un mateix univers.

Les férmules atomiques no logiques sén de les formes Dom(f,d), Cod(f,c) i
Com(f,g,h). La seva lectura metalingiiistica sera:

Dom(f,d): «el domini de f és d»,
Cod(f,c): «el codomini de f és c»,
Com(f,g,h): «primer f, després g, i la composta és h».
Aixi, quan la notacié funcional ja estigui justificada, Com(f, g, h) correspondra
metalingliisticament a h = go f.

La paraula fletra pertany, en aquest punt, al metallenguatge: no hi ha cap
predicat primitiu Fletxa(f). Tots els individus del model s’interpreten com a
fletxes. Una estructura per a Lc,; €és, doncs,

M = (M, Dom™, Cod™, Com™),

on M és Punivers, Dom™, Cod™ C M2 i Com™ C M3.
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Observacié A.1 (metateorica). Amb la semantica estandard de primer ordre,
M és un conjunt no buit; per tant, els models en sentit estricte corresponen a
categories petites no buides. La categoria buida queda exclosa per la convencio
habitual que 'univers d’una estructura de primer ordre no és buit; si es vol
incloure-la, cal permetre explicitament estructures amb univers buit. Les cat-
egories grans, d’altra banda, exigeixen una convencié metateorica addicional
—classes propies o universos de Grothendieck, en la linia de I'apendix C—,
pero aixo no modifica el llenguatge categoric primitiu anterior.

A.2 Els axiomes

Presentem primer el sistema en cinc blocs conceptuals. A la seccié A.6 veurem
que, amb una formulacié prou forta de ’associativitat, el tercer bloc és derivable
dels altres; la base final del sistema és, doncs, (A1D)—(A1C), (A2), (A4E)—(A4U)
i (A5D)—(A5C).

Axioma 1: existéncia i unicitat de domini i codomini. Tota fletxa té
exactament un domini i exactament un codomini:

v 3ld Dom(f, d), (A1D)
Vf3leCod(f,c). (A1C)

Com és habitual, 3! és només una abreviaci6 de la logica de primer ordre amb
igualtat.

Axioma 2: existéncia de la composicié. Dues fletxes es poden compondre
exactament quan el codomini de la primera coincideix amb el domini de la segona:

Vf Vg [3e(Cod(f,e) A Dom(g,e€)) <+ 3hCom(f,g,h)]. (A2)

Aquest axioma afirma existéncia, pero no unicitat. La unicitat de la composta
sera un teorema (secci6 A.4).

Axioma 3: extrems de la composta. Si h és una composta de f amb g, el
domini de h és el de f i el codomini de h és el de g:

Vf,g,h,d,c [Com(f,g, h) A Dom(f,d) A Cod(g, c)

— Dom(h,d) A Cod(h, c)]. (A3)

Axioma 4: associativitat forta. Com que Com és una relacié i la composicié
és parcial, la mera igualtat de dues composicions iterades ja existents no expressa
tota la forca de I'associativitat usual. Adoptarem una formulacié en dues parts.
Primer, si existeixen les dues composicions consecutives g o f i h o g, existeixen
també les dues composicions iterades:

Vf,g,h,uv [Com(f, g,u) A Com(g, h,v)

— dpdq (Com(u, h,p) A Com(f,v, q))] (A4E)
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Segon, qualssevol resultats obtinguts per les dues associacions coincideixen:

Vf,g,h,u,v,p,q [Com(f,g,u) A Com(g,h,v)A

Com(u, h,p) A Com(f,v,q) — p = q]. (A4U)

Els dos enunciats, (A4E) i (A4U), formen el bloc d’associativitat (A4). El primer
controla 'existencia de les composicions iterades; el segon n’expressa la coheréncia.
Un cop demostrada la funcionalitat de Com (seccié A.4), aquest bloc es llegeix com
la 1lei usual d’un semigrup parcial: si go f i h o g existeixen, aleshores existeixen
ho(gof)i(hog)o f,isén iguals.

Axioma 5: neutralitat. EIl domini és neutre per la dreta i el codomini és neutre
per l'esquerra:

VfVd (Dom(f,d) — Com(d, f, f)), (A5D)
Vf Ve (Cod(f, ) — Com(f, ¢, f)). (A5C)

Metalingiiisticament, un cop recuperada la notacié funcional, aquestes férmules

diran fod= fico f=f.

A.3 Estabilitat dels extrems

El primer fet rellevant és que qualsevol fletxa que apareix com a domini o
codomini és estable sota les dues relacions d’extrem.

Proposici6 A.1 (estabilitat dels extrems). Si Dom(f,d), aleshores
Dom(d, d) A Cod(d,d). Si Cod(f,c), aleshores Dom(c, ¢) A Cod(c, c).

Demostracié. Suposem Dom(f,d). Per (A5D), Com(d, f, f). Per la direccié
de dreta a esquerra de (A2), 'existéncia d’aquesta composici6é implica que exis-
teix e tal que Cod(d,e) A Dom(f,e). Com que també Dom(f,d), la unicitat del
domini de f, donada per (A1D), implica e = d; per tant Cod(d,d).

Ara (A5C), aplicada a d, dona Com(d, d,d). Novament per (A2), existeix e tal
que Cod(d, e) ADom(d,e). Ja sabem que Cod(d,d); per unicitat del codomini de
d, e = d, i per tant Dom(d,d). Aixi, Dom(f,d) — Dom(d,d) A Cod(d, d).

El cas del codomini és dual. Si Cod(f,c), llavors (A5C) dona Com(f,c, f). Per
(A2) existeix e amb Cod(f,e) A Dom(c,e); la unicitat del codomini de f forga
e = ¢, de manera que Dom(c, ¢). Aleshores (A5D) dona Com(c, ¢, ¢), i un nou us

de (A2) i de la unicitat del domini de ¢ proporciona Cod(c, c).
n

Observacio A.2. La demostracié només utilitza (A1), (A2) i (A5). No utilitza
ni 'axioma dels extrems de la composta (A3) ni 'associativitat (A4).
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A.4 Unicitat de la composicié

La relacié Com no s’ha postulat com a funcional en el tercer argument. Aquesta
funcionalitat es dedueix de la componibilitat, la neutralitat i I’associativitat.

Proposicié A.2 (funcionalitat de la composicié). Per a totes les fletxes

f,9,h, k,
Com(f,g,h) A Com(f,g,k) — h=k.

Demostracié. Suposem Com(f,g,h) i Com(f,g,k). Per (A2), existeix e tal
que Cod(f,e) ADom(g,e). Per neutralitat, Com(f,e, f) i Com(e, g, g). Apliquem
ara (A4U) a la terna f,e,g. Prenent u = f, v = g, p = h, ¢ = k, les quatre
premisses de (A4U) sén precisament Com(f,e, f), Com(e,g,g), Com(f,g,h) i
Com(f,g,k). Per tant, h = k. La demostracié només fa servir (A2), (A5) i
(A4U); en particular, no fa servir (A3).

[

Aixi, Com és el graf d’'una operacié binaria parcial: per a cada parella (f, g) hi
ha com a maxim una fletxa h tal que Com(f,g,h), i (A2) determina exactament
quan aquesta fletxa existeix.

A.5 Identitats i objectes com a nocions derivades

Definim, com a abreviacié del llenguatge,
Id(e) :<= Dom(e,e) A Cod(e, e). (A.5.1)

El simbol Id no s’afegeix a la signatura primitiva: és només una abreviacié defini-
cional. La proposici6 d’estabilitat dona immediatament Dom(f,d) — Id(d) i
Cod(f,c) — Id(c): tot domini i tot codomini és una fletxa identitaria.

També podem introduir Obj(e) :<=> Id(e). Aixi, un objecte no és una segona
mena d’individu: és una fletxa que té per domini i codomini ella mateixa. En
particular, sota els axiomes anteriors,

Dom(e,e) <= Cod(e,e) < Id(e),

perque qualsevol de les dues primeres propietats, aplicada a la proposicié A.1,
implica l'altra.

A.6 El tercer axioma és derivable

La forma forta de 'associativitat permet demostrar ’axioma (A3) a partir de
(A1), (A2), (A4) i (A5).

Proposicié A.3 (redundancia de (A3)). Suposem (Al), (A2), (A4) i (A5).
Si Com(f,g,h), Dom(f,d) i Cod(g,c), aleshores Dom(h,d) i Cod(h, c).
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Demostracio. Les proposicions A.1 i A.2, que farem servir, no depenen de
(A3); Pargument no és, doncs, circular. Comencem pel domini. De Dom(f, d) i
(A5D) obtenim Com(d, f, f). Juntament amb Com(f, g, h), 'axioma d’existencia
associativa (A4E), aplicat a la terna d, f, g, proporciona p, ¢ tals que Com(f, g, p)
i Com(d, h,q). Per (A4U), aquestes dues composicions iterades tenen el mateix
resultat, és a dir, p = ¢. D’altra banda, per la unicitat de la composicié (proposi-
ci6 A.2), Com(f,g,h) i Com(f,g,p) impliquen p = h. Per tant ¢ = h, i tenim
Com(d, h,h). Per (A2), existeix e amb Cod(d,e) A Dom(h,e). Com que d és
domini de f, la proposicié A.1 dona Cod(d,d). La unicitat del codomini de d
implica e = d, i obtenim Dom(h, d).
Per al codomini, de Cod(g,c) i (A5C) obtenim Com(g,c,g). Aplicada a
f,g,c, Tassociativitat forta proporciona composicions iterades Com(h,c,p) i
Com(f,g,q) amb p = ¢q. La unicitat de la composicié de f amb g dona ¢ = h, i
per tant Com(h, ¢, h). Per (A2), existeix e amb Cod(h,e) A Dom(c,e). Com que
¢ és codomini de g, estabilitat dona Dom(c, ). Per unicitat del domini de c,
e = ¢, 1 aixi Cod(h, c).

n

Corol - lari A.4. Amb Dassociativitat forta adoptada aqui, el sistema
de cinc blocs (Al), (A2),(A3),(A4),(A5) és equivalent al sistema reduit
(A1), (A2),(A4), (A5). El tercer axioma original es pot conservar en una
primera presentacié per la seva transparencia conceptual, perd no és neces-
sari com a axioma independent.

No afirmem que els quatre blocs restants siguin independents entre si: la
redundancia de (A3) no estableix la minimalitat del sistema reduit. L’analisi
d’independéncia de sistemes funcionals afins ha estat estudiada i formalitzada
per Benzmiiller i Scott [29, 30], pero la transferencia literal d’aquells resultats al
llenguatge purament relacional adoptat aqui requeriria una comparacié formal ad-
dicional; una via natural seria construir models finits que separessin cadascun dels
quatre blocs.

Observacié A.3 (la forma logica de (A4) és essencial). Aquesta reduccié
depén de la forma logica de (A4). Si l’associativitat es formula només com la
igualtat de dues composicions iterades suposant que totes dues ja existeizen, no
es controla 'existencia de les composicions iterades i la demostracié anterior
deixa de funcionar. En una teoria de composicié parcial, la forma logica de
I’associativitat és, doncs, part essencial de ’axiomatica.

A.7 Recuperacié de la notacié funcional

L’axioma (A1) permet introduir en el metallenguatge les notacions d(f) i ¢(f)
per a les tniques fletxes que satisfan, respectivament, Dom(f, d(f)) i Cod(f,c(f)).
Aquestes expressions no sén termes del llenguatge primitiu Lc,: sén notacid
derivada, legitimada per un teorema d’existencia i unicitat; en termes logics,
passem a una extensié definicional per descripcions uniques. De la mateixa man-
era, si f i g sén componibles, (A2) dona 'existéncia d’una h tal que Com(f, g, h),
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i la proposicido A.2 en dona la unicitat; escrivim, doncs, g o f per designar aquesta
Unica fletxa.

Amb aquesta notaci6, (A2) es llegeix
go f existeix <= c¢(f)=4d(g),

i la proposicié A.3 dona d(go f) =d(f)ic(go f)=c(g).

Si A i B son fletxes identitaries, la notacié usual f: A — B abrevia metal-
ingtiisticament Dom(f, A) A Cod(f, B); les condicions Id(A) i Id(B) sén automa-
tiques per estabilitat. També podem escriure, metalingiiisticament, Hom (A, B) =
{f € M : Dom(f,A) A Cod(f,B)}. El simbol Hom no forma part tampoc del
llenguatge primitiu.

A.8 Equivaléncia amb la definicié usual

La presentacié relacional no defineix una estructura matematica nova: recupera
la nocié usual de categoria petita (definici6é 1.1), fins a I'isomorfisme canonic que
identifica cada objecte amb la seva identitat.

Abans de les demostracions, val la pena desplegar un model concret i petit, per
veure com les relacions Dom, Cod i Com codifiquen una categoria familiar i com
els objectes hi apareixen com a fletxes identitat.

Exemple A.1 (Un model amb tres objectes i una cadena de morfismes). Con-
siderem la categoria 3 (amb els objectes i les fletxes reanomenats), formada per
una cadena de dues fletxes, A = B = C, amb la seva composta w = vou: A — C:

AUO
w=vou

El model relacional corresponent té per univers el conjunt de totes les fletxes,
incloses les tres identitats:

M={A, B, C, u, v, w},

on A, B, C son alhora els objectes i les seves fletxes identitat. Les relacions unaries
derivades i els extrems de cada fletxa sén:

/| Dom(f,—) | Cod(f, ) | 1d(f)
A A A si
B B B s
C C C s
U A B no
v B C no
w A C no

Els objectes son exactament les fletxes e amb Id(e), és a dir A, B, C": no calen com
a dada primitiva, sin6 que es reconeixen per la propietat Dom(e, e) A Cod(e, e). Les
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tniques parelles componibles (f, g) —les que compleixen ¢(f) = d(g)— donen la
taula de Com, on recordem que Com(f, g, h) es llegeix «primer f, després g, amb
composta h = go f»:

Com(A, A, A) identitat de A)
Com(B, B, B) identitat de B)
Com(C,C,C) identitat de C')

O 0

om(B,v,v), Com(v,C,v)

om(A, w,w), Com(w,C,w)

voidg =v =idgov)

Q)

woidy = w = id¢ ow)

( (
( (
( (
om(A,u,u), Com(u,B,u) (uoidsy =wu =idpou)
( (
( (
( (

Com(u, v, w) la composici6 no trivial v o u = w)

Val la pena llegir I'iltima linia amb 'ordre de Com ben present: Com(u,v,w) diu
que en recorrer primer u i després v s’obté w, és a dir w = v o u. No hi ha cap
altra parella componible; en particular, © i w no es componen en cap ordre, perque
c(u)=B#A=d(w)ic(w)=C# A=d(u). Comprovem els axiomes. (Al) és la
taula d’extrems. (A2) es comprova parella per parella: les deu ternes de la taula
de Com corresponen exactament a les deu parelles (f, g) amb ¢(f) = d(g). (Ab) és
el contingut de les sis primeres linies, que donen Com(d(f), f, f) i Com(f,c(f), f)
per a cada f. Per a (A4), observem que una terna encadenada (f,g,h), amb
Com(f,g,u) i Com(g,h,v), conté sempre alguna identitat, perque la cadena més
llarga de fletxes no identitat és u, v, de longitud dos. Si la identitat és f, aleshores
u = g i f és el domini de v, de manera que totes dues associacions donen v:
Com(u, h,v) i Com(f,v,v). Els casos en que la identitat és g o h sén analegs,
i totes dues associacions donen la composta de les altres dues fletxes. Aixi es
compleixen (A4E) i (A4U). Reconstruint la categoria a partir d’aquest model
(com fara el teorema A.5) es recupera la categoria de partida, en que ara cada
objecte és la seva propia fletxa identitat.

Teorema A.5. Tot model del sistema reduit (A1), (A2), (A4), (A5) amb univers
no buit determina una categoria petita no buida en el sentit de la definici6 1.1.

Demostracié. Sigui 91 un model. Prenem com a fletxes els elements de M i
com a objectes Obj(IM) = {e € M : Id(e)}. Per (A1), cada fletxa f té un domini
tnic d(f) i un codomini unic ¢(f); per estabilitat, tots dos sén objectes. Si
c(f) =d(g), (A2) proporciona una composta i la proposicié A.2 en proporciona
una de sola, que denotem g o f; la proposicié A.3 assegura que d(go f) = d(f) i
c(gof) =c(g). Per a un objecte A, la seva fletxa identitat és A mateix. Aquesta
fletxa va de A a A, perque Dom(A, A) i Cod(A, A). Si f: A — B, (A5) dona
Com(A, f, f)iCom(f, B, f), ésadir, foidg = f =idgof. Per a 'associativitat,
siguin f: A —» B, g: B — Cih: C — D. Aplicant (A4E) a Com(f,g,g 0 f)
i Com(g,h,h o g), existeixen p,q amb Com(go f,h,p) i Com(f,ho g,q); per la
unicitat de la composicié, p=ho(go f)iq=(hog)o f,i(A4U) dona p = q.
Aixi obtenim una categoria, petita perque M és un conjunt.

n
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Teorema A.6 (reciproc). Tota categoria petita no buida determina un model
del sistema relacional.

Demostracié. Sigui C una categoria petita no buida. Prenem com a univers
M = Mor(C). Si f: A — B, definim

Dom(f,d) <= d = ida, Cod(f,c) <= c=idp,
ii,pera f: A— Big: B — C,
Com(f,g,h) < (B:B'ih:gof),

on la notacié de la dreta pertany ara al metallenguatge de la categoria usual.
L’univers és no buit, perque C té algun objecte i, per tant, alguna identitat.
Comprovem els axiomes. (A1) és immediat. Per a (A2), Cod(f,e) A Dom(g,e)
vol dir e = idg = idp/, i aix0 passa si i només si B = B’ perque idg determina
B com a domini; i B = B’ és exactament la condicié perque existeixi A amb
Com(f,g,h). (A3) diu que go f: A — C. Per a (A4), Com(f,g,u) i Com(g,h,v)
volen dir que f,g,h sén consecutives, amb u = go f i v = h o g; aleshores
existeixen how i vo f, que sén iguals per l'associativitat de C. Finalment, (A5)
son les lleis d’identitat foidy = fiidgof = f.

|

Observacio A.4. En passar d'una categoria usual C al model relacional, els
individus son els morfismes de C; en reconstruir després una categoria a par-
tir del model, els seus objectes son les fletxes identitat id4, no els objectes
originals A. La categoria reconstruida és canonicament isomorfa a C —la bi-
jeccié d’objectes és A +— id4— pero en general no n’és literalment la mateixa
estructura conjuntista. Per aquest motiu diem que les dues presentacions de-
scriuen la mateixa estructura categorica fins a isomorfisme canonic, no que
en siguin identiques. Una afirmacié metateorica més forta —una equivalen-
cia definicional o una bi-interpretabilitat— requeriria definir explicitament les
traduccions entre les dues teories i comparar-les; no la formulem aqui.

Aixi, la diferencia entre les dues presentacions és una diferencia de llenguatge
primitiu, no de contingut categoric.

A.9 Relacional i funcional

Els predicats Dom i Cod, sota (A1), sén els grafs de dues funcions unaries totals.
La relacié Com, sota (A2) i la proposicié A.2, és el graf d’'una funcié binaria parcial.
Aquesta observacié explica dues maneres naturals de formalitzar les categories.

Presentacié relacional. En logica de primer ordre estandard podem prendre
com a primitives Dom(f,d), Cod(f,c) i Com(f,g,h). L’existéncia s’expressa mit-
jancant quantificadors i la funcionalitat s’axiomatitza o es demostra. Es la via
d’aquest apendix.
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Presentacié funcional. Podem prendre dom i cod com a operadors unaris. El
problema és la composicié: com que no tota parella de fletxes és componible, una
operaci6 binaria de composicié no és total sobre M x M. En logica de primer ordre
estandard, en canvi, els simbols de funcié s’interpreten com a funcions totals. Cal,
doncs, ampliar el marc logic o codificar explicitament la parcialitat.

Aquest és el cami seguit, en un formalisme diferent, per Benzmiiller i Scott [29,
30]. Treballen amb una logica lliure embeguda en Isabelle/HOL, un predicat £
d’existencia o definicid, i tres operacions parcials dom, cod i composicié. En el seu
AzxiomsSet, atribuit a Scott, els axiomes principals tenen la forma

E(domz) — E(z), (S1)
E(cody) — E(y), (52)
E(z-y) <> domx = cod y, (S3)
z-(y-2)=(x-y)- 2 (54)
(cody) -y ~y, (S5)
z - (domz) ~ z, (S6)

amb la composicié escrita en ordre funcional (x -y és «primer y, després x»), on
~ és la igualtat de Kleene (dos termes son iguals si tots dos sén indefinits, o bé
tots dos definits i iguals) i ~ és la identitat existent (tots dos termes definits i
iguals). En aquesta presentacid, la funcionalitat de dom, cod i de la composici6
queda incorporada en els simbols funcionals; la parcialitat es gestiona mitjancant
la logica lliure. Els mateixos autors formalitzen també equivalencies entre diversos
sistemes axiomatics i el pas, per Skolemitzacié, de formulacions existencials cap a
formulacions funcionals.

Nota. Els simbols tipografics per a aquestes dues igualtats varien entre fonts; aqui
fixem ~ per a la igualtat de Kleene i ~ per a la identitat existent, que no coin-
cideixen necessariament amb la notacié de 1’obra citada.

La correspondencia conceptual amb la presentacié relacional és:

presentaci6 relacional presentaci6 funcional lliure
(Al): domini i codomini dom, cod i 51,52
(A2): componibilitat S3
(A3): extrems de la composta | derivable en sistemes reduits
(A4): associativitat S4
(A5): neutralitat 55,56

La correspondencia no és literal féormula per féormula, perque els dos llenguatges
distribueixen la informacié de manera diferent.

A.10 El principi de dualitat

El capitol 1 formula el principi de dualitat de manera operativa (teorema 1.7):
una afirmacié expressable en el llenguatge de les categories es dualitza invertint
les fletxes, i, si és valida en totes les categories, la seva dual també ho és, perque
I’afirmacié original es pot aplicar a la categoria oposada. La presentacié relacional
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permet donar-ne una versié completament formal, en dues formes: una de sin-
tactica, sobre deduccions, i una de semantica, sobre models. En aquesta secci6
escrivim CT per al conjunt d’axiomes (A1D)—(A5C).

La traduccié dual. Per a cada féormula ¢ de L, definim la seva dual ¢
substituint cada férmula atomica no logica segons

Dom(f,d) — Cod(f,d), Cod(f, c) — Dom(f, ¢),
Com(f, g, h) — Com(g, f,h),

i deixant intactes les igualtats, els connectors i els quantificadors. Com que
Com(f,g,h) es llegeix «primer f, després g, amb composta hy, intercanviar-ne
els dos primers arguments és exactament invertir l'ordre de composicié. La tra-
ducci6 és una involucid, (¢°?)? = ¢, i commuta amb la substitucié de variables.
Un cop recuperada la notacié funcional (seccié A.7), aquestes substitucions sén
les del capitol 1: d(f) i c¢(f) s’intercanvien i g o f passa a f o g. Observem que la
dualitat no depen de tractar la composicié com un simbol funcional total: opera
directament sobre la relaci6 ternaria.

Observacio A.5. Els connectors i quantificadors de ¢ pertanyen al llenguatge
Lcat, amb que parlem d’una categoria, i la dualitat els deixa intactes. No s’han
de confondre amb la logica que una categoria pot codificar internament, quan
els seus objectes sén féormules i els seus morfismes deduccions. En aquest cas,
la dualitat de fletxes pot intercanviar la conjuncié i la disjuncié del sistema
codificat, pero el Aiel V de L, es mantenen.

Autodualitat dels axiomes.

Lema A.7. Per a cada axioma « de CT, la formula o°P és logicament equivalent
a un axioma de CT. Concretament, (A1D) i (A1C) es transformen 'un en
laltre, igual que (A5D) i (A5C); i cadascun dels axiomes (A2), (A3), (A4E)
i (A4U) es transforma en una variant d’ell mateix, que només en difereix pel
nom de les variables lligades, per 'ordre dels quantificadors i dels membres de
les conjuncions i, en el cas de (A4U), per la simetria de la igualtat.

Demostracio. Els casos d’(A1D) i (A5D) sén immediats:
(Vf 3ld Dom(f, d))™ és ¥f3ldCod(f,d), que és (ALC), i (VfVd(Dom(f,d) —
Com(d, f, f)))® és VfVd(Cod(f,d) — Com(f,d,f)), que és (A5C); per
involuci6, els casos d’(A1C) i (A5C) sén els reciprocs.

La dual d’(A2) és

VfVyg [EIe(Dom(f, e) A Cod(g, e)) < 3h Com(y, f, h)],

i, intercanviant els noms de les variables lligades f i g, s’obté (A2) llevat de
l'ordre dels quantificadors i dels membres de la conjuncié. La dual d’(A3) és

Vf,g,h,d, c [Com(g, fyh) A Cod(f,d) AN Dom(g,c) — Cod(h,d) A Dom(h, c)},
i Pintercanvi f <> g, d <> ¢ la torna en (A3). La dual d’(A4E) és
Vf,9.h,u,v [Com(g, f,u) A Com(h, g,v) — 3p3q (Com(h, u,p) A Com(v, f,q))];
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amb lintercanvi f <> h, u <> v, p <> ¢ esdevé
Vf,g,h,u,v [Com(g, h,v) A Com(f,g,u) — Iq3p (Com(f,v,q) A Com(u, h,p))],

que és (A4E). El mateix reanomenament transforma la dual d’(A4U) en (A4U),
amb la conclusi6 escrita ¢ = p.
|

Intuitivament, el lema diu que la definicié de categoria no distingeix entre
una fletxa i la mateixa fletxa recorreguda en sentit contrari. Es I'inic ingredient
especific de la teoria que necessiten els dos teoremes segiients.

Dualitat sintactica.

Teorema A.8 (Dualitat sintactica). Per a tota senténcia ¢ de Lc,, si CT F ¢,
aleshores CT F ¢°P.

Demostracio. Fixem un calcul de Hilbert estandard per a la logica de primer
ordre amb igualtat. La traduccié dual només reanomena les relacions primitives
i permuta els arguments de Com; commuta amb la substitucid, conserva les vari-
ables lliures i no toca ni els connectors, ni els quantificadors, ni la igualtat. Per
tant, transforma cada axioma logic (inclosos els de la igualtat) en un axioma
logic, i cada aplicacié d'una regla d’inferencia en una aplicacié de la mateixa
regla; les restriccions sobre variables de la regla de generalitzacié es conserven,
perque les variables lliures no canvien. Aplicada férmula a férmula a una deduc-
ci6 de ¢ a partir de CT, en dona una de ¢°° a partir de CT = {a°? : a € CT}.
Pel lema A.7, cada o es dedueix de CT; per tant, CT F .

|

Dualitat semantica. Per a una estructura 9 = (M, Dom™, Cod™, Com™) defin-
im ’estructura oposada

M* = (M, Cod™, Dom™, {(g,f,h): (f,9,h) € Com™}),

amb el mateix univers, els papers de domini i codomini intercanviats i la com-
posicié en l'ordre invers. Si 9 és el model associat a una categoria petita C pel
teorema A.6, aleshores 'aplicacié f +— f°P és un isomorfisme de 9°? en el model
associat a C: per a f: A — B, la relacié Dom™" (f,idp), que és Cod™(f,idp),
correspon a Dom(f°, (id)) a C, i Com™ (f,g,h), que és Com™ (g, f,h), és a
dir h = f o g, correspon a h°® = ¢°? o f? és a dir, a Com(f°, g°°, h°?) a C°P. Si
s’identifica cada f°° amb f, els dos models coincideixen.

Lema A.9. Per a tota formula ¢ de L, i tota assignacio s de les seves variables
lliures,
MP = pls] = M e™[s].

Demostracié. Per induccid sobre ¢. Per a les formules atomiques és la defini-
ci6 de M°P: per exemple, M = Com(f, g, h)[s] si i només si (s(g),s(f),s(h)) €
Com™, és a dir, si i només si 9 = Com(g, f,h)[s]. Les igualtats s’interpreten
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igual a totes dues estructures, i els passos dels connectors i dels quantificadors
son immediats perque 'univers és el mateix.

Teorema A.10 (Dualitat semantica). Si 9t és un model de CT, també ho és
M°P. En conseqiiencia, per a tota sentencia ¢ de Lcyt, si ¢ es compleix en tots
els models de CT —que, pels teoremes A.5 i A.6, corresponen a les categories
petites no buides—, també s’hi compleix ¢°P.

Demostracio. SiM = CTia € CT, pellema A.7 la férmula a°P és equivalent
a un axioma, de manera que 2 = a’, i pel lema A.9, M = «. Per a la segona
afirmacié, sigui 9t un model de CT. Com que 9°° també ho és, M = ¢, i el
lema A.9 dona 9 = ©°P.

|

Aquesta demostracié és la versio formal de la del capitol 1: alla es fa servir
que C° és una categoria; aqui, que 9°° és un model. Pel teorema de completesa,
CT F ¢ equival a CT |= ¢, i els dos teoremes sén, doncs, dues cares d’un mateix
fet. Les restriccions sobre la mida de 1’observacié A.1 es mantenen: la versié
semantica parla de categories petites no buides, i 'extensié a categories grans
demana la mateixa convencié metateorica addicional.

Abast. Tots dos teoremes parlen de formules de L¢,;. Una afirmacié que men-
cioni elements d’un conjunt, una categoria concreta o qualsevol estructura externa
no és una féormula d’aquest llenguatge i no té dual fins que no s’hi reformula. Per
aixo el capitol 1 enuncia el principi per a afirmacions expressables en el llenguatge
de les categories, i no per a «qualsevol afirmacié sobre categories». Els enunciats
que involucren diverses categories i functors entre elles demanen un llenguatge més
ric; el mecanisme és el mateix, pero cal dualitzar també les categories implicades,
com mostra I’exemple de les categories sobre i sota un objecte.

Un mecanisme general. El que hem fet —una involucié del llenguatge que
deixa invariant el conjunt d’axiomes— no és exclusiu de la teoria de categories.
La logica classica en dona una altra instancia: en el llenguatge de les algebres
booleanes, la involucié que intercanvia A amb V i el cert amb el fals deixa els
axiomes invariants, i produeix la dualitat de De Morgan. Un exemple encara més
antic és la dualitat projectiva: en el pla projectiu, intercanviar punt per recta —i
«passar per» per «tallar-se en»— deixa els axiomes invariants, de manera que cada
teorema té un teorema dual, com el de Desargues o la parella Pascal-Brianchon.
En tots els casos actua el mateix mecanisme, aplicat a llenguatges diferents. Quan
una categoria codifica logica, la dualitat de fletxes intercanvia conjuncié i disjuncié
si existeixen; que aquesta dualitat coincideixi exactament amb la de De Morgan
requereix, a més, un complement involutiu, i és una hipotesi addicional sobre la
categoria, no una conseqiiencia automatica de la dualitat categorica.
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A.11 Una observacié computacional

La presentaci6 relacional és especialment transparent per a ’axiomatica, pero
no és necessariament la més comoda per a una implementaci6. Un programa
prefereix, habitualment, operacions que retornin valors, dom: M — M icod: M —
M, iuna composicié parcial. Aquesta darrera es pot representar, per exemple, com
comp: M x M — M, o mitjangant un tipus opcional que distingeixi entre una
composta existent i una parella no componible.

No hi ha contradiccié entre les dues perspectives. La teoria relacional demostra
primer existéncia i unicitat; aquests resultats justifiquen després el pas a una
interficie funcional. El millor llenguatge per axiomatitzar una estructura no ha de
coincidir amb el millor llenguatge per implementar-la.

A.12 Connexio amb una lectura estructural

La presentacié anterior respon a un criteri estructural molt simple: no intro-
duir com a primitives entitats que poden reconstruir-se a partir de les relacions
fonamentals de la teoria. En la presentacié usual es parla de dos tipus de dades,
objectes i fletxes; en la relacional elemental només hi ha una mena d’individus, i
els objectes apareixen com les fletxes que satisfan Dom(e,e) A Cod(e, e). L’objecte
no és, doncs, una entitat afegida al costat de les fletxes, sin6 una posici6 estruc-
tural determinada per les relacions de domini i codomini —exactament el gir que
la introduccié anunciava en preferir relacionar a individualitzar (seccié 1).

Aquesta perspectiva és compatible amb una lectura estructural de la teoria de
conjunts: les realitzacions conjuntistes concretes poden quedar al metallenguatge,
mentre que el llenguatge de la teoria categorica reté només les relacions que ex-
pressen l'estructura que volem estudiar. Aixo no elimina la teoria de conjunts del
metallenguatge —la semantica estandard de primer ordre continua sent conjun-
tista, i el marc de mida el fixa I’apendix corresponent— pero evita confondre una
realitzacié externa amb les nocions primitives de la teoria objecte.

La llic6 metodologica és, doncs, doble. D’una banda, la formulaci6é relacional
mostra que una categoria es pot reconstruir a partir d’un univers de fletxes i de
tres relacions primitives. De l’altra, un cop feta la reconstruccié, no hi ha cap
inconvenient a recuperar la notacié funcional i la terminologia usual, que sén molt
més eficients per desenvolupar la teoria —i que son, de fet, les que la resta d’aquest
llibre empra.



B Grafs

Aquest apeéndix desenvolupa amb detall la nocié de graf dirigit, els seus ho-
momorfismes i els camins, i mostra com generar una categoria a partir d'un graf.
El material amplia, amb molts exemples concrets, la subseccié 1.4.6 del capitol de
categories.

B.1 Grafs

Qualsevol sistema de relacions, com les rutes de transport o les connexions
d’aerolinies, es pot dibuixar com una col - leccié de punts i fletxes. En aquesta
etapa no ens importa que sén els punts, siné com estan connectats. Aquesta
idea es modela amb el concepte de graf. En general, un graf consta de punts
(o objectes), anomenats vérters, alguns dels quals estan units per arestes; aqui
considerarem que els grafs son dirigits, és a dir, que cada aresta apunta en una
direccié, d’'un punt a un altre, i per aixo fem servir fletxes per connectar punts.
Entre dos punts hi pot haver moltes fletxes, o cap, i fins i tot pot haver-hi fletxes
d’un punt a si mateix. Sovint la manera més facil de descriure un graf petit és
dibuixar-lo, com a la figura segiient.

a

9’
e f
1 2 3 )y
N D
NN\ A
h
A 6
El tipus de graf que tractem aqui és una versio del graf dirigit que sovint s’anomena

multigraf dirigit amb bucles, encara que farem servir la paraula «graf» per abreujar.
En donem la definici6é formal.

(B.1.1)

Definicié B.1. Un graf G compren:

e un conjunt Vg de vertexs;
e un conjunt Fg d’arestes;

e dues aplicacions sg: Eg — Vg i tg: Eg — Vg, anomenades origen i

desti. Si sq(f) =aitg(f) =0b, escrivim a Lbo f:a—b,idiem que a
és el vertex d’origen i b el de desti.

347
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La notacié

G = EG::GVG
tg

Exemple B.1. Considerem el graf GG de la figura segiient:

2N
lCOb/ .CDm

k

Especifica quins sén els seus elements.

indica que G és un graf amb vertexs a V; i arestes a Fg.

348

Solucio. Esté Vg ={a,b,c} i Eq={f g,hk,[,m},iles dues aplicacions s6n

EG SG tG
flalb
g | a|c
h | b | a
k| cl|b
l b | b

m | c | c

O

Exemple B.2. Defineix el graf G perque la seva representacié grafica sigui (B.1.1).

Solucié.  Prenem Vi = {1,2,3,4,5,6}, Ec = {a,b,c,d,e, f,g,h,k,1} iles

aplicacions

EG Sa tG
a | 1]1
b | 1] 4
c | 2|4
d | 2|5
e | 2|1
fl13]2
g | 3|3
h |41
k| 4|5
I |53

que reprodueixen la figura (B.1.1).

Exemple B.3.
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1. Dibuixa el graf corresponent a les dades segiients:

EG Sa f}G

F 123

g |23

h|2]3 Ve ={1,2,3,4,5,6}
E |43

[ 163

m | 6|6

2. Escriu la taula corresponent al graf H segiient:

1—2-92-°-3_°54
i\,/ y
g d
~re_h k
lv5<—64>7
Solucid.
1.
k l
4*>3<—63
f@\.h
NI/
1 2 5
2.

S|
T
»
T
~
iy

Ve ={1,2,3,4,5,6,7}

~ QO Q0 o9
T DN~ W W N~
L J UL kBN W WwN

O

Exemple B.4. En una empresa petita hi ha tres departaments: Administracio,
Comptabilitat i Atencié al client. Durant el funcionament diari, els documents
poden circular diverses vegades entre els mateixos departaments, i alguns depar-
taments processen documents interns sense enviar-los enlloc. En un dia es donen
les situacions segiients:

e Dos documents passen d’Administracié a Comptabilitat.
¢ Un document passa de Comptabilitat a Administracié.

e Tres documents passen de Comptabilitat a Atencio al client.
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Un document passa d’Atencié al client a Comptabilitat.

Dos documents sén processats internament a Administracié.
e Un document és processat internament a Comptabilitat.
¢ Un document és processat internament a Atencié al client.

Modela aquesta situacié com un graf GG, especificant-ne els elements, interpretant-
ne les arestes i representant-lo graficament.

Solucié.  El graf G té com a conjunt de vertexs Vg = {a,b,c}, on a,b,c
representen Administracié, Comptabilitat i Atencié al client, respectivament.
El conjunt d’arestes és

Eoc={a25b, a0,
b a,
bﬁl—>c, b 12 c, b@—>c,
cﬁ>b7
aj—1>a, a2 a,
bl b,
cl%c},

on els subindexs indiquen arestes diferents entre els mateixos vertexs (diver-

. . 7 7 . l
sos documents amb el mateix recorregut) i els bucles a = a, b - bic — ¢
representen processament intern. La representaci6 grafica de G és

e/ 1
f1 : fo g
N |
a J2
{ ¥

J1

Aquest graf modela el flux real de documents dins I’empresa en un dia: les
direccions indiquen el sentit del flux, el nombre d’arestes entre dos departaments
indica la quantitat de documents, i els bucles indiquen activitat interna.

O

Exercici B.1. Defineix el graf G perque la seva representacié grafica sigui la

segiient: Q

77
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Exercici B.2. Dibuixa el graf corresponent a les dades segiients:

Eg |sc|ta

flov ] lw

g |w | x

h |w|x Vo = A{v,w,x,y, 2}
LYY

J | Y| %

k| z |y

Exercici B.3. En un centre logistic hi ha quatre seccions: Recepcié, Magatzem,
Preparacié de comandes i Expedicié. Els paquets es mouen entre les seccions al
llarg del dia, i alguns processos es fan dins d’una mateixa seccié. En una jornada
s’observen els fluxos segilients:

e Dos paquets passen de Recepciéo a Magatzem.

o Un paquet passa de Magatzem a Recepcid.

o Tres paquets passen de Magatzem a Preparacié de comandes.
e Dos paquets passen de Preparacié de comandes a Expedicio.
e Un paquet passa d’Expediciéo a Magatzem.

e Dos paquets séon reprocessats dins de Magatzem.

e Un paquet és revisat dins de Preparacié de comandes.

e Un paquet és verificat dins d’Expedicié.

Modela aquesta situacié mitjancant un graf. Especifica’n els elements i representa’l
graficament.

B.2 Homomorfismes de grafs

L’estructura d’un graf

G= Eg—=V,
tg

consisteix en dos conjunts Vi i Fg i dues aplicacions sg i tg. Per relacionar
dos grafs, hem de poder relacionar adequadament els seus conjunts i les seves
aplicacions.

Definicié B.2. Considerem dos grafs

G= E;s—=Vs, i H= Eg—=Vy
tg ta

Un homomorfisme F de G a H, que escrivim F: G — H, és un parell
d’aplicacions Fy: Vg — Vg i Fg: Eq — Eg tals que els diagrames segiients
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commuten:
Eg —5- Vg R (B.2.1)
e
Ey ——>Vu Ly ——=Vu

Dit breument, un homomorfisme preserva 'origen (diagrama de I’esquerra),
Fy osg =sgolFEg,
i el desti (diagrama de la dreta),

FVOtG:tHOFE.

Exemple B.5. Considerem els dos grafs segiients:

Defineix un homomorfisme F' entre ells.

Solucio. Com que k és un bucle i 'inic vertex de H amb bucles és b, necessari-
ament Fy,(2) = b. Com que g surt de 2, la seva imatge ha de sortir de b, i
les tiniques arestes que surten de b sén els bucles vy, z; per tant g també ha
d’anar a un bucle i Fy/(3) = b. Aquesta part és forgada; la resta és una elec-
ci6. Per construir un exemple concret, triem Fy (1) = a i Fy/(4) = ¢, i posem
Fr(k) = Fg(g9) =y, Fp(f) =2 i Fg(h) = v. Les taules segiients comproven que
aquesta tria preserva origen i desti.

La distincié entre una condicié necessaria i una eleccié és important: que
Fy(2) = Fy(3) = b estigui forgat no vol dir que ’homomorfisme sigui tnic.
De fet, una enumeracié finita directa de les aplicacions compatibles dona 24
homomorfismes entre aquests dos grafs, dels quals 8 tenen Fy/ (1) = a i 16 tenen
Fy(1) =b.

Comprovem que les condicions (B.2.1) es compleixen. Les taules dels dos grafs
son

Eg | sg | ta FEy | su |tu
fl11]2 v | a|c
g |23 x | a |b
h | 1|4 y | b | b
k| 212 z | b |0
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i les dues aplicacions de ’'homomorfisme sén

Ve | Vi FEg | Eg
1] a f | =
31 b h | v
4 | ¢ k| vy
Per exemple,
(Fv o sg)(f) = Fv(sa(f))
= F\/(l) = a,
(su o Fp)(f) = su(Fr(f))
- SH($> = a,

353

de manera que (Fy o sg)(f) = (sy o Fg)(f); deixem la resta d’arestes com a

exercici. Analogament,

(Fv otg)(h) = Fy(tc(h))
=Fy(4) =c,
=ty(v) =c,

i per tant (Fy otg)(h) = (tg o Fg)(h).

Exercici B.4. Considerem els grafs
a b d
G: 1—>2—>3 H: 4725 )e
Troba un homomorfisme F' de G a H i comprova les igualtats (B.2.1).

Exercici B.5. Considerem el graf GG definit per

EG SG tG
a | 1] 2
b |23
c 114 Ve =1{1,2,3,4,5,6}
d |14
e | 516

i el graf H representat per

w
S —

an

Y

p ¢)=

Es demana:

1. representar graficament el graf G;

2. trobar un homomorfisme F' de G a H i comprovar les igualtats (B.2.1).
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B.3 Camins en un graf

Sigui G un graf. Un cami a G és qualsevol successié d’arestes tal que el desti
d’una aresta sigui 'origen de la segiient. Aixo inclou successions de longitud 1,
que son elements de FEg, i successions de longitud 0, que comencen i acaben al
mateix vertex sense seguir cap aresta.

Definicié B.3. Sigui n > 1. En un graf
sG
G= Eqg—=ZVg
tg

un cami de longitud n del vertex a al vertex b és una successiéo d’arestes
(f1, f25- -+, fn), escrita en ordre de recorregut —primer es recorre f;—, tal que

(i) sa(fi) = a;
(ll) tG(fl) = SG(fH—l) per a 1= 17 s, 17
(i) ta(fa) = b
El conjunt de camins de longitud n s’escriu C,,. En particular, C5 és el con-

junt de parells d’arestes (f, g) amb t¢(f) = s¢(g), anomenats parells d’arestes
componibles.

Per conveni, per a cada vertex a € Vi hi ha un tnic cami de longitud 0 d’a a
si mateix, que denotem (), i anomenem cami buit d’a; és el cas n = 0, exclos de la
definicié anterior perque aleshores no hi ha cap aresta fi,..., f,. Si dibuixem un

cami
fl . f2 . fnfl . fn

I’aresta f; queda a l’esquerra i es recorre primer; f,, queda a la dreta i es recorre
ultima. Si f € Eg, aleshores (f) és un cami de longitud 1, és a dir, (f) € C;.

Exemple B.6. Considerem el graf G de I'exemple d’homomorfisme de la seccid

anterior:
k
;O
G: 1—=2
hi l
4 3

Escriu els camins de longitud 0, 1, 2 i 3 de G, i descriu tots els camins d’un vertex
a un altre.

Solucio. Recordem la taula de G: f: 1 — 2, g: 2 — 3, h: 1 — 41 el bucle
k:2— 2.

Longitud 0. Hi ha un cami buit per a cada vertex: Cyp = {()1, ()2, ()3, ()a}-
Longitud 1. Sén les arestes: Cy = {(f), (9), (h), (k)}.

Longitud 2. Busquem els parells (u,v) amb tg(u) = sg(v). Com que to(f) =
ta(k) = 2 1 les arestes que surten de 2 sén ¢ i k, mentre que de 3 i de 4 no en
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surt cap,
02:{(f79)7 (fak)’ (k7g)7 (k,k)}

Longitud 3. Cada cami de longitud 2 que acaba a 2 es pot allargar amb g o amb
k; els que acaben a 3 no es poden allargar:

ng{(f,k,g), (fakvk)v (k>kag>7 <k7k7k>}

Descripcié general. Escrivim k™ per a la successio (k, ..., k) de n bucles, amb
k° buida. Els camins d'un veértex a un altre sén exactament:

d’origen a desti camins
1—1, 3—3, 4 — 4| només el cami buit
1—2 (f,k™), n>0
1—3 (f,k™ g), n>0
1—14 (h)
22 k™, n >0 (per an =0, el cami buit (),)
2—3 (k™ g), n>0

i no n’hi ha cap més. El bucle k fa que el nombre de camins sigui infinit, pero

per a cada longitud n > 2 n’hi ha exactament quatre.
O

Exemple B.7. Fem el mateix amb el graf H del mateix exemple:

)

S
8 U\
[N

H

QL—

Escriu els camins de longitud 0, 1 i 2 de H, i compta quants camins de longitud n
hi ha.

Solucio. Lataulade H ésx:a— b, v: a— cielsbucles y,z: b — b.
Longitud 0 i 1. Co = {(as O, O} i C1 = {(@), (©), W), ()}

Longitud 2. De ¢ no surt cap aresta, de manera que v no es pot allargar. Després
de z, y o z som a b, i podem continuar amb y o amb z:

02:{([E,y), (J],Z), (y,y), (y,Z), (Z’y)v (sz)}

Recompte. Un cami de longitud n > 1 de b a b és una successié qualsevol de n
bucles, triant a cada pas entre y i z: n’hi ha 2". Un cami de longitud n > 2
que surt d’a ha de comencar per x i continuar amb n — 1 bucles: n’hi ha 2" 1.
L’tnic cami que va d’a a ¢ és (v). Per tant, per a n > 2 hi ha

2n + 2n71 =3 2n71

camins de longitud n; per exemple, 6 de longitud 2, d’acord amb la llista ante-
rior.

Comparat amb ’exemple anterior, un sol bucle produeix un nombre constant
de camins per a cada longitud, mentre que dos bucles al mateix vertex en
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produeixen un nombre que creix exponencialment.

B.4 De grafs a categories

Podem passar d’un graf a una categoria afegint-hi composicié i identitats. La
construccié segiient és fonamental: mostra que tot graf genera una categoria de
manera lliure.

Per a qualsevol graf G hi ha una categoria Free(G) els objectes de la qual sén
els vertexs de G i els morfismes de la qual sén els camins de G. Un cami d’a a
b és un morfisme a — b. La composicié s’obté concatenant camins, en ordre de
recorregut: si p = (ay,...,a,) és un cami d’A a Biq = (by,...,bs) un cami de B
a (', la seva composici6 és el cami d’A a C

qop= (ala-"aamblw"vbs)a

on, d’acord amb la convenci6 categorica q o p, el cami p —el que surt d’A— es
recorre primer. Per a cada vertex A, la identitat id4 és el cami buit () 4.

Comprovem que Free(G) és una categoria. La composicid és associativa perque
la concatenaci6é de successions ho és: en concatenar tres camins componibles, el
resultat és la successié de totes les seves arestes en ordre, amb independencia de
I'ordre en que s’agrupin. El cami buit és neutre, ja que concatenar-lo no afegeix
cap aresta: (ai,...,a,)o()a = (a1,...,a,) = ()po (ai,...,a,) per a tot cami d’A
a B. Per tant, Free(G) satisfa els axiomes de categoria. S’anomena categoria
lliure generada pel graf GG, o també categoria de camins de G.

Exemple B.8. Especifica la categoria Free(GG) generada pel graf
G: 1-2>2-"-3
de 'exercici d’homomorfismes de la secci6 B.2.

Solucio. FEls objectes son els vertexs 1, 2 i 3. Els morfismes sén els camins, i
com que el graf no té cicles, n’hi ha un nombre finit:

Hom(1, 1) = {()1} | Hom(1,2) = {(a)}
Hom(2,2) = {()2} | Hom(2,3) = {(b)}
Hom(3,3) = {()s} | Hom(1,3) = {(a,)}
i tots els altres homconjunts (Hom(2, 1), Hom(3, 1), Hom(3,2)) sén buits. En

total, sis morfismes: les tres identitats, les dues arestes i el cami de longitud 2.
L™nica composicié que no involucra identitats és la de (a) i (b):

1.9 9 (b) o (a) = (a, b).

b
I

3

Les composicions amb identitats son les que imposen els axiomes, perque els
camins buits son neutres per a la concatenacio.
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Com que entre dos objectes hi ha com a maxim un morfisme, Free(G) és una
categoria prima. De fet, és la categoria associada a l'ordre 1 < 2 < 3 —hi ha
un morfisme ¢ — j exactament quan i < j—, isomorfa, doncs, a la categoria 3
de l'ordre 0 < 1 < 2 que apareix al capitol 1.

O
Exemple B.9. Especifica la categoria Free(H) generada pel graf
H: 4 # 5 Q e
del mateix exercici.
Solucié.  Els objectes sén 41 5. Escrivim e” per al cami (e, ..., e) de n bucles,

amb e? = ()5. Els camins de H donen els homconjunts segiients:

Hom(4,4) = {()},

Hom(5,5) = {e" : n > 0},

Hom(4,5) = {(c,e") : n >0} U{(d,e") : n > 0},
Hom(5,4) = @.

De 5 a 4 no hi ha cap cami, perque cap aresta surt de 5 cap a 4.

La composicié és la concatenacié. Per a bucles, €™ oe™ = ™™ i per als camins
de 4 a 5,
(ce™)
4-—%5 e™ o (c,e") = (c,e"™),
em
(c,ent™)

5

i igual amb d en lloc de c.

Hi ha dues observacions a fer. Primera: Hom(5,5) amb la composici6 és el
monoide (N, +,0), via e" — n; la subcategoria plena sobre I'objecte 5 és, doncs,
la categoria d’un sol objecte d’aquest monoide. Segona: les arestes paral - leles
¢ i d donen morfismes diferents, (¢) # (d), i també (c,e™) # (d,e™) per a tot n.
La categoria lliure no identifica mai dos camins diferents: no imposa cap relacié
que no vingui forcada pels axiomes.

O



C Convencio de mida

Al llarg del llibre hem parlat de categories petites, localment petites i de classes
propies sense fixar del tot el marc conjuntista. Aquest apéndix el fa explicit, perque
el volum de logica categorica —on apareixen categories de models, doctrines i
fibracions— l’exigira.

Marc adoptat: classes i conjunts. Treballem en una teoria de conjunts amb
classes propies, a l'estil de von Neumann—Bernays—Godel (NBG). Hi ha dos
nivells de col - leccions: els conjunts, que poden ser elements d’altres col - leccions,
i les classes propies, que no. Amb aixo:

e una categoria és petita si la seva col - leccié d’objectes i la de morfismes sén
totes dues conjunts;

o és localment petita si tots els homconjunts Hom(A, B) sén conjunts, tot i
que la col - leccié d’objectes pot ser una classe propia;

e és ben potenciada si, per a cada objecte A, els subobjectes de A formen
un conjunt.

Liltima condicié demana una precisié. Un subobjecte de A no és un monomor-
fisme concret cap a A, sindé una classe d’equivalencia de monomorfismes. Dos
monomorfismes m: S — Ain: T — A sén equivalents quan cadascun factoritza
a través de laltre, és a dir, quan difereixen en un isomorfisme entre els domi-
nis. La distincié és essencial, i en el marc de classes cal formular-la amb cura. A
Set, els monomorfismes cap a un conjunt donat formen una classe propia, perque
cada subconjunt té moltes copies isomorfes; i cada classe d’equivalencia és, ella
mateixa, una classe propia. Com que les classes propies no poden ser elements de
cap col - leccio, «el conjunt de les classes d’equivaléencia» no té sentit literal. La
definici6é precisa és, doncs, la segiient: una categoria és ben potenciada si, per
a cada objecte A, hi ha un conjunt R4 de monomorfismes cap a A tal que tot
monomorfisme cap a A és equivalent a algun element de R4. Aleshores es defineix
Sub(A) com el conjunt quocient R4/~, i [m] designa la classe dels representants
equivalents a m. Un altre conjunt de representants dona un quocient en bijeccid
canonica amb aquest, i la bijeccié respecta 'ordre; per aixo el resultat no depen
de la tria de R4. A Set es pot prendre com a R4 el conjunt de les inclusions dels
subconjunts de A, i s’obté Sub(A) = P(A). La resta del llibre parla de «classes de
monomorfismes» en aquest sentit.

Les categories Set, Grp, Top, Graph i Cat sén localment petites pero no
petites; cada preordre concret sobre un conjunt i cada categoria finita concreta
son petites. Aixo no s’ha de confondre amb la petitesa de la categoria de tots

358
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els preordres o de totes les categories finites, que —en tenir una classe propia de
conjunts subjacents— sén grans llevat que es fixi una convencié de mida o s’esculli
un conjunt de representants.

Quan alguna construccié demani triar simultaniament un objecte (o un mor-
fisme) per a cada objecte d’'una categoria gran —per exemple, en construir un in-
vers d’'una equivaléncia—, la familia de tries esta indexada per una classe propia,
i Paxioma de l'eleccié ordinari, que val per a families indexades per un conjunt,
no hi arriba. En aquests casos assumim la forma global de ’eleccié (disponible,
per exemple, a NBG amb I'axioma d’elecci6 global). Ho indicarem alla on calgui.

L’alternativa dels universos. Una segona opci6, molt usada en geometria alge-
braica i teoria de topos, fixa un o més universos de Grothendieck I/ —conjunts
prou grans i tancats per les operacions habituals— i parla de categories U-petites
i U-grans de manera relativa a U. Aquesta convencié té I'avantatge que «la cate-
goria de tots els U-conjuntsy» és, ella mateixa, un objecte d’un univers més gran,
cosa que simplifica certes construccions. En aquest volum no I’adoptem, per no
carregar una introduccié amb la teoria d’universos; pero el lector que continui cap
a la teoria de feixos la retrobara. Les dues opcions sén maneres alternatives de
gestionar la mida més que no pas fonaments identics: a grans trets, el paper de les
«classes propies» de NBG el fa aqui la distincié entre U-petit i U-gran relativa a un
univers U fixat. Fer precisa aquesta correspondeéncia exigeix especificar 'univers i
les hipotesis pertinents; no cal, pero, que aixo sigui un obstacle per a una primera
lectura.

Fixar aquesta convenci6 des d’ara evita 'ambigiiitat que, altrament, es faria notar
quan apareguin categories de models i functors classificadors: en tot moment, cada
construccié d’aquest llibre declara si viu en un conjunt o en una classe propia.

Per saber-ne més. Les qiiestions de mida es tracten, al nivell d’aquest llibre, a
(2, §1.8], [5, §1.1] —on l'observaci6 1.1.5 presenta la convencié d’universos—, [4,
§3.2] i [7, cap. 1]. El capitol 3 de [4] presenta, a més, la perspectiva en que el
mateix llenguatge estructural fa de fonament, sense una teoria de conjunts previa;
en son les fonts [19] i, com a introduccié informal, [20]. Per a una comparacié
detallada de les diferents maneres de gestionar la mida —classes, universos i altres
alternatives—, adequada un cop se’n té una certa experiéncia, vegeu [21].



D Solucions dels tests

Aquest apendix reuneix les respostes i les justificacions dels tests interactius.
Serveixen per als lectors de PDF que no admeten la correccié automatica i per
a I'as en paper. Es recomana consultar-les només després d’haver respost tot el
test: cada justificacié explica per que la resposta correcta ho és i, sovint, on falla
el distractor més temptador.

Test del capitol 1

Respostes. 1.¢ 2.b 3.a 4.d 5.c¢c 6.d 7.a 8b 9.a 10.d
11.b 12.c

Justificacions.
1. hogo f només té sentit si cod(f) = dom(g) i cod(g) = dom(h); I'associativitat només
diu que, quan les dues agrupacions existeixen, coincideixen.

2. Els dos camins de A a D sén «primer f, després v» i «primer u, després g», i la
composicié s’escriu de dreta a esquerra.

3. Hi ha fletxes en tots dos sentits, i com que la categoria és prima, les composicions
sén identitats: p = q. Perd p i ¢ sén férmules diferents. Una categoria prima és
un preordre, no necessariament un ordre parcial, i aqui es veu la diferéncia entre
igualtat i isomorfisme.

4. Té un sol objecte, perdo Hom(x, %) = N té més d’un element.
5. Per tant no és un morfisme de Pos, i f no té invers en la categoria.

6. Es injectiva i, per tant, un monomorfisme de Set; pero no té retraccid, perque no hi
ha cap aplicacié {*} — @.

7. Si fog= foh,aleshores g=10fog=ro0foh=h. Tenir invers per un costat no
fa f isomorfisme: a Set, la inclusié {0} < {0, 1} té retraccié pero no és bijectiva.

8. En passar a I'oposada, la cancel - lacié per ’esquerra es converteix en cancel - lacio
per la dreta, igual que una retraccié passa a ser una seccio.

9. Es a dir, que fa commutar el triangle sobre A.

10. La composici6 es fa component a component. No s’ha de confondre amb el producte
d’objectes dins d’una sola categoria.

11. Sén idy, a, aoa, acaoa,...; és la categoria BM del monoide (N, +,0).

360



APENDIX D. SOLUCIONS DELS TESTS 361

12.

Es localment petita (cada Hom(A, B) és un conjunt), perd la col - leccié de tots els
conjunts és una classe propia, no un conjunt.

Tornar al test (pagina 295).

Test del capitol 2

Respostes. 1.a 2.b 3.d 4.¢ 5.a 6.c 7.d 8. a 9.b 10.c
11. b

Justificacions.

10.
11.

. Un functor és dues assignacions, sobre objectes i sobre morfismes, que han de respec-

tar dominis, codominis, composici6 i identitats.

. La identitat 1 de BM va a parar a e # 1; és un morfisme de grafs, perd no un

functor.

. Un functor preserva el que esta testimoniat per morfismes i equacions (isomorfismes,

seccions, retraccions), pero ser mono es defineix per cancel - laci6 sobre totes les fletx-
es de la categoria d’arribada, incloses les que no provenen de la categoria d’origen.

Tot conjunt finit és isomorf a algun n, pero en general no és igual a cap d’ells.

. Com que F és ple, 'invers de F(f) prové d’algun g; com que F és fidel, les identitats

gof=id1i f og =id es dedueixen de les seves imatges. Els functors plens i fidels
reflecteizen isomorfismes.

. La precomposicié amb f va de Hom(Y, B) a Hom(X, B): inverteix el sentit de f.

Homomorfismes diferents donen aplicacions diferents; pero entre dos grups hi ha
aplicacions de conjunts que no sén homomorfismes i que, per tant, no provenen de
cap morfisme de Grp.

. La col - leccié de totes les categories petites és una classe propia, com la de tots els

conjunts.

. Cal triar les imatges dels vertexs 7 de les arestes, respectant origen i desti; aquesta

tria s’estén de manera tinica als camins.
Precomposicié amb f en la primera variable i postcomposicié amb g en la segona.

Totes dues categories sén primes, de manera que J és ple si i només si cada fletxa
A — B de Provys prové d’'una de Provy, és a dir, si A 7 B implica A Fp B. Ser
la identitat sobre objectes (a) no diu res sobre els morfismes.

Tornar al test (pagina 299).
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Test del capitol 3

Respostes. 1.¢ 2.b 3.¢ 4.d 5.a 6.b 7.¢ 8Db 9.a 10.d
11.a 12.d

Justificacions.
1. Per a f: {0,1} — {0,1} constant de valor 0, es té f o7 = f, mentre que 7o f és
constant de valor 1.

2. L’existencia d’isomorfismes objecte a objecte no garanteix que siguin compatibles
amb I’acci6 dels functors sobre els morfismes.

3. La naturalitat respecte de g exigiria 7 o n, = 74, impossible perqué 7 no té punts
fixos.

4. Es la condicié de naturalitat per a I'tinica fletxa no trivial de 2.

5. Es el quadrat de naturalitat de 1 per a f: els dos camins de F(X) a G(Y) coin-
cideixen. En termes logics, la interpretacié és compatible amb la substituci6. Ni (b)
ni (c) sén certes, perque formules diferents poden tenir la mateixa taula de veritat.

6. na: F(A) —» G(A) i 64: G(A) — H(A) només es componen en aquest ordre, i la
composta va de F'(A) a H(A).

7. Tots dos costats envien = a [f(z)].

8. Essencialment exhaustiu només demana que tot objecte de D sigui isomorf a una
imatge, i ser ple i fidel afecta els morfismes; per exemple, la inclusié d’un esquelet
no és bijectiva sobre objectes.

9. Ser ple dona l'existéncia de G(v), i ser fidel, la unicitat.
10. Coincideix amb L(na) o 0p(4) per la naturalitat de 6 aplicada a 74.

11. La inclusié 1 — I és plena, fidel i essencialment exhaustiva, pero cap functor entre
elles no pot ser bijectiu sobre objectes.

12. F és ple, fidel i essencialment exhaustiu, i per tant una equivalencia. No hi ha cap
isomorfisme de categories, perque Matg és esquelética i FinVectkg no ho és. El
quasiinvers tria una base de cada espai: F(G(V)) = K4V que és isomorf a V perd
en general no hi és igual. Un espai de dimensié n és isomorf a K", no igual.

Tornar al test (pagina 303).

Test del capitol 4

Respostes. 1.a 2.¢c 3.b 4.d 5.a 6.d 7.b 8. .c¢c 9.a 10.c
11.b 12.d 13.c¢ 14.d 15.b

Justificacions.

1. Es la definicié. L’opcié (b) és la d’objecte inicial, i (d) no té per queé complir-se: ser
terminal és una propietat universal, no un isomorfisme amb tots els objectes.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Comprova els tipus: u: S(A) — T(B)iu': S(A") — T(B’). L inic quadrat ben tipat

de S(A) a T(B') és T(b) ou = u' o S(a). A (a) i (b) les composicions no existeixen
en general.

. Una propietat universal no descriu que és la dada, sin6 com es relaciona amb tota

la resta: la dada és un objecte representant, amb el seu element universal.

. Ser terminal vol dir que cada Hom(X, 1) té exactament un element. Aquestes bijec-

cions amb {*} formen un isomorfisme natural, perque tots els quadrats acaben en
un conjunt d’un element.

. Es la definicié, en la forma de la proposicié sobre representabilitat i isomorfisme

natural. Ser constant o tenir un element a cada conjunt sén casos molt particulars;
«ple i fidel» és una propietat de functors entre categories, no de prefeixos.

. Per contravariancia, P(f): P(A) — P(X); no cal que f tingui invers.

Si p: X — A, Iinica composicié possible amb f: A — B és fop: X — B. A (a),
po f demanaria B = X. A (c¢), amb ¢: A - X, ¢ o f demanaria B = A: és una
versié mal tipada de Hom(f, X), que va de Hom(B, X) a Hom(A4, X). A (d), amb
p: X = B, po f demanaria de nou B = X.

. Pellema de Yoneda, la transformacié determinada per B € P(A) envia f a P(f)(B) =

f~1(B) = {a,c}. L’opcié6 (d) és B mateix, que viu a P(A) i no a P({a,b,c}).

. Tenim 7n: y(A) = P iy(a): y(A') = y(A). Lnica composicié possible és, doncs,

noy(a), que va de y(A’) a P, is’hi aplica ® 4/ p. Per contravariancia, P(a): P(A) —
P(A"). A (b), @4 p no s’aplica a una transformacié que surt de y(A4’). A (c), y(a)on
no és componible. A (d), P(a) no té per que ser invertible.

L’aplicaci6 del lema és ) — n4(id4). L’opcié (a) és tota la component, no un element
de P(A); és I'element el que determina 7.

Amb P = Hom(—, B), el lema dona Nat(Hom(—, A), Hom(—, B)) = Hom(A4, B), i la
bijecci6 és f — y(f). No és essencialment exhaustiva: hi ha prefeixos que no sén
representables.

Un functor ple i fidel reflecteix isomorfismes, i tot functor els preserva; aplicat a y,
dona l'equivaléncia. La igualtat (b) és massa forta, i la cardinalitat (a) no té sentit
en una categoria general.

La propietat universal fa que ’isomorfisme sigui tnic entre els compatibles amb les
projeccions. Sense aquesta condicid, pot haver-n’hi molts: a Set, per exemple, qual-
sevol bijecci6é de P en Q.

Es la definicié: un objecte de A, un de B i una fletxa de S(A) a T(B) a C. Les
categories sobre i sota un objecte en sén casos particulars.

Es la definici6 de representacié d’un prefeix: cada element de cada P(X) s’obté de u
per un unic morfisme X — A. Equival a I'isomorfisme natural Hom(—, A) = P que

envia f a P(f)(u).

Tornar al test (pagina 307).
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Test del capitol 5

Respostes. 1.b 2.¢ 3.a 4.d 5.d 6.b 7.c 8 a 9.d 10.c
11.a 12.¢ 13.b 14.b 15.a

Justificacions.

1. Es la definicié: un diagrama és un functor, i la categoria index en dona la forma. Un
objecte o un morfisme sols no recullen les compatibilitats entre les fletxes.

2. Les components de ao: Ay = D sén fletxes A — D;, i la naturalitat per a u: i — j
diu Dy o o;; = o, que és exactament la condicié de con.

3. Un con limit és un con pel qual factoritza de manera tinica qualsevol altre con: és a
dir, un objecte terminal de Con(D). D’aqui ve la unicitat llevat d’un tinic isomorfisme
compatible amb les projeccions.

4. Un con sobre un parell d’objectes, sense cap fletxa entre ells, és una parella de
fletxes sense cap condicié: la propietat del producte. Dues fletxes paral - leles donen
I’equalitzador, i el raco, el pullback.

5. Una fletxa h: X — A amb f o h = g o h pren valors dins d’aquest subconjunt, i hi
factoritza de manera tnica. L’opcié (c) és el coequalitzador, el concepte dual.

6. Una parella x1: X — A, z9: X — B amb f oz, = g oy factoritza de manera tinica
per x — (z1(x),z2(x)), que pren valors en aquest subconjunt. Tot A x B només és
el pullback quan C' té un sol element.

7. Un con sobre el diagrama buit és només un vertex, sense projeccions. Un con limit
és, doncs, un objecte al qual arriba una tnica fletxa des de cada objecte.

8. Es la nocié dual: un cocon universal, és a dir, un objecte inicial de la categoria de
cocons, o equivalentment un limit del diagrama corresponent a C°P. No és un limit
de la mateixa categoria.

9. Els limits a C* es calculen objecte per objecte a C; equivalentment, cada functor
d’avaluacié ev, els preserva.

10. Es el teorema de caracteritzacié: el limit d’un diagrama finit es construeix com
un equalitzador de dues fletxes entre productes finits. Amb terminal i pullbacks
s’obtenen productes i equalitzadors.

11. Es la definicié de preservacié. No tot functor preserva limits: per exemple, I'oblit
Grp — Set no preserva els coproductes, que sén limits a ’oposada.

12. El conjunt subjacent d’un limit de grups és el limit dels conjunts subjacents (families
compatibles). En canvi, el coproducte de grups és el producte lliure, que no és la
unié disjunta dels conjunts subjacents. Més endavant es veura que U és un adjunt
per la dreta.

13. Les fletxes A — lim D es corresponen bijectivament amb els cons amb vertex A, que
s6n les families compatibles de Hom(A4, D;), és a dir, els elements de lim Hom(A, D;).
L’opcié (c) correspon al representable contravariant: Hom(—, B) envia colimits a
limits.

14. Lafibrade AxpgY — A sobre a esta en bijeccié amb la fibra y~1(f(a)): la reindexaci6
és la substitucié al llarg de f.
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15.

Es la propietat universal del pullback: el quadrat commuta i qualsevol altre quadrat
commutatiu sobre f i g hi factoritza de manera tnica. L’opcié (b) només diu que el
quadrat commuta, i aixo no basta.

Tornar al test (pagina 311).

Test del capitol 6

Respostes. 1.b 2.¢ 3.b 4.d 5.a 6.b 7.¢ 8d 9.b 10.c
11.a 12.d 13.a 14.a

Justificacions.

10.

11.

12.

. Es la definici6 d’adjuncié entre preordres: f és adjunt per esquerra de g. No cal

que siguin inverses: f(z) <y < z < g(y) és més feble que go f =idi fog=id.

. AANBbFp Csiinoméssi BbFp A — C: ésla regla de la deduccié (introducci6 i

eliminaci6 de la implicaci6). Les altres parelles no satisfan cap equivaléncia d’aquesta
forma.

. Es la definici6: una familia de bijeccions 6 A.B, natural en A i en B. Un isomorfisme

de categories és un cas molt particular, i una transformacié natural qualsevol no
relaciona homconjunts.

Un morfisme AA = D és un con, que correspon a una fletxa A — l&n D; un morfisme
D = AA és un cocon, que correspon a una fletxa colim D — A.

- ma = 0(idpa)): A = G(F(A)). L'opcié (c) és la counitat. Les opcions (b) i (d)

no tenen sentit en general, perque F i GG van en sentits contraris i no comparteixen
domini.

. ep = 07 '(idgp)): F(G(B)) — B. L'opci6 (a) és la unitat. La counitat és una

transformacié natural, no una igualtat ni un objecte.

. Comprova els tipus: amb ¢: F(A) — B, G(¢): G(F(A)) — G(B), i compondre amb

na: A — G(F(A)) dona A — G(B). L'opcié (a) és la férmula del transposat invers,
per a ¢: A — G(B); 'opcié (d) no és componible.

. Sén ep(a) 0 F(na) = idp(ay i G(eg) o ng(py = idg(p)- A més, dues transformacions

naturals que les satisfan defineixen una adjuncio: és la segona presentacio.

. L’objecte inicial és el colimit del diagrama buit. L’objecte inicial de Set és &, pero

U envia l’inicial de Mon a un conjunt d’un element; per tant, no preserva aquest
colimit.

Si FH4GiF -G, aleshores Hom(—, G(B)) = Hom(—, G'(B)) naturalment, i Yoneda
dona G(B) = G'(B), naturalment en B. No hi ha igualtat estricta: qualsevol functor
isomorf a un adjunt també ho és.

RAPL abreuja right adjoints preserve limits. L’opcié (d) confon els costats: els
adjunts per I’esquerra preserven colimits.

Free 4 U, i els adjunts per la dreta preserven limits.
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13. Fixat B, una fletxa A x B — C correspon a una fletxa A — CP, naturalment en A
i en C. Es exactament la bijeccié de I’adjuncié — x B - (—)5.

14. A Set, 35 és la imatge 1 V¢(S) el conjunt dels y amb fibra continguda en S; per a
una projeccid, sén la quantificacié existencial i la universal.

Tornar al test (pagina 315).

Test del capitol 7

Respostes. 1.a 2.¢ 3.d 4.b 5.c 6.a 7.d 8.a 9.b 10.c
11.d 12.b

Justificacions.

1. El terminal és el producte buit, i els productes de qualsevol familia finita s’obtenen
per induccié a partir dels binaris. Els colimits i els exponencials no formen part de
la definicio.

2. Es la currificacié f — Af, natural en A i en C: expressa Padjuncié — x B 4 (—)5.

3. Cf és la transposada de CB x B’ WxI 0B« B .

4. Es el triangle de la definicié: currificar i després avaluar torna f. L’opcié (a) no és
ni tan sols componible, perqué ev surt de C® x B i Af hi arriba només des de A.

5. Tancar cartesianament vol dir que la currificacié és sempre disponible: per a cada B,
—x B - (—)B. Un adjunt per 'esquerra de — x B seria una altra cosa, i no existeix
en general.

6. L’avaluacié és ev(g,b) = g(b), i la currificacié de f: Ax B — C és a > (b— f(a,b)).
Cal prendre totes les aplicacions, no només les bijeccions, perqué Af(a) pot ser
qualsevol aplicacio.

7. En un preordre, I’exponencial és I’adjunt per la dreta del producte, que és 'infim.
En una algebra de Boole, a més, b = ¢ = bV ¢, pero aquesta férmula no val en una
algebra de Heyting qualsevol.

8. A Top, 'avaluacié no sempre té un espai de funcions continues universal. Set, les
algebres de Heyting com a preordres i les categories de prefeixos si que sén cartesianes
tancades.

9. Un terme de tipus ¢ — 7 és una funcid, i en una CCC les funcions de [o] a [7]
formen l'exponencial. El producte interpreta, en canvi, el tipus parella o x 7.

10. Sit té tipus 7 en el context I', z:0, s’interpreta com un morfisme [I'] x [o] — [7].
La seva currificacié és un morfisme [I'] — [7] [7] que interpreta \z. t.

11. Aplicar una abstraccié a un argument és avaluar una currificacié, i ’equacié ev o(Af x
id) = f diu que el resultat és f, que és el que afirma la regla (5). La regla (1)
correspon a la segona llei, A(evo(g x id)) = g.

12. Els tipus s’interpreten com a objectes, els termes com a morfismes i les conversions
com a igualtats. En la lectura logica, les proposicions del fragment (T, A, —) sén els
tipus, i les demostracions, els termes.
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Tornar al test (pagina 319).

Test del capitol 8

Respostes. 1.¢ 2.b 3.d 4.b 5.¢ 6.d 7.a 8.c¢ 9.a 10.d
11.¢c 12.b 13.d 14.a 15.b 16.a 17.c

Justificacions.

10.

11.

12.

13.

. Dos monomorfismes que difereixen en un isomorfisme dels dominis representen el

mateix subobjecte. Un morfisme qualsevol no basta: cal que sigui mono, el paper
que a Set fan les injeccions.

. La reindexaci es calcula component a component: F*(V', E') = (Fy,*(V'), F5*(E")),

que és tancat per origen i desti perque F' els preserva.

. Dos monomorfismes cap a A sén equivalents si i només si tenen la mateixa imatge,

i la imatge determina la classe. L’ordre correspon a la inclusié de les imatges.

Es el parell de projeccions pi,pa: R — A del pullback de f amb f; a Set, R =
{(a,d") | f(a) = f(a')}. Quan existeix la parella nucli, un epimorfisme regular n’és
el coequalitzador.

. [m] < [n] vol dir que m factoritza a través de n: tot el que satisfa el predicat m

satisfa el predicat n. Es Pordre de la deduibilitat entre predicats sobre A.

. Sim/ou = m/ow al pullback, aleshores u i v tenen la mateixa composicié amb totes

dues projeccions (la segona, per la cancel - lacié de m), i per la unicitat del pullback
U= .

Es la definicié: el pullback d’un mono és mono, i en resulta una aplicacié monotona,
ben definida entre classes. La imatge directa (d) correspon a lexistencial, que va en
sentit contrari.

. El pullback de la inclusié S < B al llarg de f és {a € A | f(a) € S}. La imatge

directa (a) és l'existencial 3¢, 'adjunt per 'esquerra de f*.

. Si p(y) és un predicat sobre B i f interpreta un terme, f*¢ és o(f(z)): substituir

és fer el pullback. La quantificacié existencial correspon a la imatge.

Una fletxa factoritza a través de m i de n si i només si factoritza a través del seu
pullback. Per tant, el pullback és el major subobjecte per sota de tots dos, i interpreta
la conjuncio.

Partint de Sub(A), hi ha dos camins fins a Sub(B’): quantificar al llarg de f i
substituir al llarg de g, o substituir al llarg de h i quantificar al llarg de f’. La
condicié diu que coincideixen: quantificar i substituir commuten. A (a) i (b) les
composicions no existeixen (3¢ surt de Sub(A4), no de Sub(B)), i a (d) el domini i el
codomini estan intercanviats.

L’existencial és la imatge, i la regularitat en garanteix l’existencia i ’estabilitat.
L’adjunt per la dreta V; és estructura addicional, que tenen, per exemple, els topos.

A Set, ’epi regular és I'aplicacié exhaustiva sobre la imatge, i el mono és la inclusié
de la imatge. La factoritzacié és tnica llevat d’un tnic isomorfisme compatible.
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14. La imatge és un subobjecte pel qual factoritza f, i és per sota de qualsevol altre que
tingui aquesta propietat. A Set és el subconjunt f(A) C B.

15. Es la condicié que fa estables les imatges per reindexacié i, per tant, 'existencial
compatible amb la substitucié. Els colimits, el tancament cartesia i els objectes
projectius no formen part de la definicié.

16. Es fa la composici6é f o s ise’n pren la imatge a B; a Set, f(S). Aquest operador és
l'adjunt per esquerra de f*: J¢[s] < [t] si i només si [s] < f*[t].

17. Les unions de subobjectes estables per reindexacié no formen part de la definicié
de regularitat: son l'estructura de les categories coherents. El mateix passa amb
I'adjunt per la dreta Vy. En canvi, (a) i (b) sén part del que dona la regularitat,
i (d) també val: els infims sén pullbacks, i f* els preserva perque és adjunt per la
dreta de dy.

Tornar al test (pagina 323).

Test del capitol 9

Respostes. 1.¢ 2.b 3.d 4.a 5.c 6.d 7.b 8 a 9.a 10.b
11.¢c 12.d 13.b

Justificacions.

1. Es la propietat universal del quadrat cartesia de m: la pertinenca d’un element
generalitzat esdevé una igualtat de morfismes cap a €.

2. Q actua per reindexacié de sedassos: Q(h)(S) = h*S, i aquest conjunt torna a ser
un sedas.

3. Es la definicié de classificador: existéncia i unicitat de x, amb U com a pullback de
true al llarg de x. Que el quadrat només commuti no basta per a la unicitat.

4. La bijeccié Sub(E) = Hom(E, 2), natural en E, és exactament una representacié de
Sub, amb element universal true.

5. Dos objectes que representen el mateix functor sén isomorfs per un tnic isomorfisme
compatible amb els elements universals: és el principi de Yoneda aplicat a Sub.

6. Limits finits, exponencials i classificador de subobjectes: no es demanen colimits
infinits. FinSet, que no en té, és un topos.

7. Set té limits finits, exponencials i el classificador {0,1}. Top no és cartesiana
tancada, i un monoide no trivial vist com a categoria no té ni tan sols tots els limits
finits.

8. Té limits finits i exponencials (capitols de limits i de cartesianes tancades) i el clas-
sificador de sedassos. No cal cap condicié sobre C més enlla de ser petita.

9. Com que v,w € H, la imatge de x ha d’anar de 1 a 1, i n’hi ha dues: 91 T. Si fos
T, x seria al pullback de true, que ha de ser exactament H; per tant, va a 9. L’opcio
(c) tindria el desti equivocat, i un morfisme de grafs actua també sobre les arestes.
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10.

11.

12.

13.

Combina la currificacié Hom (A, QF) = Hom(A x E, Q) amb la representabilitat de
Sub; per a A = 1 recupera Hom(1, P(E)) = Sub(E).

Té limits finits, exponencials finits i el classificador {0, 1}, de manera que és un topos.
Tota categoria de prefeixos té colimits petits, i FinSet no té coproductes infinits;
com que una equivalencia conserva els colimits, no és equivalent a cap. Un topos
elemental no demana colimits infinits.

Per a U = {s}, el seu «complement» —U = {¢} no cobreix, juntament amb U, tot E:
hi falta 'aresta. Falla, doncs, UV —U = T. L’opcié (b) és falsa (2 té dos vertexs), i
també la (c) (n’hi ha tres).

Hom(1,£) = Sub(1). Els prefeixos sobre el monoide (N, +) tenen exactament dos
valors globals, pero els subobjectes del representable formen una cadena N U {oco},
que no és una algebra de Boole, i aquest 2 no és 1+ 1. Tenir dos valors globals i ser
boolea sén coses diferents.

Tornar al test (pagina 328).



E Quasiexemples
i contraexemples

Una definicié matematica s’entén de veritat quan se’n coneixen tant els exem-
ples com els quasiexemples: estructures que s’hi assemblen molt, que apareixen de
manera natural, i que tanmateix fallen en un punt precis. Aquest apendix recull
quasiexemples i contraexemples per a les nocions centrals del llibre: categoria,
functor, transformaci6 natural i equivalencia. Acaba amb models de la logica que
queden fora de I'explicacioé per topos dels capitols 8—10.

La secci6 E.4, sobre igualtat, isomorfisme, isomorfisme natural i equivalencia,
és la més important. Confondre aquests nivells és un error freqiient, i greu, perque
porta a demostrar coses falses o a formular propietats que no tenen sentit categoric.

El nivell és el del llibre, i els exemples s’han triat perque només demanin els
coneixements que el llibre ja pressuposa. Tota afirmacioé que es pot justificar amb
aquests coneixements es demostra. Quan un comentari remet a teories que el llibre
no desenvolupa, es presenta de manera informativa i es diu explicitament.

E.1 Queé no és una categoria

E.1.1 Les condicions que es poden trencar

La definicié 1.1 demana unes dades i dos axiomes. Per poder dir, exemple a
exemple, quina condici6 falla, les desglossem en cinc:

(C1) Extrems. Cada morfisme f té un 4nic domini i un 4nic codomini.

(C2) Composicié. Per a cada parella componible f: A — B, g: B — C hi ha
un morfisme go f: A — C, determinat sense ambigiiitat.

(C3) Associativitat. ho (go f) = (hog)o f.

(C4) Existéncia d’identitats. Per a cada objecte A hi ha un morfisme id,: A —
A.

(C5) Lleis d’identitat. foids = f =idgof per a tot f: A — B.

Les igualtats de (C3) i (C5) sén igualtats: no isomorfismes, ni homotopies, ni cap
mena d’equivalencia. Gairebé tots els exemples d’aquesta seccio fallen exactament
aqui. Recordem també que la demostracié de la unicitat de la identitat (capitol 1)
no fa servir 'associativitat: només les lleis d’identitat. Ho aprofitarem en parlar
dels magmes.

370
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E.1.2 L’exemple central: els camins en un espai

Aquest exemple fa servir la nocié de continuitat. Sigui X un espai topologic.
Proposem:

e objectes: els punts de X;

o morfismes: els camins, és a dir, les aplicacions continues v: [0,1] — X
escrivim v: ¢ — y si v(0) =z i y(1) = y;

e composicio: la concatenaci6. Siv:x — yid:y — z, definim d xv: x — 2

per
_ J@), 0<t
(0xm)(t) = {5(2t—1), 1<y

1
2
1;

I/\ I/\

o candidats a identitat: els camins constants c,(t) = x.

Escrivim § x vy (primer +, després 0) per coheréncia amb g o f. Les dues branques
coincideixen a t = é, perque v(1) = y = §(0), i per tant ¢ x v és continua. Aixi
(C1) i (C2) es compleixen. El problema és a (C3) i (C5).

Fallada de l’associativitat. Siguiny: 2z —y, 0: y — zie: 2 - w. Un calcul
directe dona

v(2t), te0,3], v(4t), te0,4],
((ex0)*y)(t) = 04t —2), te[5,3),  (ex(0%))(H) =4 0(4t—1), te[f, 3],
e(4t —3), tel[3 1], e(2t —1), tel3,1].

Tots dos recorren els mateixos tres trams en el mateix ordre, pero a velocitats
diferents.

Exemple E.1 (Tres segments a la recta). A X =R, prenem (t) = ¢, §(t) = 1+t
ie(t)=24t, de maneraque y: 0 —-1,6: 1 -2ie:2— 3. Avaluant a t =

(ex8)x7)(5) =21 =1,  (ex(6*7)(3) ==(0)=2.

Els dos camins van de 0 a 3 i tenen la mateixa imatge, l'interval [0, 3], pero sén
diferents: falla (C3).

l\')l»—l

Fallada de les identitats. El fracas és més radical que el de I'associativitat:

Proposicié E.1. Sigui v: x — y un cami injectiu. Aleshores cap camie: y — y
compleix e x v = 7. Analogament, si v: y — z és injectiu, cap cami e: y — y
compleix v x e = 7.

Demostracio. Per a qualsevol e, (e * )(
perque v és injectiu. Per a ’altra afirmacio,

(5), que és diferent de fy(%)

h =
(vxe)(§) =) #1(D)-

v
v *e)
n

A X =R, entre dos punts diferents qualssevol hi ha camins injectius. Per tant,
no és que s’hagin triat malament els camins constants: (C4)—(C5) no es poden
satisfer de cap manera amb aquesta composicio.
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Pero fallen de manera controlada. Les igualtats que fallen valen llevat d’una
reparametritzacio, i les reparametritzacions sén inofensives llevat d’homotopia.
Dos camins «, : © — y sén homotops relativament als extrems, i escrivim « ~ [3,
si hi ha una aplicacié continua H: [0,1] x [0,1] — X amb H(¢,0) = «(t), H(t,1) =
B(t), HO,s) =z i H(l,s) =y.

Lema E.2 (Reparametritzaci6). Siguia: [0,1] — X un camiig: [0,1] — [0, 1]
continua amb ¢(0) =01 ¢(1) = 1. Aleshores o p >~ a.

Demostracié. L’aplicacié H(t,s) = a((1 — s)p(t) + st) és continua i ben
definida, perque (1 — s)p(t) +st € [0,1]. Valaopperas=0iaperas=1,i
H(0,s) = «a(0), H(1,s) = a(1) per a tot s.

Proposicio E.3.
(a) (ex0)xy=(ex(0%7)) 0w, onp(t)=t/2a0,3], p(t) =t—;al33i
p(t)=2t-1a[}1].
(b) ¢y *xy = yo1 amb ¢(t) = min(2¢,1), i y*¢, = yoy amb ¢/'(t) =
max (2t — 1,0).

En conseqiiéncia, (e ) sy e*x (0 %), ¢y *y 2 yiy*c, 7.

Demostracié.  Les igualtats (a) i (b) es comproven tram a tram amb les
férmules anteriors; per exemple, a [3,3], o(t) =t —1 € [1,4]16(4(t—1)—1) =
d(4t — 2). Les funcions ¢, 1 i ¢’ sén continues i fixen 0i 1, i el lema E.2 dona

les homotopies.
[ |

Primer remei: passar al quocient. Siy ~ 4 i§ ~ ¢, concatenant les ho-
motopies per a cada s fix s’obté § x v ~ §' x /. Per tant, la concatenaci6é indueix
una composicié ben definida entre classes, [§] o [y] := [0 x 7], i la proposicié E.3
esdevé exactament (C3) i (C5) entre classes, amb id, = [c,]. S’obté una categoria,
el grupoide fonamental II;(X): els objectes son els punts de X i Hom(z,y) és
el conjunt de classes d’homotopia de camins de z a y. Es un grupoide perque el
cami recorregut a l'inrevés, J(t) = y(1 —t), és un invers de [y] (la comprovacié és
una homotopia explicita que no reproduim). L’homconjunt Hom(z, z) és el que en
topologia s’anomena grup fonamental de X en el punt x (informatiu).

Segon remei: canviar els morfismes. L’origen del problema és que tots els
camins viuen en 'interval [0, 1], i cada concatenacié ha de comprimir el temps a
la meitat. Si cada cami té la seva durada, el problema desapareix. Un cami de
Moore és un parell (r,y) amb r > 01 v: [0,7] — X continua, i es concatena
sumant les durades:

(s,0)0(r,y)=(r+s, d%7), (6% 7)(t) = {’Y(t), teo,r],

t—r), telrr+s.
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Proposicio E.4. Els punts de X i els camins de Moore formen una categoria,
amb identitats id, = (0, ¢;).

Demostracié. Les dues maneres d’agrupar tres camins (r,7), (s,d) i (u,¢)
donen el cami de durada r + s + u que val (t) a [0,7], 6(t —r) a [r,r + s] i
e(t—r—s)alr+s,r+s+ul: la mateiza funcié. Les lleis d’identitat també sén
literals, perque un cami de durada 0 no ocupa temps: (r,7) o (0, c,) té durada
rival y(t —0) = ().

|

Tenim, doncs, les dues estrategies que reapareixen constantment en matema-
tiques: quocientar, és a dir, oblidar la informacié que impedeix l'estrictesa (com
a I, (X)), i estrictificar, és a dir, substituir la composicié per una altra que con-
servi la informacié que interessa i en la qual les lleis valguin literalment (com amb
els camins de Moore). Aqui no es pot parlar d’equivaléncia de categories, perque
I’estructura de partida no és una categoria. Els camins d’arestes d’'un graf es con-
catenen sense problemes, amb el cami buit com a identitat —és la categoria lliure
de la definici6é 1.15— per la mateixa rad: la longitud s’hi suma i no es renormalitza
mai.

Tercera via: fer teoria de la feblesa (informatiu). La proposicié E.3 no diu
només que les dues associacions sén homotopes: en dona una homotopia concreta,
Iassociador. Amb quatre camins hi ha cinc maneres de posar els parentesis, i els
associadors les connecten formant un pentagon. Si s’exigeix que els dos camins
del pentagon donin ezxactament el mateix resultat, s’obté ’estructura d’una bicat-
egoria. Si només es demana que coincideixin llevat d’una nova homotopia, i aixi
successivament a tots els nivells, s’arriba a les co-categories. Cap de les dues no
es tracta en aquest llibre.

E.1.3 Un sol objecte: els magmes

Un magma és un conjunt M amb una operacié binaria qualsevol, (a,b) — ab;
un semigrup és un magma associatiu, i un monoide, un semigrup amb element
neutre. Com al capitol 1 per als monoides, a tot magma li podem associar una
estructura BM amb un sol objecte %, un morfisme * — * per a cada a € M i la
composicié a o b = ab. Les condicions (C1) i (C2) es compleixen sempre, i BM és
una categoria si i només si M és un monoide. Cada magma no associatiu, o sense
neutre, és un quasiexemple de categoria amb un objecte.

Exemple E.2 (La resta d’enters). M = (Z,—). No és associatiu: (1—-1)—1=—1,
perdo 1 — (1 — 1) = 1. Té neutre per la dreta, a — 0 = a, perod no per l'esquerra:
e —a = a per a tot a obligaria e = 2a per a tot a. Pel raonament de la unicitat
de la identitat, un neutre bilateral hauria de coincidir amb 0, que no ho és. Aixi,
(C5) es compleix a mitges.

Exemple E.3 (Pedra, paper, tisora). M = {Pe, Pa, Ti}, on zy és el guanyador de
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la partida entre z i y, i xz = z:

Pe Pa Ti
Pe | Pe Pa Pe
Pa | Pa Pa Ti
Ti | Pe Ti Ti

Es commutatiu i idempotent, perd (PePa) Ti = PaTi = Ti i Pe (PaTi) = PeTi =

Pe.

Tampoc no té neutre: Pee = Pe exigeix e € {Pe, Ti}, Pae = Pa exigeix

e € {Pe,Pa} i Tie = Ti exigeix e € {Pa,Ti}, i la interseccié és buida. Es un
model finit, comprovable a ma, on fallen alhora (C3), (C4) i (C5).

Exemple E.4 (Altres magmes naturals).

El punt mitjda: R amb ab = %2, Per exemple, (0-0)-4=210-(0-4) = 1;
no hi ha neutre, perque a - e = a forga e = a.

El producte vectorial: R® amb axb. (ixi)xj =0, peroix(ixj) =ixk = —j.
Satisfa, en lloc de I'associativitat, la identitat de Jacobi: és I’exemple basic
d’algebra de Lie, una estructura perfectament bona que no és una categoria
d’un objecte.

La coma flotant (com a il - lustracié): la suma de laritmetica de coma
flotant d’un ordinador no és, en general, associativa. En doble precisié, una
avaluacié tipica dona (0.1 + 0.2) 4+ 0.3 = 0.6000000000000001, mentre que
0.1+ (0.2+0.3) = 0.6. Per convertir-ho en un magma literal caldria precisar
el conjunt de valors i el tractament dels casos excepcionals (desbordaments,
zeros amb signe...), cosa que no fem.

Associativitat sense neutre: (27,-) és un semigrup, pero 'inic candidat a
neutre seria 1 ¢ 27Z. Aquesta fallada es repara de franc, afegint formalment
un neutre.

Quocientar no sempre és un bon remei. Davant d’'un magma no associatiu
podriem intentar el truc dels camins: quocientar per la relacié d’equivaléncia més
petita, compatible amb 'operacid, que la faci associativa. Pero el resultat pot ser
catastrofic.

Proposicio E.5. El quocient associatiu del magma pedra-paper-tisora té un sol
element.

Demostracié. En el quocient, Ti = (PePa)Ti = Pe(PaTi) = Pe i Pe =
(PaTi) Pe = Pa(TiPe) = Pa.

La diferéncia amb els camins és significativa. Alla la manca d’associativitat
era coherent, testimoniada per homotopies canoniques, i el quocient conservava la
informaci6 essencial. Aqui és arbitraria, i quocientar ho esborra tot. La jerarquia



APENDIX E. QUASIEXEMPLES I CONTRAEXEMPLES 375

de les estructures que hem vist és aquesta:

un sol objecte diversos objectes condicions

magma magmoide (C1), (C2)
semigrup semicategoria (C1)—(C3)
monoide categoria (C1)—(C5)
grup grupoide (C1)—(C5) i inversos

E.1.4 Altres maneres de fallar

Exemple E.5 (Ordre estricte: una semicategoria). Objectes: els nombres reals;
un dnic morfisme x — y si < y, i cap altrament. La composicié existeix per
transitivitat i és associativa, perque entre dos objectes hi ha com a molt un mor-
fisme. Pero no hi ha cap morfisme z — z: falla (C4). Substituint < per < s’obté
una categoria.

Exemple E.6 (Grafs: no hi ha composicid). Un graf dirigit té vértexs i arestes,
pero dues arestes consecutives x — y — 2z no tenen per que donar una aresta
r — z: falla (C2). El remei és la categoria lliure del graf (definicié 1.15).

Exemple E.7 (Aplicacions lineals no nul - les). Objectes: els espais vectorials
reals no nuls; morfismes: les aplicacions lineals no nul - les. Les identitats hi son, i
la. composicié és associativa quan esta definida, perd no sempre ho esta: a R?, les
projeccions p(x,y) = (z,0) i ¢(z,y) = (0,y) sén no nul - les i gop = 0. Falla (C2).

Exemple E.8 (Funcions identificades amb el seu graf). Si una funcié és només
el seu graf, {(1,1)} és alhora una funcié {1} — {1} i una funcié {1} — {1,2}:
el codomini no queda determinat i falla (C1l). En particular, «ser exhaustivay
deixa de ser una propietat de la funcié. Es el mateix fenomen que observacié 1.7
assenyala per a Rel, i el remei és el mateix: el domini i el codomini formen part
de les dades del morfisme.

Exemple E.9 (Un quocient que no és compatible amb la composicié). Al
monoide de les funcions continues R — R amb la composicié, identifiquem f ~ g
si f(0) = g(0), i intentem definir [g] o [f] = [go f]. Amb f(z) =2+ 1, g(z) =z i
g'(r) = 2x tenim g ~ ¢, pero (go f)(0) =1 # 2 = (¢ o f)(0). La composicié no
esta ben definida i falla (C2). Per aixo, en construir II;(X), calia comprovar que
I’homotopia és compatible amb la concatenacié: no tot quocient d’una categoria
és una categoria.

E.1.5 Falsos contraexemples

Per equilibrar, convé recordar estructures que semblen fallar algun axioma pero
que sén categories genuines. Ensenyen que els morfismes no han de ser funcions,
ni estar definits a tot arreu.
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Exemple E.10 (Funcions parcials). Objectes: els conjunts; morfismes f: A — B:
les funcions definides en un subconjunt Dy C A. La composicié g o f és definida
en {a € Dy | f(a) € D,;}. Les dues maneres d’agrupar h, g i f tenen el mateix
domini de definicidé, {a € Dy | f(a) € Dy, g(f(a)) € Dy}, i hi prenen el mateix
valor; les identitats son les funcions totals identitat. Obtenim la categoria Par:
que un morfisme no estigui definit a tot arreu no impedeix res.

Les relacions (la categoria Rel del capitol 1) i les matrius (Matg, exemple 3.9)

son dos altres casos: els morfismes no sén funcions, i en el segon cas ni tan sols
son transformacions de res, siné taules de nombres.

E.1.6 Resum

Exemple (C1) (C2) (C3) (C4-5) Remei

camins sobre [0, 1] si s mno no IT;(X) o camins de Moore
(Z,-) st st no a mitges —

pedra-paper-tisora s s no no (el quocient és trivial)
(2Z,-) s s s no afegir un neutre

(R, <) si s s no (R, <)

graf dirigit s no — — categoria lliure

lineals no nul - les s no s s admetre el 0

funcions com a grafs no st st st morfismes amb extrems

Els axiomes de categoria no sén convencions arbitraries: n’hi ha prou d’agafar
Iestructura més natural possible —els camins en un espai— per veure’ls fallar.
Quan fallen, hi ha tres actituds possibles: quocientar, estrictificar o acceptar la
feblesa i fer-ne teoria.

E.2 Queé no és un functor

Un functor ha de superar dues proves, en aquest ordre (observacié 2.1): els
tipus i, després, les equacions F'(ids) = idpw) i F(go f) = F(g) o F(f). Els
gairebé-functors fallen en una de les dues.

Fallada de tipus. El capitol 2 ja en dona I'exemple basic: 'antiimatge f + f~1
no pot ser un functor covariant de Set en Set, perque va en sentit contrari; si que
ho és com a functor contravariant (exemple 2.13). Un altre exemple: I’assignacié
que envia cada grup G al seu grup d’automorfismes Aut(G) no té cap manera nat-
ural d’actuar sobre els homomorfismes. Un homomorfisme f: G — H no indueix
cap aplicacié raonable Aut(G) — Aut(H); només ho fa quan f és un isomor-
fisme, que és la manera de convertir-la en un functor sobre la subcategoria dels
isomorfismes.
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Una assignaci6é sobre objectes que no admet cap functor. El cas més
instructiu és el d'un objecte que sembla «canonic» pero no és functorial de cap
manera.

Proposicié E.6 (El centre d’'un grup no és functorial). No hi ha cap functor
Z: Grp — Grp que envii cada grup G al seu centre Z(G) = {2z € G | zg =
gz per a tot g}, sigui quina sigui la seva accié sobre els homomorfismes.

Demostracié.  Sigui Cy = {1,¢} el grup de dos elements i S; el grup de
permutacions de tres elements. Considerem la inclusié ¢: Cy — S3, que envia
¢ a la transposicié (12), i el signe s: S3 — (5, que envia les transposicions
a c. Aleshores s oi = idg,. Com que Cy és commutatiu, Z(Cy) = Cy. En
canvi, Z(S3) = {1}: les tres transposicions no commuten entre si (per exemple,
(12)(13) = (132), mentre que (13)(12) = (123)), i les dues permutacions
cicliques (123) i (132) no commuten amb (12), perque (12)(123)(12) = (132).
Si Z fos un functor,

ide, = Z(ide,) = Z(s0i) = Z(s) o Z(i),

amb Z(i): Cy — {1} 1 Z(s): {1} — C,. Perd una composicié que passa per
un grup d’'un element és constant, i no pot ser la identitat d’un grup de dos
elements.

L’argument és un patrd general: si s oi = id, aleshores F(s) o F(i) = id, de
manera que tot functor converteix les retraccions en retraccions. Una assignacio
que envia un objecte a un de «massa petit» per factoritzar-hi una identitat no pot
ser functorial. En canvi, assignacions semblants que només fan servir propietats
preservades pels homomorfismes si que sén functors (vegeu els exercicis).

Fallada de les equacions. Considerem el monoide de les funcions derivables
R — R amb la composicio, i I’assignacié f — f’ cap al mateix monoide. Els tipus
son correctes, pero les equacions fallen. La identitat va a la funcié constant 1, que
no és la identitat. I, amb f(z) = g(z) = 2z, tenim (g o f)’ = 4 (constant), mentre
que ¢’ o f" =2 (constant). La regla de la cadena explica que cal canviar:

Exemple E.11 (La regla de la cadena és una llei functorial). Sigui Der la cat-
egoria que té per objectes els nombres reals i per morfismes a — b les funcions
derivables f: R — R amb f(a) = b, amb la composicié de funcions. Sigui B(R, )
el monoide multiplicatiu dels reals vist com a categoria d’'un objecte. L’assignaci6

D: Der — B(R, ), (f:a—b) — f(a)

és un functor. Les identitats van a 1, perque id’(a) = 1, i la regla de la cadena,
(g0 Y(a) = ¢/(f(a)) - f'(a), din exactament que D(g o f) = D(g) o D(f), ja que
f(a) és el domini de g. El que fallava era el lloc on es mira la derivada: el functor
no és f — f',siné f+— f' al punt de partida.
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Functors llevat d’isomorfisme (informatiu). Hi ha assignacions que sén
functorials només llevat d’isomorfisme, exactament com els camins eren associ-
atius llevat d’homotopia. L’exemple més important del llibre és la reindexacié de
lobservacié 5.5. Per a cada f: A — B, el pullback dona f*: C/B — C/A, pero,
un cop triats els pullbacks, (go f)* i f* o ¢* no sén iguals, sin6 canonicament iso-
morfs. A Set, amb els pullbacks triats com a conjunts de parelles, (g o f)* envia
p: E — C al conjunt de les parelles (a,e) amb ¢(f(a)) = p(e), mentre que f*g*
Penvia al conjunt de les parelles (a, (b,e)) amb f(a) = bi g(b) = p(e): sén conjunts
diferents, en bijeccié canonica. Una tal assignacié s’anomena pseudofunctor. Al
capitol 8 el problema desapareix perque Sub treballa amb classes de monomor-
fismes, i I'isomorfisme canonic queda absorbit (proposici6 8.4): és el primer remei
de la secci6 anterior, el quocient.

E.3 Queé no és una transformacié natural

El llibre ja dona els contraexemples essencials, i aqui només els ordenem. Una
familia de components 74: F(A) — G(A) pot deixar de ser natural per tres motius
diferents:

1. Les components s’han triat objecte per objecte, sense mirar els morfismes.
L’exemple 3.1 té totes les components bijectives i, tanmateix, un sol morfisme
{0,1} — {0,1} trenca el quadrat.

2. La naturalitat només val per a una part dels morfismes. L’isomorfisme entre
un espai de dimensio finita i el seu dual depén d’una base, i ni tan sols es
pot plantejar com a transformacié natural entre functors paral - lels, perque
la identitat és covariant i el dual contravariant. Només s’hi pot comparar
restringint-se als isomorfismes, i fins i tot aixi no és natural (observacié 3.5 i
exercici resolt 3.6 de la Practica del capitol 3). En canvi, V' = V** és natural
(exemple 3.5).

3. No hi ha cap component possible. Amb el grup de dos elements actuant
trivialment i per la transposicié sobre {0,1}, no hi ha cap transformacié
natural entre els dos functors, ni tan sols una que no sigui un isomorfisme
(observaci6 3.5).

La llic6 comuna és la de la secci6 segiient: tenir objectes isomorfs un per un no és
el mateix que tenir functors isomorfs.
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E.4 Igualtat, isomorfisme, isomorfisme natural i
equivalencia

E.4.1 La jerarquia

Per a cada mena d’entitat hi ha una nocié estricta de «ser el mateix», la
igualtat, i una nocié estructural, que és la que respecta la teoria:

Que comparem Noci6 estricta Noci6 estructural

dos objectes d'una categoria C A= B A = B (isomorfisme a C)
dos functors F,G: C — D F=d F = @G (isomorfisme natural)
dues categories C=D C ~ D (equivaléncia)

Entre les categories hi ha, a més, un nivell intermedi: 1’'isomorfisme de categories
C = D (definici6 2.3). Les tres files tenen la mateixa forma. Un isomorfisme nat-
ural és un isomorfisme a la categoria de functors D€, i per tant la segona fila és un
cas de la primera. L’equivalencia és el que s’obté quan, a la definicié d’isomorfisme
de categories, se substitueixen les igualtats GoF' = id i F'oG = id per isomorfismes
naturals GoF' 2 id i FoG = id, perque la manera correcta de comparar functors és
I’isomorfisme natural. Cada nivell fa servir la noci6 estructural del nivell anterior.

Totes les implicacions possibles entre aquestes nocions van en un sol sentit:

A=B = A=B,
F=G = F=G = F(A)=G(A) per a tot A,

i cap no és reversible. Vegem-ne un contraexemple per a cada pas.

E.4.2 Un contraexemple per a cada pas

o Isomorfs pero no iguals. A Set, {0,1} = {a,b}. A Provy, pAq=qAp, que
sén férmules diferents (exemple 1.4).

e Naturalment isomorfs pero no iguals. A la categoria dels espais vectorials
de dimensi6 finita, la identitat i el bidual sén naturalment isomorfs (exem-
ple 3.5), pero no sén iguals: V** no és V, siné un espai format per funcionals
sobre V*.

e Isomorfs objecte per objecte, pero no naturalment isomorfs. Els dos functors
del grup de dos elements en Set de 'observacié 3.5 envien I'tinic objecte al
mateix conjunt {0, 1}, pero no sén naturalment isomorfs.

e Isomorfes pero no iguals. Una categoria i una copia seva amb els objectes
reanomenats.

o FEquivalents pero mo isomorfes. Matkx ~ FinVectg (exemple 3.9), o la
categoria 1 i la categoria amb dos objectes isomorfs i un sol morfisme entre
cada parell d’objectes.
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E.4.3 La invariancia estructural

El principi que governa tot el llibre és aquest: una propietat formulada només
amb estructura —composicio, identitats, propietats universals—, sense afirmar
mai que dos objectes son iquals, es transporta per la nocio estructural corresponent.
Per als objectes ho diu I'observacié 1.10. Per a les categories, la pega clau és que
les equivalencies conserven les propietats universals.

Teorema E.7. Sigui F': C — D una equivaléncia. Si (L, A) és un limit d’un
diagrama D: I — C, aleshores (F(L), FA) és un limit de F o D. Dualment, F
preserva els colimits.

Demostracio. Pel teorema 3.4, F' és ple, fidel i essencialment exhaustiu. La
familia FA = (F(\;)); és un con sobre F' o D, perque F preserva la composicio.
Sigui (X, ) un con sobre F' o D. Com que F' és essencialment exhaustiu, hi ha
un objecte C' de C i un isomorfisme e: F(C) — X. Com que F' és ple i fidel,
per a cada ¢ hi ha un dnic §;: C' — D; amb F(f;) = «; o e. Aquests [; formen
un con: per a u: i — j,

F(DyoB;) =F(D,)oa;0e=ajoe=F(§),

i, com que F és fidel, D, o 8; = ;. Per la propietat del limit, hi ha un tnic
h: C — L amb \;oh = ;. Posem k = F(h)oe': X — F(L). Aleshores
F(\) ok =F(B;)oe! = q;: k factoritza el con.

Per a la unicitat, sigui £': X — F(L) amb F(\;)ok’ = a; per a tot i. Com que F'
és ple, k'oe = F(I') per aalgun h': C' — L, i aleshores F'(\;oh’) = a;oe = F(5;).
Com que I és fidel, \; o h' = 3;, i per la unicitat del limit, h’ = h. Per tant,
k' = F(h)oe ! = k. Els colimits es tracten igual, invertint totes les fletxes.

D’aquest teorema, de 'exercici resolt 3.11 de la Practica del capitol 3 (que una
equivaléncia preserva i reflecteix isomorfismes, monomorfismes i epimorfismes) i del
fet que el quasiinvers també és una equivalencia, se segueix que les propietats de la
columna esquerra de la taula segiient les té C si i només si les té qualsevol categoria
equivalent a C. Per a les dues ultimes (cartesiana tancada, topos), el mateix
argument s’aplica a les propietats universals de ’exponencial i del classificador; no
el reproduim.

Invariants per equivaléncia No invariants per equivaléncia

tenir objecte terminal o inicial el nombre d’objectes
tenir productes, equalitzadors, limits finits  tenir un sol objecte

ser un preordre (com a molt un morfisme ser un ordre parcial
entre dos objectes)

ser un grupoide (tot morfisme és invertible) ser esquelética

que tot morfisme mono i epi sigui un que dos objectes concrets siguin iguals
isomorfisme
ser cartesiana tancada; ser un topos ser petita («essencialment petitay» si que és

invariant)
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Les propietats de la columna de la dreta fan servir, d’'una manera o altra, la
igualtat d’objectes, i per aixo no soén categoriques. Per exemple, 1 és un ordre
parcial, i la categoria amb dos objectes isomorfs, que li és equivalent, no ho és.
Quan una definicié depen de la igualtat d’objectes, convé sospitar-ne.

E.4.4 Equivaléncia i esquelets

El resultat segiient fa veure que l’equivaléncia és exactament l’isomorfisme
«llevat de les copies isomorfesy.

Lema E.8. Una equivalencia entre dues categories esqueletiques és un isomor-
fisme de categories.

Demostracié. Sigui F': C — D una equivalencia entre categories esquele-
tiques; és ple, fidel i essencialment exhaustiu. Es injectiu sobre objectes: si
F(A) = F(B), la identitat de F'(A) és F(u) per a algun u: A — B, perque F
és ple, i u és un isomorfisme, perque un functor ple i fidel reflecteix els isomor-
fismes (proposici6 2.5). Com que C és esqueletica, A = B. Es exhaustiu sobre
objectes: per a cada D hi ha C' amb D = F(C), i com que D és esquelética,
D = F(C). A més, F és bijectiu sobre cada homconjunt, perque és ple i fidel.
Per tant, F' és bijectiu sobre objectes i sobre morfismes, i I’assignacié inversa
és un functor (preserva identitats i composicions perque F' les preserva). Es,
doncs, un isomorfisme de categories.

Corol - lari E.9. Dues categories sén equivalents si i només si tenen esquelets
isomorfs.

Demostraciéo. En el marc d’eleccié del llibre, tota categoria té esquelets
(definici6 3.6), i és equivalent a qualsevol d’ells: la inclusié de 'esquelet és plena i
fidel per ser una subcategoria plena, i essencialment exhaustiva perque ’esquelet
conté un objecte de cada classe d’isomorfisme. Les equivaléncies es componen,
perque la composicié de functors plens, fidels i essencialment exhaustius ho
torna a ser. Si C ~ D, els seus esquelets sén equivalents, i pel lema E.8 sén
isomorfs. Reciprocament, si els esquelets son isomorfs, C =~ esquelet(C) =
esquelet(D) ~ D.

[ |

Per als preordres, I’esquelet és I'ordre parcial que s’obté identificant els elements
equivalents (z < y i y < z): dos preordres sén equivalents si i només si aquests
ordres parcials sén isomorfs.

E.4.5 Com es demostra que dues categories no sén equiv-
alents

Per demostrar que C 2 D no es poden revisar tots els functors possibles. La
via és buscar una propietat invariant per equivalencia que 'una tingui i I’altra no.
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Exemple E.12 (Set # Set’). Diem que un objecte inicial 0 és estricte si tot
morfisme X — 0 és un isomorfisme. Tenir un objecte inicial estricte és invariant
per equivaléncia. Si F': C — D és una equivaléncia, F'(0) és inicial (teorema E.7).
Donat un morfisme k: Y — F(0), prenem un isomorfisme e: F(C) — Y; com que
F és ple, koe = F(u) per a algun u: C' — 0, que és un isomorfisme, i aleshores
F(u) ik = F(u)oe ! també ho sén. A Set, I'objecte inicial & és estricte: només
hi ha aplicacions X — @ si X = @, i aleshores és la identitat. A Set’”, 'objecte
inicial és un conjunt d’un element {*}, i un morfisme X — {x} de Set’ és una
aplicacié {*} — X de Set. Amb X = {0,1} no és bijectiva, i per tant no és un
isomorfisme. Aixi, Set no és equivalent a la seva oposada.

Exemple E.13 (Grp # Ab). La propietat «per a dos objectes qualssevol, el
producte i el coproducte sén isomorfs» és invariant per equivalencia, perque una
equivalencia preserva productes, coproductes i isomorfismes. A Ab es compleiz.
Siguin A i B grups abelians, escrits additivament. El producte A x B, amb les
inclusions a — (a,0) i b — (0,b), és també un coproducte. Donats homomorfismes
f:A— Gig: B— G cap aun grup abelia G, 'aplicacié (a,b) — f(a)+g(b) és un
homomorfisme, precisament perque G és commutatiu, i restringida a les inclusions
dona f i g. Es I'inica, perqué (a,b) = (a,0) + (0,b).

A Grp no es compleiz. Sigui Cy = {1,c} i suposem que el coproducte P =
Cs + (5 és isomorf al producte Cy x Cy, que és commutatiu. Els homomorfismes
Cy — S5 que envien ca (12)ia (13) indueixen un homomorfisme P — S5 la imatge
del qual conté (12) i (13). Pero la imatge d'un grup commutatiu és commutativa,
i(12)1(13) no commuten. Per tant, Cy + Cy 2 Cy x Cs.

Exemple E.14 (FinSet ¢ Set). «Tota familia numerable d’objectes té copro-
ducte» és invariant per equivaléncia. Set la compleix i FinSet no (observaci6 9.3).

E.4.6 Que té a veure tot aixo amb la logica

A la categoria Provy d’un sistema deductiu, els tres nivells tenen una lectura
logica precisa:

e la igualtat de dues férmules és la igualtat sintactica: pAq i gAp son formules
diferents;

o Disomorfisme és la interdeduibilitat, p Fr ¢ i ¢ Fr p (exemple 1.4);

e l'esquelet de Provy és isomorf a 1’ordre parcial de les classes de férmules
interdeduibles, que en logica s’anomena algebra de Lindenbaum—Tarski
de T'. Pel corol - lari E.9, Provy és equivalent, pero en general no isomorf,
a aquesta algebra.

En conseqiiencia, qualsevol propietat categorica de Provy és una propietat de
lalgebra de Lindenbaum-—Tarski: tenir productes (la conjuncid), ser cartesiana
tancada (la implicacid), ser una algebra de Heyting o de Boole. La logica estudia
les teories llevat d’interdeduibilitat, i la teoria de categories hi aporta el llenguatge
que fa aquesta actitud sistematica: el que compta d’una teoria és la seva estructura,
no la tria particular de férmules.
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E.4.7 Errors tipics

e Escriure A = B quan només es té A = B, encara que l'isomorfisme sigui
canonic.

o Deduir F' = G de F(A) = G(A) per a cada A, sense comprovar la naturalitat.

o Creure que una equivalencia és un isomorfisme de categories, o que G o F' ha
de ser literalment la identitat.

e Demostrar que dues categories no séon equivalents amb un argument que fa
servir la igualtat d’objectes, com comptar-ne el nombre.

e Definir una propietat d’una categoria que depén d’objectes concrets, i després
aplicar-la a una categoria equivalent.

E.5 La logica fora dels topos

Al llarg dels capitols 7-10, la logica s’ha llegit d’una manera determinada, que
comenca amb el tancament cartesia: una proposicié sobre E és un subobjecte de
E, la conjunci6 és un pullback, la implicacié és ’exponencial (’adjunt per la dreta
de — A U), els quantificadors sén adjunts de la reindexacid, i en un topos tot aixo
és la logica interna de 2. Hi ha logiques i models perfectament legitims que no
encaixen en aquest esquema. Els presentem de manera sobretot informativa, pero
en cada cas diem amb precisié quina condici6 falla i, quan és facil, ho comprovem.

E.5.1 Categories que no sén cartesianes tancades

Abans de mirar que hi ha entre les categories cartesianes tancades i els topos,
convé veure que moltes categories molt naturals no sén ni tan sols cartesianes
tancades. Per demostrar-ho, n’hi ha prou de trobar una propietat que tota cate-
goria cartesiana tancada tingui i que la categoria en qiiestié no tingui. La més util
és la que dona el teorema de preservacié de colimits pels adjunts per ’esquerra
(capitol 6): en una categoria cartesiana tancada, — x B és adjunt per I'esquerra
de (—)5, i per tant preserva tots els colimits que existeixin. En particular, si 0 és
inicial, 0 x B també ho és.

Un objecte zero és un objecte que és alhora inicial i terminal.

Proposicio E.10. Si una categoria cartesiana tancada té un objecte zero 0,
aleshores tots els seus objectes son isomorfs a 0.

Demostracio. Sigui B un objecte. Com que 0 és inicial i — x B preserva
I’objecte inicial, 0 x B és inicial, i per tant 0 x B = (0. D’altra banda, com
que 0 és terminal, la projeccié my: 0 x B — B és un isomorfisme. En efecte,
sigui !g: B — 0 I"inic morfisme cap al terminal, i s = (!g,idg): B — 0 x B.
Aleshores m5 0 s = idp, i

somy = (g om, m) = (m,m) =idoxs,
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perque !g omy i m sén dos morfismes 0 X B — 0, que han de coincidir perque 0
és terminal. Per tant, B =0 x B = 0.
[ |

Corol - lari E.11. Les categories Vectkx, Ab, Grp, Mon i Rel no sén carte-
sianes tancades.

Demostracié. Totes tenen un objecte zero: I'espai {0}; el grup, o el monoide,
d’un sol element, perque de I’element neutre surt un inic homomorfisme cap a
qualsevol altre grup o monoide i cap a l'estructura trivial només n’hi ha un; i, a
Rel, el conjunt buit, perque 1'inica relacié @ — X i I'tinica relacié X — @ s6n
la relacié buida. Totes tenen, pero, objectes que no sén isomorfs al zero: K, el
grup Z, el monoide (N, +) o qualsevol conjunt no buit. Per la proposicié E.10,

cap no és cartesiana tancada.
[ |

Preordres. FEn un preordre amb infims finits, ser cartesia tancat vol dir tenir
una implicacié b = ¢ amb a A b < ¢ si i només si a < b = ¢ (capitol 7). Si, a més,
té suprems binaris, aleshores és distributiu, perque — A b és adjunt per ’esquerra
i preserva els suprems. Per tant, un reticle no distributiu no és cartesia tancat. El
reticle dels subespais de R? que veurem tot seguit n’és un exemple.

Categories que ni tan sols sén cartesianes. Un monoide M no trivial, vist
com a categoria BM, no té objecte terminal: I'inic objecte * ho seria només si
Hom(x*,*) = M tingués un sol element. Un preordre amb dos elements incom-
parables que no tinguin cap fita inferior comuna no té el producte d’aquests dos
elements. Cap d’aquestes categories no pot ser cartesiana tancada, perque no té
productes finits.

Els espais topologics (informatiu). Top tampoc no és cartesiana tancada: hi
ha quocients d’espais que el producte amb un espai fix no conserva. La demostracio
demana més topologia de la que pressuposa el llibre, i no la fem.

E.5.2 Cartesianes tancades que no sén topos

La logica de la implicacié necessita només el tancament cartesia, i aixo és molt
menys que un topos.

Exemple E.15 (Cat no és un topos). La categoria Cat és cartesiana tancada
(exemple 7.2), pero no té classificador de subobjectes. Sigui 2 la categoria 0 — 1,
i I la categoria amb dos objectes i, a més de les identitats, dos morfismes u: 0 — 1
iu"!:1— 0 inversos I'un de l'altre. La inclusi6 i: 2 — I és:

e mono: és injectiva sobre objectes i morfismes, de manera que si 1o H = i0 K,
aleshores H = K

e epi: si HHK: I — C coincideixen sobre u, aleshores també coincideixen
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sobre !, perqué un functor envia 'invers de u a 'invers de la imatge de u,

i I'invers és tnic;

1

e M0 és un isomorfisme: v~ no és a la imatge.

En una categoria amb classificador, tot morfisme mono i epi és un isomorfisme
(exercici resolt 9.3 de la Practica del capitol 9). Per tant, Cat no en té cap.

L’ordre parcial Z U {4+00} de l'observaci6é 7.4 és un altre cas: té conjuncié i
implicacié, pero no té falsedat.

E.5.3 Logiques on falla la distributivitat

En una algebra de Heyting, a A (bV ¢) = (a Ab) V (a A ¢), perque a A — és
adjunt per 'esquerra i preserva els suprems (capitol 7). Com que els subobjectes
d’un objecte d’'un topos formen una algebra de Heyting (nota 9.3), cap reticle no
distributiu pot ser-ne un.

Exemple E.16 (La logica quantica). Siguin els subespais vectorials de R? or-
denats per inclusié: {0}, les rectes que passen per l'origen i R?. L’infim és la
intersecci6 i el suprem és la suma. Si a, b i ¢ sén tres rectes diferents,

ahN(BVe)=aAR?=aq, (@nb)V (aNc)={0}V {0} ={0}.

La distributivitat falla. En mecanica quantica, les propietats observables d’un
sistema es modelen amb reticles d’aquest tipus (de subespais tancats), i la «logica
quantica» de Birkhoff i von Neumann és la logica d’aquests reticles no distributius
(informatiu). Amb aquestes operacions, aquest reticle no pot ser el reticle de
subobjectes de cap objecte d’un topos.

E.5.4 Logiques amb una altra conjunci6

Exemple E.17 (La logica de tukasiewicz). Els valors de veritat sén els nombres
de [0, 1], amb la conjuncié forta i la implicaci6

r®y=max(0, z+y—1), y —z=min(l, 1 —y+z).

La implicaci6 és adjunta d’aquesta conjuncid, i no de I'infim. En efecte, si z > 0,
max(0,z +y—1) < zsiinoméssiz <1—y+z, ésadir,z <y — z En canvi,
amb I'infim falla: per a y = 0.5, 2 = 0.4 i z = 0.6, tenim min(z,y) = 0.5 > 0.4,
pero r = 0.6 < 0.9 =y — 2. A més, ® no és idempotent: 0.5 ® 0.5 =0 # 0.5.
Logicament, aix0 vol dir que de A no se’n dedueix A® A: una hipotesi no es pot fer
servir dues vegades. Categoricament, ([0, 1], ®, —) és un preordre monoidal tancat
que no és cartesia tancat respecte de ®. Aquesta idea —hipotesis que sén recursos
i no es poden duplicar— és la de la logica lineal de Girard; els seus fragments més
simples es modelen en categories monoidals tancades, i la resta demana estructura
addicional (informatiu).
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E.5.5 Logiques on la contradiccié no és el fals

Exemple E.18 (Els tancats d’un espai). A R, els subconjunts tancats, ordenats
per inclusié, formen un reticle distributiu on el «complement» natural d’un tancat
A és Padherencia del seu complementari, 7A =R\ A. Per a A = [0, 1],

AN-A=[0,1]N ((—00,0]U[1,00)) ={0,1} # @ :

una proposicio i la seva negaci6 son certes alhora a la frontera. Aquesta estructura
és la duala d’una algebra de Heyting (una algebra de co-Heyting), i serveix de
model a logiques paraconsistents, on una contradiccié no implica qualsevol cosa.
Amb aquestes operacions, no pot ser el reticle de subobjectes de cap objecte d’un
topos, perque hi falla AN -A= 1.

E.5.6 Logiques amb modalitats

Una logica modal afegeix operadors com «necessariament» ([J) i «possible-
ment» (¢). En un model de Kripke, hi ha un conjunt de mons W i una relaci6
d’accessibilitat R C W x W, ipera A C W es defineix

OA = {x | per a tot y, xRy = y € A}, QA ={z |hi hayambzRyiyec A}.

Aquestes modalitats sén quantificadors al llarg de la relacié R, com els Vy i 3¢
del capitol 8 ho eren al llarg d’una aplicacié. Per veure-ho, sigui Jz(B) = {y |
hi ha x € B amb xRy}, el conjunt dels mons accessibles des de B. Aleshores, per
a A BCW,

és a dir, Ip 4 O entre els ordres parcials (P(W), C). En efecte, totes dues condi-
cions diuen el mateix: per a tot x € B i tot y amb xRy, es té y € A. La
modalitat ¢ és el mateix tipus de quantificador, pero al llarg de la relaci6 inversa:
OA={r|hihay € AambyR 'r}. Les modalitats no sén, pero, connectius de
la logica interna d’un topos, siné estructura afegida (informatiu).

E.5.7 Resum

Model Estructura Que falla respecte d’un
topos

Vectgk, Ab, Grp, amb objecte zero no soén cartesianes tancades

Rel

Cat cartesiana tancada no hi ha classificador

Z U {+o0} preordre cartesia tancat no hi ha fals

subespais de R? reticle la distributivitat, i per tant el
tancament cartesia

Fukasiewicz preordre monoidal tancat la implicacié no és adjunta de
A

tancats de R co-Heyting AN-AF#£ L

models de Kripke algebra de Boole amb estructura afegida

modalitats
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Cada fila marca un cami que la logica categorica pot seguir més enlla dels topos:
les estructures monoidals tancades per a les logiques de recursos, els reticles no
distributius per a la logica quantica, els operadors modals com a adjunts al llarg
de relacions. El llibre s’ha centrat en I’esquema dels topos perque és el que unifica
més bé la logica intuicionista i la teoria de conjunts. Aquestes alternatives mostren
que és una tria, no I'inic cami possible.

E.6 Exercicis

Exercici E.1. Demostra que ¢, * v = 7y si i només si v és constant. *

Indicacié: La igualtat a [1,1] for¢a v = y en aquest interval, i a [0, 3] diu y(t) = v(2¢). Itera-ho
i fes servir la continuitat a 0.

Exercici E.2. Comprova que, a la categoria dels camins de Moore, un cami (r, )
amb r > 0 no té cap invers: no hi ha cap (s,d) amb (s,9) o (r,7) = (0, ¢,).

Indicaci6é: Mira la durada de la composicié.

Exercici E.3. Troba un magma de dos elements que no sigui associatiu, i un altre
que sigui associatiu pero no tingui neutre. *

Indicacié: Hi ha només setze operacions possibles en un conjunt de dos elements. Per al segon,
prova amb una operacié que no depengui del segon argument.

Exercici E.4. Considera els nombres reals com a objectes, i com a morfismes x — y
els reals d > |y — x|, amb la composici6 d' od = d + d'. Es una categoria? Que
canvia si s’exigeix d = |y — x|? *x
Indicacié: Per al primer cas, fes servir la desigualtat triangular. Per al segon, mira queé passa
amb z <y > z.

Exercici E.5. Sigui T(G) = {g € G | ¢*> = 1}. Comprova que G — T(G),
amb f — flr@), és un functor Grp — Set, i explica per que l'argument de
la proposicié E.6 no s’hi aplica. *

Indicacié: Mira primer els tipus: si g2 = 1, que es pot dir de f(g)2? Per a la segona part, calcula
T(Ss).

Exercici E.6. Demostra que un functor bijectiu sobre objectes i sobre morfismes
és un isomorfisme de categories. *

Indicacié: Defineix 'invers sobre objectes i morfismes, i comprova que preserva la composicié
aplicant-hi el functor original.

Exercici E.7. Demostra que «ser un grupoide» és invariant per equivaléncia, i que
«ser un ordre parcial» no ho és. *

Indicacié: Per a la primera part, fes servir que una equivalencia és plena i fidel i que reflecteix
els isomorfismes.



APENDIX E. QUASIEXEMPLES I CONTRAEXEMPLES 388

Exercici E.8. La categoria Rel és isomorfa a la seva oposada, enviant cada relacié
R a la relaci6 inversa. Fes-ho servir, junt amb l'exemple Set % Set’, per de-
mostrar que Set % Rel. ok

Indicacié: Si F': C — D és una equivaléncia, F°P: C°? — D°? també ho és.

Exercici E.9. Sigui Set, la categoria dels conjunts amb un punt distingit, amb
les aplicacions que preserven el punt distingit. Comprova que té un objecte zero i
dedueix que no és cartesiana tancada. *

Indicaci6: Pensa en el conjunt d’un sol element. Per a la segona part, aplica la proposicié E.10.

Exercici E.10. Comprova la fallada de la distributivitat al reticle dels subespais
de R? amb les rectes y = 0, z = 0 i y = 2. Té aquest reticle un «complement» per
a cada recta? *

Indicacié: Un complement de a és un b amb a A b= {0} i a Vb= R2. Es tnic?

Exercici E.11. A R, calcula AA—A per al tancat A = [0,1JU{2}, amb -A =R\ A.
*

Indicacio: El resultat és la frontera de A.
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Glossari catala—angles

Aquest glossari recull sobretot termes conflictius, no transparents o especial-
ment 1utils per llegir bibliografia internacional, i no pretén ser un vocabulari ex-
haustiu de teoria de categories. S’hi dona la forma anglesa i, quan escau, la notacié
emprada.

Criteri d’anglicismes. Diversos termes s’han manllevat de ’angles per manca
d’una forma catalana establerta o per fidelitat a la bibliografia (pullback, pushout).
En la seva primera aparicié es dona, quan existeix, el terme catala al costat de
I’angles i de la notacié; després se n’usa una sola forma. La terminologia general
segueix el Diccionari de la llengua catalana de I'Institut d’Estudis Catalans [31],
i la matematica, el Diccionari de matematiques i estadistica del TERMCAT [32].

Catala Angles Notacio
categoria oposada  opposite category Ccep
categoria prima thin category

categoria sobre un  slice category C/A
objecte

categoria sota un coslice category A/C
objecte

homconjunt hom-set Hom(A, B)
functor representable p.ex. Hom(—, A)
representable functor

immersi6 de Yoneda embedding

Yoneda

bihomfunctor (o hom functor, Hom  Hom(—, —)
bifunctor Hom) bifunctor

component (d’'una  component Na
transformacio

natural; femeni)

antiimatge preimage, inverse f~4(B)
image

exhaustiu / surjective /

essencialment essentially

exhaustiu surjective
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Catala

Angles

Notacid

En aquest llibre, exhaustiu és el terme sistematic per a surjective; essencialment exhaustiu tradueix

essentially surjective.

transformacio
natural

equivalencia de
categories

monomorfisme /
epimorfisme

objecte inicial /
terminal
functor ple / fidel

imatge essencial

categoria
d’elements

categoria
essencialment
petita

quasiinvers (d’una
equivaléncia)

prefeix

producte fibrat
(pullback)

suma amalgamada
(pushout)

con
cocon

limit / colimit
unitat / counitat
composicio
horitzontal
composicié amb un
functor per
I’esquerra

composicié amb un
functor per la dreta

epimorfisme
regular

parella nucli

factoritzacié
imatge

natural
transformation

equivalence of
categories

monomorphism /
epimorphism
initial / terminal
object

full / faithful
functor

essential image

category of
elements

essentially small
category

quasi-inverse /
pseudo-inverse

presheaf
pullback

pushout

cone
cocone

limit / colimit
unit / counit

horizontal
composition

(left) whiskering

(right) whiskering

regular
epimorphism

kernel pair

image factorization

n:F=G
C~D
mono / epi

0 / 1 (quan s’adopta aquesta notacid)

[P

Set®”

jim / lny
n/e
0%

nH
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Catala Angles Notacié

reindexacio reindexing / base fr
change

subobjecte subobject Sub(A)

classificador de subobject classifier ()

subobjectes

sedas sieve

semireticle implicative

implicatiu meet-semilattice

categoria cartesian closed

cartesiana tancada

categoria regular

category

regular category




Taula de notacio

Recollim la notacié principal del llibre, amb el seu significat i el lloc de la
primera aparicié o definicié. Les referencies remeten al capitol o a la seccié corre-

sponent.
Simbol Significat Primera aparicio
C,D,... categories cap. 1
Hom(A, B), C(A, B) homconjunt de morfismes A — B cap. 1
id 4 morfisme identitat de A cap. 1
gof composicié (f seguit de g) cap. 1
Cep categoria oposada cap. 1
fer morfisme dual de f a C°P §1.8
Set, Grp, Top, Graph categories concretes habituals cap. 1
Cat categoria de les categories petites cap. 2
C/A, A/C categoria sobre, sota un objecte cap. 2
(S17T) categoria coma §4.3
F.G:C—-D functors cap. 2
Hom(A, —), Hom(—, B) homfunctors covariant i def. 2.6
contravariant
Hom(A, f) = f. postcomposicié amb f (accié de  not. 2.1
Hom(A, —) sobre f)
Hom(f, B) = f* precomposicié amb f (accié de not. 2.1
Hom(—, B) sobre f). Atencid: el
mateix simbol designa la
reindexaci6 (vegeu més avall)
C = Set®” categoria de prefeixos sobre C ex. 3.6
Hom(—, —), Hom(f,g) bihomfunctor i la seva accié def. 2.8
h+—gohof
a: F =G transformacié natural cap. 3
D€, [C, D] categoria de functors cap. 3
Hom(—, A) exemple de functor representable  cap. 4
(contravariant)
y, Hom(—, f) immersié de Yoneda i la seva def. 4.4

accio y(f) sobre f
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Simbol Significat Primera aparicio
Ay functor constant amb valor A ex. 2.2
A functor diagonal C — C! obs. 5.3
04 morfisme diagonal cap. 7

<idA,idA>Z A—-Ax A
@D, colim D limit, colimit d’un diagrama cap. 5
Ax B, A+ B producte, coproducte cap. b
FAAG F és adjunt per l'esquerra de G cap. 6
n, € unitat, counitat d’una adjuncio cap. 6
OB, \f exponencial, currificacié cap. 7
Sub(A) ordre parcial de subobjectes de A cap. 8
fr reindexaci6 per pullback obs. 5.5; cap. 8

(substitucié), a C/B i a Sub(B);

a Set, 'antiimatge f~!. Es el

mateix simbol que la

precomposicio; el context

(homconjunts o subobjectes i

fibres) decideix. A Set totes dues

lectures coincideixen a través de

Sub(B) = Hom(B, {0, 1})
Im(f) imatge d’'un morfisme cap. 8
¢, V¢ quantificadors com a adjunts de cap. 8

f*
Q, true classificador de subobjectes cap. 9




Index alfabétic

accio
de grup, 67

adjuncio, 6, 149
categoria lliure, 152
conjuncio i implicacio, 148
counitat, 151
entre preordres, 148
existencial, 178
fletxa universal, 151
identitats triangulars, 152
interior topologic, 149
lliure-oblit, 151
limit-diagonal, 156
preservacié de limits, 154

producte-exponencial, 158, 163

quantificadors, 148, 179
tres presentacions, 153
unicitat, 154
unitat, 151

aplicaci6 dual, 81

Aut, 41

automorfisme, 41

avaluacié

a Cat, 165

Beck—Chevalley, 179
ben potenciada, 172
bimorfisme, 43

cami, 57
cami de Moore, 372
Cat, 70, 71
cartesiana tancada, 165
exponencials, 158
categoria, 2, 24
ben potenciada, 172
buida, 27
cartesiana, 162
cartesiana tancada, 164
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coherent, 190
coma, 118, 134
notacio, 119
d’elements, 126
de camins, 356
de functors, 100
grafs, 101
limits, 141
de Heyting, 190
discreta, 29, 66
esqueletica, 108
essencialment petita, 109
finita, 27
finitament completa, 139
gran, 59
isomorfa, 71
lliure, 2, 56, 57, 103, 116, 356
localment cartesiana tancada,
191
localment petita, 59
oposada, 4, 46
petita, 59
prima, 30
producte, 47
regular, 178, 190
sintactica, 192
sobre un objecte, 49, 69, 119
sota un objecte, 49, 69, 119
unitat, 27
index, 133
CCC, 164
classificador de subobjectes, 182
a Graph, 186
cocon, 138
codomini, 24
colimit, 138
com a adjunt, 156
composicio, 24
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con, 133, 134
conjunt apuntat, 50
connexié de Galois, 148
currificacid

lleis, 163
Curry-Howard-Lambek, 168

D€, 100

deduibilitat, 31

diagrama
de forma I, 133

diagrama commutatiu, 25
preservat per functors, 65

domini, 24

dualitat, 4, 47
d’un enunciat, 50, 343
nocié autodual, 53
principi de, 50, 51, 342
projectiva, 345

element
perill de raonar amb, 44
element generalitzat
pertinenca, 183
element universal, 121
endomorfisme, 41
epimorfisme, 42
escindit, 45
regular, 176, 177
equalitzador, 136
equivalencia de categories, 5, 106
adjunta, 153
caracteritzaci6, 107
matrius i espais vectorials, 109
espai dual
com a homfunctor, 81
espai topologic, 33
espai vectorial, 33
esquelet, 108
exponencial, 163
bifunctor, 164

factoritzacié
imatge, 177

fletxa universal, 151

Free, 57

functor, 4, 64
comprovacio de tipus, 64
constant, 66
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contravariant, 75
covariant, 75
de parts, 79
covariant i contravariant, 80
de projeccio, 69
de reindexacio, 137
des d’'un grup, 67
des d’un monoide, 67
des d’'una categoria finita, 66
diagonal, 69, 134
entre categories discretes, 66
entre preordres, 67
essencialment exhaustiu, 86
fidel, 84
Hom, 76
contravariant, 77
covariant, 76
i deduibilitat, 68
i grafs, 71
identitat, 66
inclusio, 85
no preserva epimorfismes, 87
oblit, 66, 69
oposat, 75
ple, 84
ple i fidel, 85
preserva isomorfismes, 65
preserva limits, 144
reflecteix limits, 144
representable, 121
a Graph, 124
de parts, 124
interpretacio, 123
oblit, 124
preserva limits, 144
variancia d’una composicio, 76

graf
com a categoria de functors, 101,
102
graf dirigit, 36, 347
cartesiana tancada, 167
subobjectes, 175
topos, 186
vertexs i arestes com a
homfunctors, 80
Graph, 36
grup, 31
grupoide, 41
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grupoide fonamental, 372

Heyting, 166
Hom
Hom(—, f), 127
aplicat a un morfisme, 77
bihomfunctor, 82
homeomorfisme, 40
homfunctor, 6, 76
a Graph, 80
bihomfunctor, 82
a Set, 83
a Vect, 83
contravariant, 77
covariant, 76
i espai dual, 81
i functor de parts, 79
i isomorfismes, 78

identitat, 24
imatge, 177
invers
per un costat, 44
isomorfisme, 3, 38
de categories, 71
i igualtat, 39
isomorfisme natural, 103
functor de parts, 105

lema de substitucié, 96
limit, 134
a Set, 141
com a adjunt, 156
com a representacio, 135
en categories de functors, 141
en un preordre, 140
finit, 139
construccié, 139

magma, 373

Matyg, 109

monoide, 30
lliure, 58, 116
oposat, 58

monomorfisme, 42
escindit, 45

morfisme, 24
escindit, 45

morfisme caracteristic
a Set, 182

morfisme de comparacié, 155
morfisme de grafs, 36, 71, 351

objecte, 24
exponencial, 163
inicial, 117
terminal, 117
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unicitat llevat d’isomorfisme, 117

objecte terminal

a Graph, 143
objecte zero, 383
Q, 182

valors de veritat, 187

parella nucli, 177
prefeix, 78
cartesiana tancada, 167
categoria de, 103
morfisme de, 103
topos de, 185
preordre, 30
producte, 2, 135
a Set, Graph i categories de
functors, 143
com a representacio, 125
d’objectes i de categories, 48
functorialitat, 162
propietat universal, 3, 115, 121
Provyp, 31
prova
com a morfisme, 32
pullback, 7, 136

quantificador
com a adjunt, 148
existencial, 178
universal, 179

regla dels signes (variancia), 76
regles estructurals, 168
reindexacio, 137

de subobjectes, 173
Rel, 2, 35
representacié lineal, 67
retraccio, 44

seccio, 44

sedas, 185

semireticle implicatiu, 166
Set
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cartesiana tancada, 165
Sub

functor, 174
Sub(A), 171
subcategoria, 48

ampla, 48, 85

plena, 48, 85
subobjecte, 7, 171

intersecci6, 176

ordre, 171
substitucié, 68
substitucio, 173

topos, 184
boolea, 187
elemental, 184

elemental i de prefeixos, 185
transformacié natural, 5, 93

bidual, 97

composicié amb un functor, 110
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composicio horitzontal, 110, 111
composicio vertical, 99
contraexemple, 95

entre preordres, 95

identitat, 95

interpretacié logica, 96

Nat, 101

Yoneda
immersio, 127
immersi6 plena i fidel, 129
lema, 6, 127
objectes determinats per
morfismes, 130
taula de variancia i tipus, 129

algebra de Heyting, 166
i preordres cartesians tancats,
166
subobjectes d'un topos, 187
algebra de Lindenbaum-Tarski, 382
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