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Aquests apunts neixen de la voluntat de proporcionar a ’alumnat de batxillerat
una base solida i rigorosa en el llenguatge de les matematiques: la logica i les
demostracions.

El cami cap a la comprensio de les matematiques superiors esta pavimentat amb
la capacitat de comprendre i construir arguments logics. Aquest document vol ser
la primera pedra d’aquest cami. S’ha elaborat amb la intencié de ser una eina clara,
accessible i, alhora, precisa, que guii 'estudiant a través dels conceptes fonamentals
de la logica proposicional, els quantificadors i les tecniques de demostracio.

El material que es presenta aqui és el fruit de I'experiencia docent i de la conviccid
que, sense logica, raonament i demostracio, les matematiques perdrien allo que les
defineix: no n’hi ha prou amb arribar a un resultat; cal justificar rigorosament per
que és cert. S’ha posat un émfasi especial en la relacié entre el llenguatge natural i
el llenguatge simbolic, i en el pas de I'un a 'altre, ja que és precisament en aquesta
traduccié on sovint apareixen les dificultats més grans.

Agraim als estudiants les preguntes i les observacions que han contribuit a donar
forma a aquest text, i als companys docents els seus valuosos comentaris i suggeri-
ments.

Esperem que aquests apunts us ajudin a comprendre com es construeix i es valida
el coneixement matematic.

il



Aquest document és una introduccié als metodes de raonament i demostracié
propis de les matematiques. El seu objectiu és proporcionar les eines logiques neces-
saries per comprendre i construir arguments matematics valids i rigorosos.

La finalitat ultima és que 'estudiant sigui capag de:

o Entendre el significat precis dels enunciats matematics.
o Analitzar la seva estructura logica.

o Construir demostracions correctes de resultats simples.
Per assolir-ho, el llibre esta estructurat en tres grans blocs:

1. Coneixements generals de logica (Capitol 1: seccions 1 a 11). S’introdueixen
els conceptes basics de la logica proposicional i de predicats. S’apren a treballar
amb connectives logiques (i, o, no, si... llavors..., si i només si), taules de
veritat, tautologies, equivalencies i regles d’inferencia. Aquests elements sén
I’alfabet amb que s’escriuen les matematiques.

2. Tecniques de demostraci6 (Capitol 1: seccié 12). Es presenten i es practiquen
les estrategies de demostracié més comunes i essencials: demostracions direc-
tes, per contrareciproc, per reduccié a l’absurd, per induccid, per casos i per
contraexemple. Aquestes son les jugades basiques del joc de demostrar.

3. Practica i aplicaci6 (Capitols 2, 3 i 4). La part teorica es consolida amb una
amplia col - leccié d’exercicis resolts, exercicis proposats i tests d’autoavaluacié
que permeten posar a prova la comprensio i aplicar els coneixements adquirits.

El document es tanca amb una molt breu mirada a com s’apliquen aquests prin-
cipis en el context de teories axiomatiques concretes, com la geometria euclidiana i
Iaritmetica, il - lustrant que tot I'edifici matematic es construeix sobre els fonaments
logics que aqui es presenten (Capitol 1: seccié 13).

Aquests apunts no només us prepararan per a assignatures futures, siné que
també volen obrir la porta a una visié més profunda del mén de les matematiques.

Com utilitzar aquest document? Es recomana llegir la teoria amb atencio,
assegurant-se de comprendre cada concepte abans de passar al seglient. Els exerci-
cis de practica son una part indispensable de I'aprenentatge; us animem a intentar
resoldre’ls abans de mirar la solucié proposada.

v



Quan escrivim a la pissarra una expressié com x + y = y + x, a molta gent se
li acut de seguida la propietat commutativa de la suma. Es clar que si, i a més,
d’aquesta manera no hem d’escriure a la pissarra que 'ordre dels sumands no altera
el resultat de la suma. Hem aconseguit sintetitzar una idea amb una expressio
simbolica fent s de dues variables x i y. Si després escrivim = + 2 = 2 4+ z, tothom
s’adona que aquesta igualtat és un cas particular de 'anterior substituint y per la
constant el nombre 2. Podriem afegir molts més exemples, pero no cal, tots recordeu
el plantejament de problemes per equacions i la seva resolucié. Tot aixo seria molt
més dificil de fer sense I'ajut de variables i constants. En resum, heu de tenir molt
present que en el llenguatge de les matematiques és imprescindible I'is de variables
i constants.

Com hem dit, la formalitzacié d’enunciats amb ’ajut de variables i constants
es fa indispensable per a continuar endavant. En l’exemple segiient es veu com
es fa molt més senzill i alhora més rigorés treballar amb enunciats matematics si
introduim variables i constants. Es habitual prendre com a variables les tltimes
lletres de I’abecedari i com a constants les primeres, pero aixo és irrellevant.

Exemple 1.1

Amb 'ajut de variables i constants expressa els segiients enunciats:

1. La mitja geometrica de dos nombres positius és menor o igual que la mitja
aritmetica.
. , - : T+y
Si ,y sén dos nombres positius, aleshores es compleix /x -y < S
2. El quadrat d'un nombre senar és senar.

2

Si x és un nombre senar, aleshores x* és senar.

3. Donat un nombre real positiu, busqueu els nombres reals el quadrat dels
quals és més petit o igual que el nombre donat.
Sigui a > 0, aleshores hem de resoldre la inequaci6 22 < a.

4. Trobar tres nombres parells consecutius que sumen 12.

Busqueu un nombre parell x tal que x + x +2 + 2 +4 = 12.
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Es evident que l’enunciat «si els elefants volen, existeix el nombre 7» no és
matematic perque hi apareixen termes que no estan definits dins de les matematiques;
en canvi, «161 és multiple de 7» si que és un enunciat matematic. Aqui no volem
definir en rigor que és un enunciat matematic, només ens interessa que tingueu una
idea intuitiva clara sobre com distingir un enunciat matematic d’aquell que no ho
és, i aixo creiem que ho podem assumir sense cap problema.

Hi han enunciats de les matematiques que sén proposicions i altres, predicats.
Una proposicié és un enunciat que és o vertader o fals. Per exemple, els enunciats
seglients son proposicions vertaderes:

e Si un cercle té un radi de r unitats, aleshores la seva area és 7r? unitats
quadrades.

o Tot nombre parell és divisible per 2.
e 2 €7, que es llegeix «2 pertany als nombres enters».
e V2¢ Q, que es llegeix «v/2 no pertany als nombres racionalsy.

e N C Z, que es llegeix «els nombres naturals formen un subconjunt dels nom-
bres entersy.

« El conjunt {a,b,c} té 3 elements.

o Alguns triangles rectangles sén isosceles.

En canvi, les proposicions segiients sén falses:

e 1=2.

. VIR

e Per a tot nombre real z, es té que 22 +1 < 0.

e {1,2,3} NN = &, que es llegeix «la interseccié dels conjunts {1,2,3} i N és el
conjunt buit».

o La suma dels angles de qualsevol quadrilater val 180° .
e Six =2, aleshores z? = 9.
e 6 és un nombre primer.

Volem observar que hi ha proposicions que tenen variables. Per exemple, 1'e-
nunciat «Si x és un nombre enter, 2x + 1 és senar» és una proposicié vertadera.
L’enunciat «Per a tots els nombres reals x,y es compleix (z —y)(x+y) = 22 —y*» és
una proposicié vertadera. També hi ha proposicions falses amb variables com, per
exemple, «Per a tot nombre real z es té V22 = .

També hi ha enunciats matematics que encara no sabem demostrar ni refutar.
Aquests enunciats s’anomenen conjectures. Des del punt de vista de la logica
classica continuen sent proposicions, perque tenen un valor de veritat determinat,
encara que nosaltres no el coneguem. Per exemple, la conjectura de Goldbach diu:
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tot enter parell superior a 2 és una suma de dos nombres primers. També tenim
I’antic teorema de Fermat, segons el qual per a tots els nombres naturals a, b, ¢, n,
ambn > 2 es té a4+ b" # ¢". Durant segles va ser una conjectura; el 1994, Andrew
Wiles en va donar una demostracié.

Finalment, els enunciats seglients no sén proposicions:

e x és un nombre parell.

Una recta paral - lela a la recta d’equacié = +y = 1.

Els nombres enters parells més grans que un nombre irracional donat.

La funcié f és la funcié inversa de la funcié g.
e 22+ 1.

Els predicats son enunciats oberts perque contenen variables i sén vertaders
o falsos depenent dels valors assignats a les variables. Aqui denotem els predicats
per lletres majiscules, com per exemple P(z) o Q(m,n), afegint les variables que
estan presents entre parentesis. Per exemple, I’enunciat «n és un nombre primer»
és un predicat que representem per P(n), i enunciat «m és més gran o igual que
n», o abreujadament, «m > n» per Q(m,n). Llavors, P(2) és la proposicié «2 és un
nombre primery» que és vertadera, i Q(3,4) és la proposicié «3 > 4» que és falsa.

Dels cinc ultims enunciats anteriors que no sén proposicions els quatre primers
son predicats. El primer és el predicat «ser un nombre parelly», que si el denotem per
P, aleshores I'enunciat és P(z). El segon és el predicat «ser una recta paral - lela a
x4y = 1», que si el simbolitzem per () i escrivim una recta del pla com azx + by = ¢,
aleshores I'enunciat és Q(a, b, ¢); per exemple, (2,2, —1) és la proposicié «2z+2y =
—1 és una recta paral - lela a * +y = 1» que és vertadera. De fet el tercer és una
familia de predicats que depeén del parametre a que és un nombre irracional. En
concret, si el designem per P, i considerem que la variable x pren valors a Z, aleshores
I'enunciat és P,(x); per exemple, P, 5(4) és la proposicié «4 és un nombre enter parell
més gran que el nombre irracional v/2» que és vertadera. Finalment, I'altim és el
predicat «f és la funcié inversa de g», que si el denotem per S i f, g sén variables
que denoten funcions, aleshores I'enunciat és S(f,g). Per exemple, si f: R — R i
g : R — R s6n les funcions definides per f(t) = v/t i g(t) = t*, aleshores S(f,g) és
la proposicié «f és la funcid inversa de g» que és vertadera. En canvi, I'altim no és
un predicat perque al substituir la variable x per un niimero s’obté un altre ntimero,
perd en cap cas una proposicio; diem que és una expressié algebraica. Aquestes
expressions estan compostes per variables, constants numeriques i els simbols de les
quatre operacions fonamentals de I'aritmetica.

Per acabar aquesta seccié volem advertir que convé distingir entre una proposicié
matematica i una afirmacié que parla sobre aquesta proposicié. Per exemple, si
volem dir que la proposicié «3 > 4» és falsa, no escrivim simplement

3 > 4 és falsa,

perque aqui barregem ’enunciat matematic amb el comentari que fem sobre el seu
valor de veritat. Es millor escriure, en llenguatge ordinari,

la proposicié «3 > 4» és falsa.
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Aquesta distincié no cal portar-la fins a 'extrem en els calculs quotidians, pero és
important tenir-la clara quan parlem de veritat, falsedat, demostracié o contradiccié.

Observaci6 1.1

En aquesta unitat adoptem un punt de vista elemental: treballem dins del con-
text matematic i, mentre no es digui el contrari, quan parlem de proposicions
ens referim a proposicions matematiques.

Si p és una proposicié matematica determinada, I'afirmacié «p és falsa» no és
una nova proposicié matematica del mateix tipus que p: no parla directament
de nombres, figures o funcions, siné de la proposicié p i del seu valor de veritat.
Aixi, si p és falsa, D'afirmacié «p és falsa» és vertadera; i, si p és vertadera,
I'afirmacié «p és falsa» és falsa. Per exemple, si p denota la proposicié «3 > 4»,
aleshores 'afirmacié «p és falsa» és vertadera.

Quan una afirmacié parla sobre ella mateixa, poden apareixer dificultats logiques:
un raonament que sembla correcte pot conduir a una contradiccié. Més endavant,
aquest tipus de situacio rep el nom de paradoxa. L’exemple classic és la paradoxa
del mentider: «aquesta frase és falsa». Si fos vertadera, aleshores seria falsa; si
fos falsa, aleshores seria vertadera. Aquesta mena d’autoreferencia és la que cal
evitar.

Una situacié semblant apareix en teoria de conjunts amb la paradoxa de Russell.
Si intentem formar el conjunt

A={z:z ¢z},

aleshores preguntar si A € A porta a una contradiccio: si A € A, per la definicio
de A hauriem de tenir A ¢ A; isi A ¢ A, aleshores A compleix la propietat que
defineix A, i per tant A € A.

Per evitar aquests problemes, en matematiques és habitual separar el llenguatge
que fem servir per escriure els enunciats matematics del llenguatge amb que
parlem sobre aquests enunciats.

En teoria de conjunts combinem o modifiquem els conjunts amb operacions com
la uni6 o la intersecci6é. De la mateixa manera, en aritmetica modifiquem nombres
amb operacions com la suma o la multiplicacié. Aixo també passa en logica. Tenim
algunes operacions per combinar o modificar proposicions o predicats; aquestes ope-
racions es tradueixen en el llenguatge de les matematiques per les paraules «i», «o»,
«noy, «si ... llavors ..» i «... si inomés si... ». Es habitual simbolitzar aquestes
operacions amb els simbols caracteristics del llenguatge de la logica. Aqui ho farem
per una qiiestié d’economia sintactica. Cal tenir present que a matematiques, aques-
tes paraules tenen significats precisos, que donarem a l’apartat segiient. En alguns
casos, el significat matematic d’aquestes paraules difereix lleugerament o sén més
precisos que 1'is comu que fem en la vida quotidiana.

En general, la regla sintactica és que a partir de dues proposicions p i ¢ podem
formar altres proposicions mitjancant les operacions logiques, també anomenades
connectives logiques. La regla semantica és que la veritat o falsedat d’aquestes
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noves proposicions dependra de la veritat o falsedat de p i ¢, i sera definida per les
anomenades taules de veritat. A una proposicié se 'assigna el valor de veritat
que simbolitzem per V quan la proposici6 és vertadera, i F quan és falsa.

Si p i g son dues proposicions, llavors la conjuncié d’aquestes dues proposicions
és la proposicié «p i ¢», simbolitzada per pAgq, i que es defineix de la segiient manera:

« Es vertadera, quan p i ¢ sén ambdues vertaderes;
« Es falsa, quan p és falsa o ¢ és falsa o ambdues sén falses.

Per exemple, la proposicié «1 < /2 < 2» és la conjuncié de les proposicions
«v2 > 1» 1 «v/2 < 2», que sén totes dues vertaderes i, per tant, és vertadera.

D’acord amb la definici6é anterior, s’obté la taula de veritat de la conjuncié logica:

PAg

o< <
<<
oo <] >

Observem que la conjuncié de dues proposicions només és vertadera quan les dues
proposicions sén vertaderes.

Si p i g sén dues proposicions, llavors la disjuncié d’aquestes dues proposicions
és la proposicié «p o g», simbolitzada per pVg, i que es defineix de la segiient manera:

o Es vertadera, quan almenys una de les dues proposicions és vertadera;
o Es falsa, quan p i ¢ sén ambdues falses.

Per exemple, la proposicié «m € (—oo0,—1) U (1,400)» és la disjunci6é de les
proposicions «m < —1» o «7m > 1», la primera és falsa i la segona és vertadera i, per
tant, és vertadera. La taula de veritat d’aquesta connectiva és

pvyg

o< <
< <R
<< <<

Observem que la disjuncié de dues proposicions és falsa quan les dues proposicions
son falses. Destaquem 1'tis inclusiu que fem d’aquesta connectiva respecte de I'ex-
clusiu que fem servir habitualment a la vida quotidiana i que fa que la proposicié
sigui vertadera quan només una de les proposicions és vertadera.



CAPITOL 1. TEORIA 6

Si p és una proposicio, llavors la negacié d’aquesta proposicio és la proposicié
«no p», simbolitzada per —p, que es defineix de la seglient manera:

o Es vertadera, quan p és falsa;
« Es falsa, quan p és vertadera.

Per exemple, la proposicié «v/3 & (0,1)» és la negacié de la proposicié «/3 €
(0,1)», que és falsa i, per tant, és vertadera. La taula de veritat d’aquesta connectiva
és
-p

<

F
v

Si piqsoén dues proposicions, llavors el condicional d’aquestes dues proposicions
és la proposicié «si p, llavors ¢», simbolitzada per p — ¢, i que es defineix de la
seglient manera:

o Es vertadera, quan p i ¢ son ambdues vertaderes o p és falsa;

« Es falsa, quan p és vertadera i ¢ és falsa.

Una proposicié condicional «si p, llavors ¢» també se’n diu implicacié i diem
que «p implica ¢», i que p és 'antecedent i q és el conseqiient de la implicacié. La
interpretacié que fem d’aquesta connectiva sorpréen una mica en el seu s doncs, per
exemple, en I’enunciat «Si hi ha dues rectes en el pla que sén paral - leles, llavors 2 és
un nombre primer» no hi ha cap relacio entre I’antecedent «hi ha dues rectes en el pla
que son paral - leles» i el conseqiient «2 és un nombre primery, i, és matematicament
correcte, independentment de si 'antecedent és vertader o fals.

Segons la definicié6 que hem donat, la taula de veritat d’aquesta connectiva és

P q |p—4¢
vV VvV \Y
vV F F
F V \Y
F F \Y

Observem que només és falsa quan ’antecedent és vertader i el conseqiient és fals.
El condicional de dues proposicions p i ¢ podem trobar-lo en proposicions escrites
al catala de moltes maneres: (1) ¢ si p; (2) sip, ¢; (3) p només si ¢; o (4) ¢ sempre
que p.

Per exemple, la proposicié «700 és divisible per 4 perque el nombre acaba amb
dos zeros» és el condicional «P(700) implica Q(700)», on P és el predicat «tenir
zero a les decenes i també a les unitats» i () és «ser divisible per 4».
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Si p i ¢ son dues proposicions, llavors el bicondicional d’aquestes dues proposi-
cions és la proposicio «p si i només si ¢», simbolitzada per p «— ¢, i que es defineix
de la segiient manera:

« Es vertadera, quan p i ¢ sén ambdues vertaderes o falses;
o Es falsa, quan p és vertadera i ¢ és falsa, o p és falsa i ¢ és vertadera.

Una proposicié bicondicional «p si i només si ¢» també se’n diu doble implica-
cid i diem que «p implica ¢ i ¢ implica p». La taula de veritat d’aquesta connectiva
és

P q |p<—4q
vV vV \Y
vV F F
F Vv F
F F \Y

Per exemple, la proposicié «98 és multiple de 6 si i només si 98 és divisible per
2 i també per 3» és el bicondicional «P(98) si i només si Q(2) i R(3)», on P és el
predicat «ser multiple de 6», () és «ser divisible per 2» i R és «ser divisible per 3».

Exemple 1.2

Escriu fent s de les connectives les proposicions segiients: (1) —4 < —1; (2)
|-3] = 12|; (3) =1 € [0,1]; (4) 2¢ [0,1]; (5) V2 <2 <2V25si1<+2<2;(6)
v/1331 = 11 si i només si 11° = 1331.

Solucié

(1) La proposici6 —4 < —1 es pot expressar com la disjuncié: «—4 < —1» o
«—4 = —1». (2) La proposicié |-3| = |2]| és la disjuncié: «—3 =2» 0'—3 = —2..
(3) La proposici6 —1 € [0,1] és la conjuncié: «—1 > 0» i «—1 < 1». (4) La
proposici6 2 ¢ [0, 1] és la negaci6: «no 2 € [0, 1]». (5) La proposicié «v/2 < 2 <
2v/2 si 1 < V2 < 2» és el condicional «1 < v/2 < 2 implica V2 < 2 < 2v/2».
(6) La proposicié «+/1331 = 11 si i només si 113> = 1331» és el bicondicional
« 113 = 1331 implica /1331 = 111 ¥/1331 = 11 implica 113 = 1331».

Proposicions elementals son aquelles que no posseeixen cap operador logic. Les
proposicions compostes estan formades per altres proposicions i operadors logics.
Per exemple, a partir de dues proposicions elementals p i ¢, podem formar com hem
vist =¢ 1 p V q. Perd també p A ¢, i finalment, (pV ¢) — (p A —¢) . Hem utilitzat
els paréntesis per evitar ambigiietats. De fet, també hem utilitzat la convencio
estandard segons el qual el simbol de negacié — té prioritat sobre les altres quatre
connectives, pero cap d’aquestes té prioritat sobre les altres. Per altra banda, és clar
que pA — =g no té cap sentit perque no esta ben formada. La rad, per exemple,
esta en que A connecta dues proposicions i, en el nostre cas, — —¢ no ho és.
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Volem ara formalitzar ’enunciat segiient: «Sino és cert que 34043 sigui una suma
de dos quadrats, llavors 34043 és senar o és divisible per 3». Identifiquem les segtients
proposicions simples: p = «34043 sigui una suma de dos quadrats», ¢ = «34043 és
senary, i r = «34043 és divisible per 3». Llavors ’enunciat s’escriu simbolicament
d’aquesta manera tenint en compte les connectives logiques: —p — (¢ VvV r). Un
altre exemple és la proposicid «273 és divisible per 91, si 273 és multiple de 7 i
multiple de 13» és el condicional: «P(273) — (Q(273) A R(273))», on P és el
predicat «ser divisible per 91», () és «ser mutiple de 7» i R és «ser multiple de 13».

Donada una proposicié composta, volem determinar el seu valor de veritat co-
neixent el valor de veritat de les proposicions simples que la conformen. Suposem la
interpretacié segons la qual les proposicions simples p i ¢ sén vertaderes i r i s sén
falses. Llavors, quin és el significat de la proposicié composta = (p V q) — (r A —s)?

p g r s s pVg a=-(pVg B=(A-s)|a—p
V VF F V V F F Vv

De la taula deduim que la proposicio és vertadera.

Donat el valor de veritat d’'una proposicié composta, ara volem determinar el
valor de veritat de les proposicions simples que la conformen. Suposem que la
proposicié composta (p A =q) — r és falsa. Llavors, com la connectiva principal
d’aquesta proposicio és el condicional. Ates que aquesta implicacié té un valor de
veritat fals inicament quan ’antecedent és vertader i el conseqiient és fals, s’obté
que p A —q és vertadera, i r ha de ser falsa. Ara bé p A —q és vertadera només si p
és vertadera i g és falsa. Per tant, p és vertadera i ¢ i r son falses.

Com hem fet fins ara les lletres p, g, r, ... s'usen com a variables que representan
a proposicions. El valor de veritat de p, per exemple, és desconegut mentre no
s’especifica la seva interpretacio, és a dir, no és coneix el significat de la proposicio
que representa.

Anomenem formes proposicionals a les expressions formals ben formades cons-
tituides per variables proposicionals i les connectives logiques que les relacionen. Per
exemple, A(p,q,7) = ((pAq) — (rV =p)) Ar és una forma proposional que conté
tres variables p,q i r. Les formes proposicionals no sén proposicions, pero si ca-
da variable proposicional és reemplacada per una proposicié simple o composta, la
forma proposicional es converteix en una proposicié. Si reemplacem les variables
proposicionals per proposicions vertaderes o falses, el nombre de proposicions que
es generen és 2", sent n el nombre de variables proposicionals. A la taula de veritat
que es genera se 'anomena a vegades matriu de la forma proposicional. La matriu
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de la forma A(p, q,r) té 23 = 8 interpretacions posibles:

a=pAq|pf=rV-p a—fF (a—p)AT

mhaha g g
HH<<TE<<|

H<H<gT<mEg s

<< <<mm=EmEd

Mo <<

<< < <HmE<HEI
SRESESR R R
m<m<TmE<TE<S

Per exemple, la forma es converteix en una proposicié vertadera quan les varia-
bles proposicionals p, ¢ i r s’interpreten respectivament com a proposicions que son
vertadera, falsa i vertadera (fila 3 de la matriu).

Exemple 1.3
Construeix la matriu de la forma A(p,q) = (p V ¢) — (p A —¢) . Quina interpre-

tacié permet assegurar que la forma es converteix en una proposicio vertadera?

Solucié

La forma té dues variables proposicionals i, per tant, 2> = 4 interpretacions
possibles. La matriu de la forma és:

p q|-q|pVqg|pA—-qg (pVg) — (pA—q)
V V| F | V F F
V F|V | V \% v
F V|F| V F F
F F|V| F F \%

Observem que una proposicié d’aquesta forma només sera vertadera quan subs-
tituim ¢ per una proposicié falsa.

Una tautologia és una proposicié que és vertadera per necessitat logica. Una
tautologia caracteristica de la logica classica és la proposicié «p o no p», sent p
qualsevol proposicid. Aquesta tautologia se la coneix també amb el nom de principi
del tercer exclos, segons el qual la disjuncié d'una proposicio i la seva negacid és
sempre vertadera. En efecte, la taula de veritat d’aquesta proposicid és

p —pl|lpVv-p
vV F| VvV ,
F V| V

on veiem que 'tltima columna hi ha només el valor V com era d’esperar. Es evident
que la tautologia no té cap interés matematic perque no informa de res, pero permet
simplificar a vegades les demostracions com veurem més endavant.
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Ara bé, el concepte de tautologia té més sentit quan en lloc de tractar amb
proposicions treballem en formes. Una forma és tautologia quan la matriu de la
forma només genera proposicions vertaderes; en unes altres paraules, quan és certa en
totes les circumstancies possibles. Per exemple, la forma A(p,q) = (pAq) — (pVq)
és tautologia perque la seva taula és:

p q |pAqg|pVaqg|(pAqg) — (pVq)
V V| V \% \%
V F| F \Y% \Y%
F V| F \% A
F F| F F \Y%

D’aqui surt el fet segiient: qualsevol proposicié composta de la forma «(p A q) —
(pV q)» és una tautologia, independentment del que siguin les proposicions p i q.

Una contradiccié és una proposicio que és falsa per necessitat logica. De fet,
tota contradiccid és la negacié d’'una tautologia i, al contrari, tota tautologia és la
negacié d'una contradiccié. La negacié del principi del tercer exclos és una con-
tradiccié coneguda com el principi de contradiccid, segons el qual la conjuncié
d’una proposicié i la seva negacié és una proposicié sempre falsa. Es la proposicié
«p i no p», sent p qualsevol proposicié. La taula de veritat d’aquesta proposici6 és

p —p|lpA-p
vV F| F
F V| F

i veiem que I'iltima columna només té el valor F. De la mateixa manera que la
tautologia, la contradiccié té més sentit quan s’aplica a formes proposicionals. Una
forma és contradiccié quan la seva matriu només genera proposicions falses. Per
exemple, segons el principi de contradiccié la forma (p — ¢) A = (p — ¢) és una
contradiccid. Podem comprovar-ho fent la seva matriu:

p qlp—q|l-p—q|P—>9A=(p—9q)
V V| V F F
V F F A F
F V \% F F
F F \% F F

Per acabar, quan una forma proposicional no és tautologia ni contradiccié es diu
que és contingencia; en unes altres paraules, quan admet algunes proposicions
vertaderes i altres falses per als valors de veritat de les variables proposicionals. Un
exemple de contingencia és la forma (pV q¢) — (p A q) perque la seva matriu és:

pVaqg|pAg| (Ve — (pAq)

<<l
< <

== =<
o<

<<

Les formes proposicionals poden ser connectades amb operadors logics per a
formar noves formes proposicionals. D’aquesta manera, si A i B sén formes, llavors
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-A, ANB, AVB, A— Bi A <— B representen noves formes proposicionals. Per
exemple, si A(p,q) = —p —> qiB(p,r,s) =s — (pV —r), aleshores C(p,q,r,s) =
A(p,q) — B(p,r,s), és a dir, C(p,q,7,8) = (7p—¢q) — (s — (pV r)).
Observem que A té 22 = 4 interpretacions, B en té 2% = 8 interpretacions, i C' en té
2% = 16 interpretacions.

Exemple 1.4
Si p,q i r son variables proposicionals, llavors
(p—a)A(g—1)) — (p—>7)

és una forma proposicional tautologica?

Solucié

Si. Aquesta forma expressa la transitivitat del condicional: si p implica ¢ i ¢
implica r, aleshores p implica r. Ho podem comprovar amb la taula de veritat:

p ¢ v p—q ¢g—1r (p—9N(q@—r1))—(p—r)
V VvV V \% %
V VF V F \%
V FV F V \%
V F F F V \%
F VV V V \%
F VF V F \%
F F V V \% \Y%
F FF V \% \%

Com que I'altima columna només conté valors V, la forma és una tautologia.

Si Ai B sén dues formes proposicionals, llavors es diu que A implica logica-
ment B quan la forma A — B és tautologia. Cal destacar que la implicaci6 logica
és una relacio entre formes proposicionals, que denotem per =>. D’aquesta manera,
quan escrivim A = B, que llegim abreujadament com «A implica B», significa
que A — B és tautologia. Observa que hem usat en aquest document la paraula
«implica» de dues maneres diferents. La primera, al parlar del condicional de dues
proposicions p i ¢, p — ¢, qué no necessariament es una tautologia, mentre que la
segona, fa un moment, quan la implicaci6 si és necessariament una tautologia.

A la practica, el fet de tenir la implicaci6 logica A = B permet fer el segiient
argument: si A = B i A és tautologia, aleshores necessariament B és tautologia.
D’aqui surt una interpretacié molt comi en matematiques: quan A = B, aleshores
B es diu que és condicié necessaria per A, i també, que A és condicid suficient
per B.

Per exemple, suposem que n és un enter positiu, aleshores I’enunciat «si n és
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divisible per 4, llavors n és divisible per 2», és cert i pot escriure’s com P(n) —
Q(n), on P = «és divisible per 4» i Q = «és divisible per 2». La condicié «n és
divisible per 4» és suficient perque «n sigui divisible per 2», és a dir, només cal que n
sigui divisible per 4 perque sigui divisible per 2. En canvi, la condicié «n és divisible
per 2» és necessaria perque «n és divisible per 4», o sigui, si n no fos divisible per 2,
aleshores no seria divisible per 4.

Més endavant veurem que les implicacions logiques seran extremadament ttils
per construir raonaments valids. En particular, s’utilitzaran ampliament les segiients
implicacions logiques: Si A, B i C' s6n formes proposicionals, aleshores

. A—B)ANA=B

(A— B)A-B= -A
(i) ANB=A; (i) ANB =B
(i) A= AV B; (i) B= AVB
(i) (AVB)A-B = A; (ii) (AVB)AN—-A =B
(i)A«—>B—=A—DB;(ii) A+—+B=—=B— A
A— B)AN(B— A) = A«— B
A—BANB—C)=A—C

co I O Ot k= W N

(
(

Per veure que (A — B) A A = B hem de comprovar que ((A — B) A A)
— B és tautologia. Construim la taula de veritat corresponent:

A B A—B (A—BNA (A— B)ANA) — B
vV vV Vv Vv Vv
V F F F \Y
F V Vv F Vv
BB \Y I3 \Y

i observem que efectivament és tautologia. Analogament es fa per les altres.

Si Ai B sén dues formes proposicionals, llavors es diu que A i B sén equiva-
lents logicament quan la forma A <— B és tautologia. Com la implicacié logica,
I’equivaléencia és una relacio entre formes proposicionals que denotem per <=-. D’a-
questa manera, quan escrivim A <= B, que llegim «A és equivalent a B» o «A i
B son equivalentsy, significa que A <— B és tautologia.

A la practica, el fet de tenir l'equivaléncia A <= B permet fer el segiient
argument: Si A <= B, i1 A (resp. B) és tautologia, aleshores necessariament B
(resp. A) és tautologia, i també, d’aqui surt una interpretacié molt comuna en
matematiques: quan A <= B, aleshores es diu que A és condicié necessaria
i suficient per B o a l'inrevés. De fet, aixo es dedueix de 'equivalencia segiient:
A<+— B <= (A— B) N(B — A) perque
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a=A—B f=B—A y=A+«—B aAp v+ (aApb)

b < <>
<<
<mH <<
< o<
< mm<

v
v
\Y%
v

< <<

A continuacié s’enumeren algunes equivalencies logiques que seran particular-
ment tils i al seu costat el nom pel qual séon conegudes:

1. = (=A) <= A (llei de la doble negacid)

AN B <= B A A (llei commutativa de A)

AV B <= BV A (llei commutativa de V)

(ANB)ANC <= AN (BAC) (llei associativa de A)

(AVB)VC <= AV (BVC(C) (llei associativa de V)

AV (BAC) <= (AV B) A(AV C) (llei distributiva de V respecte de A)
AN(BVC)<= (ANB)V (ANAC) (llei distributiva de A respecte de V)
A— B<+<=-AVEB

2 @ N o & > 80 K

A — B <= -B — —A (llei del contrareciproc)

A+— B<+<= (A— B)A (B — A) (llei del bicondicional)
. (AVB) - C<+~—= (A— C)N(B— ()

. A— (BNC)<~—= (A— B)AN(A—(C)

. (AN B) <= —-AV =B (llei de De Morgan)

14. =(AV B) <= - A A =B (llei de De Morgan)

— = =
w N o~ O

Algunes d’aquestes lleis tenen molt d’interes quan volem fer demostracions. La
llei de la doble negacié a la practica es usa de la segiient manera: volem provar que
p és vertadera. Per a fer-ho, suposem com hipotesi que —p és vertadera, i deduim
contradiccid, i, per tant, = (—p) és vertadera. Ara bé, —(—p) i p sén equivalents i,
per tant, p és vertadera. Aquesta manera de demostrar un enunciat matematic sera
tractada amb més detall més endavant.

Es diu reciproc de la proposicié p — ¢ a la proposici6 ¢ — p, i contrare-
ciproc a la proposici6 -¢q — —p. La llei del contrareciproc també és la base de
moltes demostracions. A la practica es usa de la segiient manera: volem provar que
p implica g. Per a fer-ho, observem que és més senzill provar que —¢ implica —p, i,
per tant, és cert que p implica ¢q. Tractarem aquesta forma de demostracié més en
detall més endavant.

Finalment, fem alguns comentaris sobre la llei del bicondicional. Quan s’ha de
demostrar una equivalencia p <— ¢, la llei del bicondicional permet fer-ho de la
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seglient manera: primer, provem que p implica ¢, i després, el reciproc, es a dir, que
q implica p. Es habitual en matematiques dir-ho d’alguna d’aquestes maneres: (1)
p és condici6 necessaria i suficient per ¢ o (2) si p, llavors ¢, i reciprocament.

Per a completar aquesta seccié provarem les lleis 10 i 12. Per demostrar 10 hem
de comprovar que (A «— B) <— (A — B) A (B — A) és tautologia. En efecte,
constriuim la matriu i s’obté tautologia

A B a=A—B p=B—A y=A+«—> B aAf v+ (aNp)
vV V A% \% A% \Y% A%
V F F A% F F A%
F V A% F F F A%
F F A% A% A% A% A%

Per demostrar 11 hem de comprovar que =(AA B) <— (—A V = B) és tautologia.
En efecte, constriuim la matriu i s’obté tautologia

A B ANB -A -B a=-(AAB) B=-AV-B a«+—p
V V| V F F F F vV
VF| F F V \ v \%
F V| F V F \ v v
F F| F V V v v v

Les altres és demostran de la mateixa manera.

Exemple 1.5

Escriu fent s de les connectives les proposicions segiients: (1) un nombre natural
és parell si i només si el seu quadrat és parell; (2) és necessari que z sigui un
nombre real no negatiu perqué /z sigui real; (3) és suficient que n = 3 perque
n? —5n+6=0; (4) n®> —5n + 6 = 0 precisament si n =2 o n = 3; (5) |a|] = |b|
siinoméssia=>boa=—b.

Solucié
(1) Si P(n) vol dir «n és parelly, ’enunciat és
P(n) <— P(n?).

(2) Si R(z) vol dir «y/x és realy, enunciat és

R(z) — (z e RAx >0).
(3) L’enunciat és

n=3—n>—5n+6=0.
(4) L’enunciat és

n*—5n+6=0+— (n=2Vn=3).

(5) L’enunciat és
la| = |b] +— (a =bV a = —b).



CAPITOL 1. TEORIA 15

Molts cops veieu com en resoldre exercicis a matematiques se us demana que
raoneu o justifiqueu la resposta. Ara volem tractar aquest assumpte. Que es vol dir
que raoneu la vostra resposta? Es clar, heu de fer un raonament valid que justifiqui
allo que se us demana demostrar. Aixo té dues parts, una és conduir correctament
el vostre raonament des del punt vista logic, i l'altra, és comprendre correctament
els conceptes que estan presents en el raonament des del punt de vista matematic.
Aqui tractarem el primer punt perque el segon depen dels coneixements que cadasct
té de les matematiques.

Si suposem que la proposicié condicional «p — ¢» és vertadera, llavors sabem
(recordeu la taula de veritat d’aquesta connectiva) que si «p» és vertadera, necessa-
riament ho sera «g». Ara bé, només pel fet que «p — g¢» sigui vertadera no es té
que «p» i «g» siguin vertaderes, perque podrien ser totes dues falses, o «p» falsa
i «q» vertadera. Per tant, si «p — ¢» i «p» son vertaderes, llavors si que «g» ha
de ser vertadera. En aquest dltim cas es diu que «g» és conseqiiéncia logica de
«p — g» 1 «p» o també que «g» s’infereix logicament de «p — ¢» i «p». Es
habitual representar aquesta inferéncia logica seguint el segiient format:

pP—4q
p )
q

on la linea horitzontal separa les proposicions que es diuen premisses, de la propo-
sicié que es diu conclusi6.

Per exemple: Si x € A, llavors |z| < 1; sabem que z € AN B. En conseqiiéncia,
|z| < 1. La regla d’inferéncia anterior ens permet assegurar que aquest argument és
valid perque sabem que z € AN B implica x € A.

Observem doncs, que la conseqiiencia logica és una relacié entre les premisses
i la conclusi6. De fet, pel raonament que hem fet abans aquesta inferencia pot
també escriure’s com «(p — q) A p» => «q», és a dir, com una implicaci6 logica.
Es clar que també podriem reescriure aquesta implicacié logica en termes de formes
proposicionals com (A — B) A A = B, on A i B sén formes, i també com a
inferencia logica seguint el format anterior:

A— B
A
B

En general, des del punt de vista logic un raonament és un condicional que
té com antecedent la conjunci6é de proposicions Py, ..., P,, anomenades premisses, i
com a conseqiient una proposicié C'; anomenada conclusio:

(PLAN---NP,) — C.

Es diu que el raonament és valid si la conclusié necessariament es deriva de les
premisses, o sigui, si (P, A---AP,) — C és tautologia, o equivalentment, si
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(PLN--+NP,) = C. Pensant en la nocié d’implicaci6 logica, podem dir que un
raonament és valid si no podem assignar valors de veritat a les proposicions que s’u-
tilitzen en el raonament de manera que les premisses siguin vertaderes i la conclusié
sigui falsa.

Es important no oblidar aqui que la logica s’ocupa només d’analitzar la validesa
dels raonaments, o sigui de la sintaxi del llenguatge, no ens pot dir res sobre si la
informaci6é continguda en una hipotesi és vertadera o falsa, que formaria part de
la interpretacié o semantica del llenguatge. Per tant, els termes valid i no valid es
refereixen a l’estructura del raonament, no a la veritat o falsedat de les proposicions
que depen dels nostres coneixements de matematiques.

Tenint en compte I'iltima manera d’escriure el nostre argument, podriem in-
tentar demostrar que és valid, mostrant que (P, A--- A P,) — C és tautologia,
utilitzant una taula de veritat. Aquest metode realment funcionaria, pero no seria
gens eficac. En primer lloc, ates que si hi ha m proposicions implicades, la taula
de veritat hauria de tenir 2™ files, la qual cosa seria molt feixuga si m és gran. En
segon lloc, 1"is d’una taula de veritat no proporciona cap visié intuitiva de per que
I’argument és valid.

Per a aquests motius, en lloc d’utilitzar taules de veritat, intentarem justificar la
validesa dels raonaments fent 1is de les implicacions logiques que hem donat. Si volem
demostrar una implicacié logica complicada, és recomanable fer-ho descomponent-
la en una col - leccié6 d’implicacions més senzilles, preses d’'una en una. Si ja es
coneixen les implicacions més simples, podrien ser blocs per a la implicacié més
complicada. Algunes de les implicacions senzilles que fem servir, conegudes com a
regles d’inferéncia de la logica proposicional, es detallen a continuacio.
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A— B A— B

A MP: Modus Ponens -B MT: Modus Tollens

B —-A

A iy A .

DN: Doble Negaci6 = R: Repeticié

ﬁ NB EC: Eliminacié Conjunctor ng B EC: Eliminacié Conjunctor

4 A

B IC: Introduccié conjunctor _— IC: Introduccié disjunctor
_ AV B

ANB

B AV B
_ ID: Introduccié Disjunctor -A ED: Eliminacié Disjunctor

e A+— B

-B ED: Eliminacié Disjunctor ——=— EB: Eliminacié Bicondicional
o A— B

A+— B 4 B
———— EB: Eliminaci6é Bicondicional B— A IB: Introduccié Bicondicional

B— A —_——

A+«— B

A ¢

B—C TC: Transitivitat Condicional AV O DC: Dilema constructiu

= G BvD
ey : De Morgan -5 : De Morgan

En aquesta taula hem utilitzat el conveni de representar per una linia horitzontal
doble dues regles d’'inferéncia com s’indica a continuacio:

A o Toe d A . B
? eSta en lloc de 73 1 714

on A i B sén formes proposicionals. No sols hem tingut present les implicacions
logiques de la seccio 1.7, també les equivaléncies logiques de la seccié 1.8 com, per
exemple, les lleis de De Morgan.

Exemple 1.6

Volem determinar si el segiient raonament és valid: «Si en Pau va rebre ’e-mail,
llavors va agafar I’avio i sera aqui al migdia. Pau no va agafar ’avié. Per tant,
Pau no va rebre I’e-mail».
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Solucié

Primer procedim a identificar les proposicions simples:
p = «Pau va rebre l»e-mail’

q = «Pau va agafar I»avi¢’

r = «Pau sera aqui al migdia»
Després, expressem formalment el raonament:
P p—(qgArT)

P —q
C: -p

Per provar la validesa d’aquest argument utilitzarem les regles d’inferencia:

1. p—(gAT) P

2. -q P2

3. —qV-r ID 2

4. =(gArT) DM 3

5. —p MT (1,4)

Observem que la fila 3 s’ha deduit de la fila 2 mitjangant la regla ID; la fila 4
s’ha deduit de la fila 3 fent s de la llei de De Morgan i, finalment, la fila 5 que
és la conclusio s’ha obtingut de les files 1 i 4 per la regla MT.

Exemple 1.7

Volem determinar si el segiient raonament és valid: "Si robes un banc, vas a la
presé. Sivas a la presd, no et diverteixes. Si tens vacances, et diverteixes. Robes
un banc o tens vacances. Per tant, vas a la preso o et diverteixes'.

Solucié

Les proposicions simples d’aquest raonament sén:
p = «Robes un banc»

q = «Vas a la preso»

r = «Et diverteixes»

s = «Tens vacancesy

Expressem el raonament simbolicament:

P: p—q
P q— —r
Py s—r
Py: pVs
C: qVr

El raonament és valid. En efecte, de p — ¢, de s — ride pV s s’obté gV r
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per dilema constructiu:

1. p—q P
2. g—r B
3. s—>r P
4. pVs Py
5. qVr DC (1,3,4)

La premissa P, no s’utilitza en aquesta deduccio, perd aixo no invalida 1’argu-
ment. Una premissa addicional pot ser redundant; el que no pot passar, en un
raonament valid, és que totes les premisses siguin vertaderes i la conclusi6 falsa.

En tot raonament se’'ns presenten dues qiiestions molt importants: Una és la
seva validesa, i l'altra, és la seva deduibilitat. La primera qiiestio fa referencia a
les taules de veritat, i la segona, a les regles d’inferéncia. Quina relacié hi ha entre
aquestes dues nocions? Tot i que no és absolutament obvi ni facil de demostrar,
resulta molt remarcable que les dues nocions, una de naturalesa semantica i ’altre
sintactica, sempre donen el mateix resultat, és a dir, un raonament és valid si i
només si és deduible. Per tant, si volem demostrar que un argument donat és valid,
n’hi haura prou amb demostrar que és deduible i viceversa. L’equivalencia d’aquests
dos enfocaments és un resultat important en la logica. El fet que la validesa implica
la deduibilitat es coneix com a teorema de completesa de la logica proposicional,
i el fet que la deduibilitat implica la validesa es coneix com a teorema de la
correccio de la logica proposicional. A més, aquesta logica és decidible, la qual
cosa vol dir que hi ha un procediment finit, per exemple les taules de veritat, que
permet determinar si qualsevol raonament expressat en aquest llenguatge és valid o
no. Aquests resultats i les seves demostracions poden trobar-se en qualsevol text de
logica proposicional.

Per les consideracions de 'apartat anterior observem que per provar que un
raonament és valid, simplement hem de trobar una deduccid, que sovint és una
tasca molt més agradable que mostrar directament la seva validesa. En canvi, per
provar que un raonament no és valid, les deduccions no séon de gran ajuda, perque
hauriem de demostrar que no és possible trobar cap deduccid, i aixd no podrem
assegurar-ho mai, sempre podria haver-hi una deduccié que funcionés. En aquests
casos és millor fer servir la definici6 de validesa directament i trobar valors de veritat
per als quals les proposicions que son premisses del raonament siguin vertaderes i la
conclusio falsa.

Exemple 1.8

Volem determinar la validesa del segiient raonament: «Si el crim va océrrer
després de les 4, llavors en Pep no va poder haver-lo comes. Si el crim va ocoérrer
a les 4 o abans, llavors en Carles no va poder haver-lo comes. El crim involucra
a dues persones, si en Carles no el va cometre. Per tant, el crim involucra a dues
personesh.
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Solucié
Primer procedim a identificar les proposicions simples:
p = «El crim va ocorrer després de les 4»
q = «Pep podia haver comes el crim»
r = «Carles podia haver comes el crimy
s = «El crim involucra a dues persones»
Després expressem el raonament simbolicament:
P: p— —q
P —p— r

Py: —r—s
C: s

Intentem provar la validesa d’aquest argument utilitzant les regles d’inferéncia:

1. p——q P

2. -p — T PQ

3. r—s Ps

4. -p—s TC(2,3)
5. pV-p Tautologia
6. —qVs DC (1,4,5)

No hem deduit s siné ~qVs. Aixo fa pensar que si ¢ és falsa i s també, hi ha una
interpretacié (una fila de la taula de veritat) que fara les premisses vertaderes
i la conclusid, falsa; es pot comprovar que aixo passa si prenem p i r ambdues
vertaderes. Per tant, aquest raonament no és valid. A continuacié mostrem la
interpretacié esmentada:

pl—=l-lafo]p | —=]o]r |o]r | —]
VIV [VIF[F[V]V

Volem destacar el fet que construir una taula de veritat per veure que hi ha una
valoracioé que prova el que hem dit, portaria molta feina perque la taula tindria
16 files.

Hi ha raonaments que quan intentem provar la seva validesa deduim una con-
tradiccid, és a dir, deduim una proposicié i la seva negaci6. Llavors es diu que el
conjunt de premisses d’aquest raonament és inconsistent. Quan les premisses d'un
raonament no soén inconsistents es diu que les premisses sén consistents. No és que
hi hagi res logicament erroni amb premisses inconsistents, senzillament que no ser-
veixen per res, perque aleshores podem deduir qualsevol proposicié. Volem destacar
també que, des del punt de vista semantic, un raonament té un conjunt de premisses
inconsistent quan no hi ha cap interpretaci6 (cap fila de la taula de veritat) que faci
a totes les premisses vertaderes.
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Exemple 1.9

21

Volem determinar si les premisses del segiient raonament és o no consistent:
"Miquel no toca la piano o Maria toca la guitarra. Si Carla no toca el violi,
Maria no toca la guitarra. Miquel toca el piano i Carla no toca el violi. Per tant,

Jaume toca 'acordid".

Solucio

Procedim a formalitzar el raonament, identificant les seves proposicions simples:

p = «Miquel toca la piano»

q = «Maria toca la guitarra»

r = «Carla toca el violi»

s = «Jaume toca lyacordid’

Llavors el raonament formalitzat és

Per un costat, utilitzant les regles d’inferencia, s’obté:

Per un altre, es té també

P : —pVyqg
P: —r— —qg
Ps: pA-r
C: s

1. =pVyq P

2. —r— —q P

3. pA-r P

4. p EC 3

5. pVs ID 4

6. -r EC 3

7. —q MP (2,6)
8. - ED (1,7)
9. s ED (5,8)
1. =pVyg Hipotesis
2. —r — g Hipotesis
3. pA-r Hipotesis
4. p EC 3

5. pV-s ID 4

6. - EC 3

7. —q MP (2,6)
8. —p ED (1,7)
9. —s ED (5,8)

Observem que hem deduit s en el primer cas, i —s, en el segon. Com a conse-
qiiéncia, podem deduir s A —s, que és una contradiccié. Per tant, el conjunt de

premisses és inconsistent.
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També podem provar la inconsistencia de les premisses comprovant si és possible
que hi hagi una interpretacio que faci totes les premisses vertaderes:

ol [V]g|o|r| = =g lp|A]o]r
v V| v

Observem que no és possible excepte que acceptem que una proposicié sigui
vertadera i falsa alhora, cosa que no pot ser.

Per acabar aquesta seccid, volem tractar els raonaments que a vegades es con-
sideren com a valids i no ho son, sovint coneguts com a fal - lacies. En primer
lloc tractarem els que tenen a veure amb un mal Us de les regles d’inferencia. Son
arguments que poden semblar valids a primera vista, pero que sén fal - lacies. Con-
siderem el segiient raonament: «Si I’Albert menja un bon dinar, beura una cervesa.
L’Albert va beure una cervesa i, per tant, va menjar un bon dinar». Podriem pensar
que aquest raonament és valid per MP, pero no és aixi. En efecte, si formalitzem
I’argument es té:

p = «Albert menja un bon dinar»
q = «Albert beura una cervesay

i, aleshores,

P p—q
P oq
C: »p

Es evident que no poden aplicar MP i, a part, no és valid, perqué pot haver begut
una cervesa sense haver tingut un bon sopar. De fet, si fem la interpretacié segiient

p
F
comprovem el que hem dit.

Considerem ara el seglient raonament: "Si en Joan va en bicicleta a primera hora
del mati, aleshores menja un bon esmorzar. En Joan no va en bicicleta. Per tant,
en Joan no menja un bon esmorzar'. Podriem pensar que aquest raonament és valid
per MT, pero no és aixi. En efecte, si formalitzem I'argument es té:

p = «Joan va en bicicleta a primera hora del mati»

q = «Joan menja un bon esmorzar»

i, aleshores,
Pi: p—rq
P2 Tp
C: —gq
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Es evident que no poden aplicar MT i, a part, no és valid, perqué pot haver menjat
un bon esmorzar sense haver anat en bicicleta. De fet, si fem la interpretacio segiient

comprovem el que hem dit.

En segon lloc, hi ha raonaments que no sén valids perque es fan suposicions
que no estan justificades per les premisses. Per exemple, considerem el segiient
raonament: "Si en Didac té febre, esternuda molt. Per tant, Didac esternuda molt".
Es clar que podriem aplicar MP per concloure que en Didac esternuda molt, perd
no sabem per les hipotesis que en Didac té febre.

Aquests exemples de fal - lacies poden semblar molt senzills, pero quan el rao-
nament és més extens i complex, i no s’escriu sind que es parla, a vegades aquests
errors logics passen desapercebuts. Cal doncs tenir cura de no cometre’ls.

En la seccié «Variables i constants» hem escrit
T+y=y+u,

reconeixent en aquesta expressio la llei commutativa de 'aritmetica. Si assumim que
les variables designen nombres reals, aquest enunciat afirma que tots els nombres
reals compleixen aquesta propietat i, en general, tots els enunciats d’aquest tipus que
afirmen que objectes arbitraris d’una classe compleixen una determinada propietat,
s’anomenen proposicions universals.

A vegades també ens trobem enunciats com
°—3z+2=0

reconeixent en aquesta expressido que hi ha dos nombres que compleixen aquesta
equacié. En aquests casos diem que son proposicions existencials perque afirmen
I'existencia d’objectes (en aquest cas, els nombres 1 i 2) que compleixen una certa
propietat.

Fins ara, mitjancant els simbols logics A, V, =, — i <—, hem vist com podem
formalitzar molts enunciats de les matematiques i com podem coneixer que dos
enunciats diferents tenen el mateix significat si son equivalents. També hem vist com
la formalitzacié ens pot ajudar a comprendre I'estructura logica dels raonaments, i
com els raonaments sén valids amb ’ajut d’implicacions logiques o regles d’inferencia.
Pero amb tot aixo no n’hi ha prou per captar la totalitat del significat de molts
enunciats de les matematiques. A l'inici d’aquesta seccié hem vist com hi ha uns
enunciats molt comuns a matematiques que cal estudiar amb més detall.

En efecte, imaginem que estem tractant un conjunt infinit X de nombres enters.
Considerem ara ’enunciat «Tots els elements de X son senars». Si volem formalitzar
aquest enunciat, hauriem d’escriure

P(z1) N P(za) AN P(z3) A -+,



CAPITOL 1. TEORIA 24

on P(x) és el predicat «x és senary. I si volem formalitzar ’enunciat «Hi ha almenys
un element de X que és senary, hauriem d’escriure

El problema d’aquestes dues expressions és que no s’acaben mai. Per superar-lo
introduirem dos nous simbols 31 V. El simbol 4, anomenat quantificador existen-
cial, esta en lloc de frases com «existeix» o «hi ha un». D’aquesta manera ’enunciat
«Hi ha elements de X que sén senars» podem escriure’l aixi

dr € X, P(x).

El simbol V, anomenat quantificador universal, esta en lloc de frases com «per
a tots» o «per a cadascuny». D’aquesta manera l’enunciat «Tots els elements de X
son senars» podem escriure’l aixi

Ve € X, P(x).

Els exemples que hem donat a l'inici d’aquesta seccié6 podem ara expressar-los
d’aquesta manera:
Vz,y) (z,y e R — z+y=y+1)

que constitueix una proposicié universal, i I'altre
(Ix) (xERAx2—3x+2:O)
que és una proposicio existencial.
Observaci6 1.2

En teoria de conjunts la proposicié 3z € X, P(x) podem escriure-la d’aquesta
manera:

{re X :P(x)} #£10,

indicant que el conjunt dels elements que compleixen la propietat P és no buit;
i la proposicié Vo € X, P(z), com

{zr€X:P@)} =X,

indicant que el conjunt dels elements que compleixen la propietat P és tot el
conjunt X.

L’enunciat «el quadrat d»un nombre real més petit o igual que 4’ és un predicat.
Si x és un nombre real, aleshores «x? < 4» és el predicat abreujat. L’enunciat
«x? < 4» no és una proposicié perqueé no podem afirmar que sigui vertadera o falsa
llevat que assignem a la varible lliure x un valor real. Sirepresentem per P(z) aquest
predicat, llavors P(1) és una proposicié vertadera, en canvi, P(3) és falsa.

Hi ha una altra manera de fer que un predicat es converteixi en una proposicio.
Es fent que les seves variables lliures quedin lligades per quantificadors. Considerem
que P(x) el predicat anterior, aleshores «Vax € R, P(x)» és una proposicié falsa, i
en canvi, «3r € R, P(z)» és vertadera.
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Podem construir enunciats amb més d'un quantificador. Per exemple, considerem
el predicat Q(m,n) = «m < n», on m,n € Z. Llavors, la proposici6 «¥Ym € Z In €
Z,m < n», escrita en catala com «per a tot nombre enter m existeix algun altre
enter n tal que m < n», és vertadera. En efecte, donat qualsevol enter m, existeix
n =m + 1, també és enter i compleix la condicié m < n.

L’ordre dels quantificadors és molt important perque per exemple, canviant 1’or-
dre de l'enunciat anterior, o sigui «dm € Z Vn € Z,m < n» es té una proposicio
falsa. Es important també observar el paper que fan les variables lliures en una pro-
posicié que també en té de lligades. Amb relaci6 al predicat anterior, considerem la
proposicio «dm € Z, m < n», que és vertadera perque només cal prendre m =n — 1.
Si ara posem x en lloc de m en la proposicio, es té «dx € Z, x < n» que té el mateix
significat que 'anterior; de fet, els valors de m o x depenen sempre del valor que
assignem a la variable lliure n, i, per tant, si aquesta expressié formés part d’una
expressio més llarga, aquesta tltima no canviaria en el seu significat. En canvi, si
substituim la variable lliure n per una altra ¢, la proposicié «dm € Z, m < g» pot
canviar el significat d'una expressio més llarga de la qual en forma part, doncs ara
m depen de ¢ i no de n.

Ara volem veure la negacié de proposicions amb quantificadors. Per exemple,
considerem el predicat () = «tenir els ulls blaus». Llavors, si suposem que la variable
x té per domini el conjunt de totes les persones, I’enunciat «Totes les persones tenen
els ulls blausy s’escriu aixi: (Va) @Q(z). La negacié d’aquest enunciat és «No totes
les persones tenen els ulls blausy que s’escriu com — (Vz) Q(z). Es clar que aquest
ultim enunciat també el podem escriure com «Hi ha alguna persona que no te els
ulls blausy, que simbolicament ho escrivim aixi: (3z) =@ (z) .

Considerem ara el cas d'una proposici6 existencial. Considerem ’enunciat «Exis-
teix una soluci6 real en I»equacié 2 +x = 0. Si suposem que el domini de la variable
x s6n els nombres reals, aleshores escrivim aquesta proposicié aixi: (3z) (2% + 2z = 0).
La negaci6é d’aquesta proposicié és « Cap nombre real és solucié de Ivequacié 23 +x =
0’, que s’escriu aixi: (Vz) (23 + 2z #0) .

Podem resumir els dos casos anteriors d’aquesta manera: Si P(z) és un predicat
i el domini de la variable x és el conjunt U, aleshores es compleixen les seglients
equivalencies:

e = (VxeU P(zx)) < Jx €U, -P(z)
e« ~(3z €U, P(z)) < Vo €U,~P ()

A diferencia de les equivalencies discutides a la seccié 1.8, no podem utilitzar
taules de veritat per verificar aquestes equivaléncies, tot i que sén certes, basant-se
en els significats dels quantificadors. Podem utilitzar les equivaléncies anteriors per
negar proposicions amb més d’un quantificador. Per exemple, suposem que f és una
funcio real de variable i considerem ’enunciat «Per a cada nombre real x, existeix un
nombre real y tal que f(x) = y»; simbolicament s’escriu com (Vz) (Jy) (f(z) =y).
La seva negaci6 és

~((V2) (Fy) (f(2) = y)) == (Fr) (= Fy) (f(2) = y))
> (32) ((vy) (f(z) #v)),
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i, reformulant aquesta ultima expressio en catala es té: «Existeix un nombre real z
tal que per a tot nombre real y es compleix f(z) # y».

Finalment, passem a les regles d’inferéncia amb quantificadors. Hi ha quatre
regles d’inferencia d’aquest tipus i, tot i que el seu s requereix una mica més de
cura que les regles d’inferencia de la seccié 1.9, s’utilitzen amb el mateix proposit,
que és mostrar la validesa dels raonaments logics.

(Vz € U) P(x)

EQU: Pa) (Eliminacié Quantificador Universal)
on a és qualsevol element de U.
P(b) . : :
IQU: (Introducci6 Quantificador Universal)

(Vx € U) P(z)
on b és un element arbitrari de U.
(Jz € U) P(x)

EQE: Pe) (Eliminacié Quantificador Existencial)
on c¢ és un element de U pero el simbol «c» no ha d’haver aparegut en 1’argu-
ment abans.
P(d) iy . . .
IQE: (Introduccié Quantificador Existencial)

(Jz € U) P(z)

on d és un element de U.

En la regla EQE volem destacar el fet que ¢ no fa referencia a cap simbol que ja
s’ha utilitzat en I'argument. Per tant, hem de triar una lletra nova, en lloc d’una
que ja s’utilitzi per a una altra cosa.

Un exemple de raonament logic senzill que implica quantificadors és el segiient:

«A cada gat simpatic i intel - ligent i agrada el fetge picat. Tots els gats
siamesos son agradables. Hi ha un gat siames al qual no li agrada el
fetge picat. Per tant, hi ha un gat estupid.»

Formalitzem els enunciats del raonament. Per facilitar ’escriptura, considerem
que la variable x té per domini el conjunt de tots els gats. Denotem per S, I,
F i G els predicats «és simpatic o agradabley, I, «és intel - ligenty», F', «agrada el
fetge picaty, i G, «és gat siamesy, respectivament. Aleshores, el raonament podem
simbolitzar-lo d’aquesta manera:

P (Vx)(S(x) AN(z) — F(x))
By (Vo) (G(z) — S(2))

Py (3z) (G(x) AN =F(x))

C: (Jz)-I(x)

Fem ara la deducci6 per provar la seva validesa:
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L. (Vx)(S(x)AN(z) — F(z)) P
2. (Vx)(G(z) — S(z)) P,
3. (Fx)(G(z) A =F(x)) Py
4. G(a) N—F(a EQE 3
5. G(a) — S(a EQU 2
6. S(a)AI(a) — F(a) EQU 1
7. Ga) EC 4
8. -F(a) EC 4
9. S(a) MP (5,7)
10. = (S(a) A(a)) MT (6,8)
11. —|S(a) V —J(a) DM 10
12. =-S(a) DN 9
13. —I(a) ED (11,12)
4. (3z)-I(z) IQE 13

Tinguem en compte que a la linia (4) hem escollit alguna lletra com «a» que no
s'utilitzava abans d’aquesta linia, perque apliquem la regla EQE.

Exemple 1.10

Considereu el raonament formalitzat segiient:

P : (3zelU)(P(x)NQ(x))
C: (Frel)Mx)AQ(x))

Es proposa la prova segiient per a provar la seva validessa, és correcte?

Solucio

1. BzelU)(Plx)AQ(x)) P

2. (FxelU)M(z) Py

3. P(a) NQ(a) EQE 1
4. Q(a) EC 3

5. M(a) EQE 2
6. Q(a) AN M(a) IC (4,5)
7. BzelU)(M(z)ANQ(x)) IQE6

No és correcte, perque en el pas 5 el simbol «a» ha aparegut abans.

Quan, per exemple, en el conjunt dels nombres enters diem que x divideix y,
i ho escrivim x | y, volem dir que existeix un nombre enter k tal que y = kux.
Simbolicament:
r|ly<= (Fke€Z)(y=kz).
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Cal no confondre les dues formes de parlar: «z divideix y» vol dir z | y; en canvi,
«x és divisible per y» vol dir y | . En tots dos casos establim una definicié del
simbol «|» mitjancant termes ja coneguts, com «nombre enter» i «producte». De la
mateixa manera, en el conjunt dels nombres reals diem que x < y si i només si no
és el cas que z > y, formalment,

(Vo,y) (z Sy <= (v >y)),

establim la definicié del simbol «<» donant el seu significat amb ajuda del predicat
ja conegut «>». En aquest ultim cas, per exemple, podem substituir en qualsevol
proposicio el predicat «x < y» pel predicat «no és el cas que x > y» sense que canvii
el seu significat.

No volem donar una definici6 precisa de com cal construir correctament una defi-
nicié, pero tota definicié pot adoptar la forma d’una equivalencia logica; el membre
de I'esquerra ha de contenir allo que volem definir i, el de la dreta, allo que esta ja
ben definit o que el seu significat sigui comprensible immediatament, pero mai hi
ha d’apareixer el que volem definir.

La noci6 d’identitat present en molts enunciats com «z és identic a y», «x és el
mateix que y», o senzillament «x és igual a y», i que abreugem simbolicament per
x =y, es pot entendre mitjancant la llei de Leibniz: dos objectes son iguals si tenen
les mateixes propietats. Formalment, aquesta idea s’expressa aixi:

z =y <= (VP) (P(x) «— P(y))

Ara bé, aquesta formula quantifica sobre propietats o predicats P, no sobre objectes
del domini. Per tant, no és una féormula de logica de primer ordre, siné una formu-
lacié de segon ordre. En la logica de primer ordre amb igualtat, el simbol «=» es
pren normalment com un simbol logic basic, regit per les propietats d’identitat i per
la regla de substitucié: si x = y, qualsevol propietat que val per x val també per y.

A matematiques, aquesta idea apareix constantment. Per exemple, en algebra
diem que dos polinomis A(x) i B(z) sén iguals si tenen el mateix grau i els coeficients
dels monomis del mateix grau sén iguals. En aquest cas, igualar dos polinomis vol
dir que podem substituir-ne I'un per l’altre en qualsevol calcul sense alterar-ne el
resultat.

De la nocié d’igualtat s’obté de manera bastant evident que la relacié d’igualtat
compleix les tres propietats segiients:

Reflexiva: Tot objecte és igual a si mateix: x = x.
Simetrica: Si x =y, llavors y = x.
Transitiva: Six =y iy = z, llavors x = z.

Afegint al llenguatge de la logica proposicional variables per referir-nos a objec-
tes, quantificadors sobre aquests objectes, predicats i, sovint, el simbol d’igualtat,
obtenim el llenguatge de la logica de predicats de primer ordre. Si, a més,
permetem quantificar sobre predicats o propietats, entrem en la logica de segon
ordre. La logica de primer ordre té un teorema de completesa molt important,
pero, en general, no és decidible: no hi ha cap procediment finit que decideixi tots
els raonaments possibles del seu llenguatge.
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Entrem a la seccié més important d’aquest document que séon les demostracions
a matematiques. Es important ser conscients de les raons per les quals hem fet fins
ara una petita introduccié a la logica. N'hi ha tres raons de molt significatives:

1. En primer lloc, les taules de veritat que hem estudiat ens indiquen els sig-
nificats exactes de les paraules «i», «o», «no», «si ... llavors ...» i «... sii
nomeés si ...». Per exemple, sempre que fem servir o llegim la construcci6é «Si
..., llavors...» en un context matematic, la logica ens indica exactament que
es vol dir.

2. En segon lloc, les regles d’inferencia proporcionen un cami pel qual podem
construir nova informaci6 (proposicions) a partir d’informacié coneguda.

3. Finalment, les equivalencies logiques ens ajuden a canviar correctament certes
proposicions en unes altres proposicions amb el mateix significat perdo molt
més utils.

En resum, la logica ens ajuda a entendre els significats dels enunciats i també a
construir de nous. De fet és el llenguatge basic que ens permet escriure i comprendre
bé els enunciats matematics. Pero, malgrat el seu paper fonamental, el seu lloc queda
en un segon pla. Els simbols A, V, -, —, <—,V i d poques vegades s’escriuen a la
pissarra o en els llibres de text. Tot i aix0, hem de ser conscients dels seus significats
constantment; quan llegim o escrivim una frase relacionada amb les matematiques,
hem d’analitzar-la amb aquests simbols, sigui mentalment o sobre paper en brut,
per tal d’entendre o comunicar bé el seu significat, que ha de ser sempre vertader i
inequivoc.

A matematiques un raonament logic és senzillament I’enunciat d’un teorema. La
justificacié que fa que un teorema sigui valid és la seva prova o demostracié. Quan
passem a la construccié de demostracions matematiques, ens centrem en el contingut
matematic de les proposicions implicades en la prova i no ens referim explicitament
a les regles d’inferencia logica discutides en les seccions anteriors; fer-ho seria una
distraccié de les qiiestions matematiques. Tampoc utilitzem la notacié logica de les
seccions anteriors. Tot i aix0, farem servir les regles d’inferencia de manera implicita
tot el temps, no oblidem que és el marc sobre el qual es basa tot.

Sovint passa que la nostra intuicio ens indica el que és important, el que creiem
que pot ser cert, el que hem de provar després i més coses. Desafortunadament, els
objectes matematics solen ser tan complicats o abstractes que la nostra intuicio falla.
Per aix0 construim demostracions, per verificar que una afirmacié determinada que
ens sembla intuitivament certa és realment certa, només aixi podem avancar a ma-
tematiques. Finalment, afegir també que ens interessa aprendre a fer demostracions
perque ens ajuda a entendre les nocions o fets relacionats amb el resultat que es vol
demostrar.

Quan es té I’enunciat d’un teorema, primer s’ha de comprendre el que significa,
segon s’ha de saber escriure amb rigor (seguint el llenguatge de la logica) i finalment,
amb l’ajut d’altres nocions, proposicions o teoremes, s’ha d’explorar els possibles ca-
mins per portar a terme la seva demostraci6é. Per construir la prova, el primer que
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cal fer és especificar en rigor el que se suposa que es compleix, que anomenem les
hipotesis, i després el que s’intenta demostrar, que se’n diu tesi. A continuacio,
s’ha d’escollir una estrategia per a la prova. La segilient etapa és obtenir la prova,
fent s de l'estrategia escollida. Si no es pot idear una prova amb |’estrategia esco-
llida, potser s’hauria d’intentar una altra. No hi ha una manera fixa de trobar la
prova; sempre requereix experimentar, jugar i provar coses diferents. Fn els apartats
seglients tractarem les maneres més importants de fer demostracions.

Molts teoremes tenen la forma A = B. El cami més senzill per provar A =— B
és fer-ho directament: suposem que A és vertadera i hem d’arribar a deduir B
mitjancant una seqiiéncia de passos que comenca en A i acaba en B. Aquest tipus
de prova es diu prova directa per distinguir-la d’altres metodes de demostracié.

Exemple 1.11

Reformuleu simbolicament cadascun dels teoremes segiients en la forma A —
B.

1. L’area d’un cercle de radi r és 7r2.

2. Donada una recta r i un punt P que no és de r, hi ha exactament una
recta s que passa pel punt P i és paral - lela a r.

3. En tot triangle ABC) els costats del qual sén a,b i ¢, llavors es compleix

a b _c
sinA  sinB sinC’

4. e®-e¥ = ey,

Solucié

(1) Si C(r) =«C és un cercle del pla de radi r» i A(z) =« area de la figura
x», aleshores es té Vr (C(r) — A(C(r)) = mr?). De fet, si r > 0, aleshores
C(r)={(z,y) e R? : 2% + y? = r?}.

(2) Si R(x) =«és una recta del play, P(x) =«és un punt del pla» i x || y =«x és
paral - lel a y», aleshores

Vo, y (R(x) A P(y) — 2z (R(z) ANy € 2Nz || z))

(3) Si T(x,y,2) =«T és un triangle del pla de costats z,y,2z» i A(x) =«angle
oposat al costat = del triangle T». Aleshores

x Y <
T _ = .
Vx,y, z ( (z,y,2) — sin A(z) sin A(y) sin A(2)>

De fet, T(x,y,2) = {(z,y,2) ER3:x <y + 2z} .
(4) Ve, y (z,y e R — e* - e¥ = 1Y)
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Exemple 1.12

Considerem tres nombres enters qualssevol a,b i c. Si a divideix b i b divideix c,
prova que a divideix c.

Solucio

Primer observem que a l’enunciat hi apareix un predicat "z divideix y", que
simbolitzem per x | y. La seva definicié és: x | y si i només si existeix k € Z
tal que kx = y. Ara hem d’escollir una estrategia per a la prova. En aquest cas
escollim la prova directa: suposem que a | b i b | ¢ (hipotesis) i hem de veure
que a | ¢ (tesi).

Sial|bib]|c, llavors existeixen ki, ko € Z tals que kja = b i keb = ¢. D’aqui,
per substitucié es té: ko (k1a) = (k1ko) a = c. Per tant, existeix k = kiky € Z
tal que ka = c¢ i, com a conseqiieéncia, a | c.

Exemple 1.13

Provar que per a qualssevol nombres positius i y es compleix que la mitja
aritmetica és més gran que la mitja geometrica.

Solucio

Primer observem que a ’enunciat hi apareixen dos conceptes: mitja aritmetica

i geometrica de dos nombres positius. La mitja aritmetica i geometrica de z i
z +

y son respectivament: ./xy i y. Escollim una prova directa: com hipotesi

98 <F
suposem x,y > 0, tenim que veure /xy < Ty (tesi).

Si z,y > 0 aleshores \/z i \/y existeixen. Es evident que (v/z — V)2 > 0.
Desenvolupant aquesta tltima expressio i passant I'arrel quadrada a I’altre costat
de la desigualtat, es té

z—2/zy+y=>0
T +y > 2/xy

Finalment, dividint tots dos costats per 2, es té el resultat que voliem:

r+y

5 > \/zy.

Un altre metode de construir una demostracié és treballant mentalment des de
la tesi cap a les hipotesis. Es diu prova pensada cap enrere per distingir-la de
les demés. Tot i aixo0, la prova finalment es construeix de forma directa. Mirem-ho
construint la prova cap enrere de la segiient proposicio:
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Exemple 1.14

Provar que per a qualssevol nombres reals x,y i z < y, es té que 4zy < (v +y)%

Solucié

L’hipotesi és z,y € Rix <y, ila tesi, 4ry < (x +y)2. La prova cap enrere surt
de la tesi, i, per tant, podem fer es segiient:

4oy < (x +y)?

day < x° + 2zy + 2
0 < 2% — 2zy + o>
0<(z—y)?

De la ultima desigualtat s’obté que n’hi ha prou amb saber que z—vy # 0, és a dir,
que x # y. La hipotesi < y garanteix precisament aquesta condicié. De fet,
aixo que hem escrit s’havia d’haver pensat mentalment perque la demostracio
real és una prova directa: Si z < y, llavors x # y i, per tant, x — y # 0. D’aqui,
es té (xr —y)? > 0 i, per tant, 22 — 22y + y? > 0. Sumant a tots dos costats 4xy
es té: 2 + 2xy + y? > 4wy i, per tant, (z + y)? > 4zy, com voliem demostrar.

Recordem que el contrareciproc de A — B és =B — —A, i també 'equiva-
lencia logica (A — B) <= (-B — —A), anomenada llei del contrareciproc. Per
aixo, si volem provar A — B, podem fer-ho de manera equivalent, construint una
prova directa de =B — —A. L’estrategia és doncs pendre com hipotesi que B és
falsa i hem d’arribar a que A és també falsa (tesi). Aquest tipus de demostraci6 es
diu prova per contrareciproc. Veiem-ho amb un exemple:

Exemple 1.15

2

Provar que per a qualsevol nombre enter n, si n® és parell, llavors n és parell.

Solucié

Volem constuir una prova per contrareciproc. Aleshores, les hipotesis son que
n € Zin no és parell. La tesi és que n? no és parell. Si n no és parell, n és senar
i, per tant, existeix k € Z in = 2k+ 1. Hem de veure que n? també és senar. En
efecte, com n = 2k+1, aleshores n? = (2k + 1)° = 4k>+4k+1 = 2 (2k% + 2k)+1
i com 2k% + 2k € Z, s’obté que n? és senar, com voliem demostrar.

El principi del tercer exclos permet afirmar que una proposicio o es vertadera o
bé falsa. Aquest principi és la base del segiient metode de demostracié. En concret,
si volem demostrar que una proposicié p és certa, aquest metode proposar suposar
el contrari, o sigui que —p és certa, i llavors per regles d’inferencia hem d’arribar
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a una contradiccié com per exemple g A —q, on ¢ és una proposicié qualsevol, per
poder concluir que la suposicié que A és falsa no és possible i, en conseqiiéncia, A
és certa.

A matematiques els teoremes tenen la forma A — B i, per tant, hem d’adaptar
el raonament anterior a aquest cas. Recordem 'equivalencia logica = (A — B) <=
A N —B. Per tant, si volem construir una demostracié de A — B, hem de suposar
que = (A — B) és certa. Aixo0 és equivalent a suposar que A A B és certa, o sigui
que A és certa i B és falsa i d’aqui hem de provar que s’arriba a una contradiccié.
Una vegada s’ha arribat a la contradiccid, concluim que A A =B és falsa i, per tant,
A — B és vertadera.

Aquest metode de demostracié es coneix com a prova per reduccié a ’absurd.
L’hipotesi és A A =B i la tesi és una contradiccié o absurd.

Exemple 1.16
Volem provar que v/2 és un nombre irracional.

Solucié

Recordem que un nombre real a és racional si existeixen enters m,n, amb n # 0,

m
tals que a = —. Per tant, dir que /2 és irracional equival a dir
n

ﬂ(EIm,nEZ)(n#O/\\/ﬁZ?;L).

Farem una prova per reduccié a ’absurd. Suposem que v/2 és racional. Aleshores
existeixen enters m,n, amb n # 0, tals que

va="1

-
Podem suposar, a més, que la fraccié és irreductible. Elevem al quadrat:
m
2=— d’on m? = 2n.

Aix{, m? és parell. Per 'exemple 1.15, m també és parell, i per tant m = 2k per
algun k € Z. Substituint-ho en la igualtat anterior,

4k* = 2n?, i per tant n® = 2k°.

D’aqui deduim que n? és parell i, novament, que n és parell. Aixd contradiu que
m

la fracci6 — fos irreductible, perquée m i n tindrien el factor comu 2. Per tant,
n

la suposicié inicial és falsa i v/2 és irracional.

Exemple 1.17

Volem provar que no existeix cap nombre real x tal que 22 +1 = 0.
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Solucié

Primer, escrivim simbolicament 1’enunciat: — (3z € R) (2* + 1 = 0) . Veiem que
és la negaciéo d’'una proposicié existencial. Fent 1s de la segiient equivalencia
logica
~(Fz €R) (2’ +1=0) <= (Vz € R) (> + 1 £0),
i de la regla d’inferencia IQU:
P(b)
(Vx e U) P(z)

llavors només cal provar que prenent un nombre real qualsevol b, es compleix
que b? + 1 # 0. Perd, aixd és immediat perque b? > 0 i, per tant, b> +1 > 1; en
particular, b + 1 # 0.

A matematiques també trobem enunciats amb quantificadors que rebutjant propi-
etats. Pero, de fet rebutjar una propietat enunciada per una proposicié «p» és el ma-
teix que provar «—p». Per exemple, per demostrar que no és el cas que (Vz € U) P(z),
primer cal pensar en la segiient equivalencia logica:

-~ (Vz e U,P(x)) <= dz € U,~P (x)
i després recordar la regla d’inferencia IQE:

-P(d)
(Jxz € U)—P(z) -

Llavors, només cal trobar un exemple pel qual P(z) és fals. Aquesta manera de fer
la demostracié és coneix com prova per contraexemple.

Exemple 1.18

Volem provar que no és veritat que la suma de dos nombres irracionals és irraci-
onal.

Solucid

Per buscar una estrategia, primer haurem de reformular I’enunciat logicament:
sil =R\ Q és el conjunt dels nombres irracionals, aleshores

“(Vz,y €el)(z+y el
Hem vist que aquest enunciat és equivalent al segilient:

(Fz,yel)(z+y ¢l

Per tant, per demostrar ’enunciat només cal trobar dos nombres irracionals la
suma dels quals no és irracional. Per exemple, v/2 i —v/2 s6n irracionals, perd

V2 -+ (=v2) =0,

i 0 és racional. Aquest és el contraexemple buscat.
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A vegades trobem enunciats que sén de la forma (C'V D) — B, és a dir, que
inclouen una disjunci6 en I'antecedent. En aquests casos, la seglient equivaléncia

(CVD)— B<= (C — B)AN(D — B),

proporciona l'estratégia que hem de seguir. En efecte, per demostrar que (C'V D) —
B és certa és suficient demostrar que C' — B i D — B sén ambdues certes. De
fet, la demostracié la construim per casos (en aquest cas, n’hi ha dos casos) segons
la forma que tingui I'antecedent. La demostracié de cadascun dels casos seguira
Iestrategia que faci falta. Aquest metode de demostracié es coneix com prova per
Casos.

Exemple 1.19

Volem provar que si n és un nombre enter, llavors n? + n és parell.

Solucio

Sabem que tot nombre enter n és o parell o bé senar. Aquesta idea proporciona
I’estrategia de la demostracio: construir una prova per casos. Volem provar que
(1) si n és parell, aleshores n? + n és parell, i (2) si n és senar, aleshores n* +n
és parell.

Cas 1: Si n és parell, llavors per definicié existeix k£ € Z tal que n = 2k.
Aleshores es té:
n2+n:4k2+2k:2(2k2+k),

i, per tant, n? 4+ n és parell perque 2k + k € Z.

Cas 2: Si n és senar, llavors per definici6 existeix m € 7Z tal que n = 2m + 1.
Aleshores es té:

n?+n=02m+1)>+2m+1
=4m? +6m +2 =2 (2m? + 3m + 1),

i, per tant, n? + n és parell perqué 2m? +3m + 1 € Z.

Ara passem als teoremes de la forma A — (C'V D) on hi trobem una disjuntiva
en el conseqiient. Una estrategia per a fer la demostracié és fent s primer de la llei
del contrareciproc i després una de les lleis de De Morgan:

A— (CVD)<—=-(CVvD)— -A
<— (-C A—=D) — —A

A partir d’aqui, construim la prova directa o per reduccié al absurd. Veiem-ho en
un exemple.
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Exemple 1.20

Considerem dos nombres reals x i y. Volem provar que si xy és irracional, llavors
x 0 y és irracional.

Solucié

Segons el que hem vist anteriorment, aquest enunciat és equivalent al segiient: Si
x és racional i y també ho és, llavors zy és racional. Pero aixo és evident perque
sabem que la multiplicaci6é és una operacion interna del cos dels racionals.

Després d’haver discutit sobre 'aparicié de la connectiva V, anem ara a tractar
els casos quan aprareix la connectiva A en els teoremes de la forma A — B. Per
demostar un enunciat de la forma A — (C' A D) fem ts de I'equivalencia segiient:

A— (CAD)<—= (A— C)N(A— D)
A partir d’aqui, la demostracié consisteix en provar que A — C'i A — D sén
certes.

Si 'enunciat és de la forma (C'A D) — B, llavors 'estrategia és prendre com
hipotesis que C'i D sén certes i com a tesi que B és certa. La prova pot ser directe
o per reduccié a I’aburd.

Finalment, volem tractar una altra forma logica que presenten molts teoremes.
Sén els teoremes de la forma A <— B i que ens donen condicions necessaries i
suficients. La llei del bicondicional ens dona la resposta per construir proves d’aquest
teoremes:

A<— B<= (A— B)AN(B— A).

Per tant, és suficient provar A — B i B — A, cadascun dels quals es pot demos-
trar mitjancant qualsevol dels metodes que hem vist fins ara.

Exemple 1.21
Volem provar que si x i y séon dos nombres reals, llavors xy = 0 si i només si

r=00y=0.

Solucié

L’enunciat expressat formalment és:
Vz,y e R)(zy =0<+— (x =0V y=0)).

Fixem dos nombres reals arbitraris x i y i provem les dues implicacions.
Primer, suposem que xy = 0. Volem provar que x = 0 o y = 0. Ho fem pel
contrareciproc: si z # 01y # 0, aleshores existeixen els inversos z—! i y=t. Si
fos xy = 0, multiplicant pels inversos obtindriem

(z 'y ) (zy) =2y "0,

és a dir, 1 = 0, una contradiccié. Per tant, si zy = 0, necessariament x = 0 o
y = 0.
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Reciprocament, si x = 0 o y = 0, aleshores xy = 0 de manera immediata: si
r=0,2y=0-y=0;isiy=0,2y=2-0=0.
Per tant, xy =0 si i noméssixz =00y =0.

Es molt freqiient trobar demostracions que impliquin Uexisténcia d’un objecte
que compleix una determinada propietat i també la seva unicitat. Quant a la prova
d’existéncia només cal trobar I'objecte en concret que compleix la propietat. Quant
a la unicitat, l'estratégia més comuna és suposar que z i y son dos objectes que
satisfan la propietat donada, llavors hem de demostrar que x = y.

Exemple 1.22

Volem provar que la proporcié entre dos nombres reals a i b, amb a > b > 0, que

compleixen
a a+b

b a

és un nombre irracional i, a més, és tnic.

Solucié
Posem
a
T=-.
b
Com que a > b > 0, tenim x > 1. La condici6é de I’enunciat es transforma en
z+1
= ,
x
i, per tant,
P —x—1=0. (1.12.1)
Resolem I’equacié de segon grau:
1+5
ip = :

Com que x > 1, I'inica solucié admissible és

1++5
7

b —

Aix0 prova la unicitat de la proporcio: qualsevol parella a > b > 0 que satisfaci
la propietat ha de tenir el mateix quocient a/b = ®.

També existeix una parella que dona aquesta proporcié: per exemple, podem
prendre b = 11 a = ®. Aleshores a > b > 0 i, com que & satisfa (1.12.1), es

compleix

oo 21
P

que és exactament la propietat demanada.
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Finalment, provem que ® és irracional. Ja sabem, pel mateix argument utilitzat
per demostrar que /2 és irracional, que v/5 és irracional. Si ® fos racional,

aleshores
V5 =20 —1

també seria racional, perque els racionals sén tancats per suma, resta i multipli-
caci6 per enters. Aixo és una contradiccié. Per tant, ® és irracional.

La induccié matematica és una técnica 1util per demostrar enunciats sobre nom-
bres naturals. Considerem, per exemple, ’enunciat segiient: "Si n és parell, llavors
n? és divisible per 4". Volem provar que aquest enunciat és correcte. Com ho fem?
Aplicant induccié sobre n, que vol dir provar els dos passos segiients:

1. Primer hem de provar que la propietat és vertadera pel primer element. En
aquest cas el primer element és 2 perque tractem amb nombres naturals parells.
La propietat es certa perque 22 = 4 que és divisible per 4.

2. Per a tot nombre natural n (no sabem quin és), si la propietat és certa per n,
llavors hem de provar que també ho és per el segiient element: Suposem n és
parell i que n? és divisible per 4, aleshores hem de provar que el segiient parell
(n + 2)? és divisible per 4. En efecte, (n +2)> =n? +4n+4 =4k +4n+4 =
4k+n+1),onn*=4kikeN.

Concluim que la propietat és valida per a tot nombre natural parell.

Intuitivament, aquestes dues condicions permeten assegurar que la propietat es
compleix per tots els naturals. En efecte, P(2) és vertadera, P(2) — P(4) és
vertadera i, per tant, P(4) també ho és; P(4) — P(6) és certa i, per tant, P(6)
també. I aixi succesivament.

La base d’aquest metode de demostraci6 és el principi d’induccié que, de fet és
un dels axiomes que defineixen els nombres naturals. Aquest principi diu: Si P(n)
és un enunciat sobre els naturals i es compleixen les dues condicions segiients: A
la primera part, anomenada cas base, mostrem que P(1) es compleix (el primer
element no necessariament és 1, depeén de cada cas). A la segona part, anomenada
pas inductiu, suposem que n és un natural tal que P(n) és certa, tot i que no
sabem queé és n, i hem de deduir que P(n + 1) és certa. La suposicié que P(n)
és vertadera es diu hipotesi d’induccié. La conclusio d’aquest raonament és que
P(n) és valida per a tot n natural. Aquest meétode de demostracié es coneix com
prova per induccié sobre n.

Veiem en detall aquest metode en un exemple:
Exemple 1.23
Volem demostrar que per a tot n natural es compleix

n(n—i—l).

142+ 4n=——



CAPITOL 1. TEORIA 39

Solucié

1
Construim una prova d’inducci6 sobre n, sent P(n) = «142+---+n = n(nz—i—)».

Cas base: P(1) és 1= w i, evidentment és veritat.

Hipotesi d’induccié: Suposem que P(n) és certa, o sigui que 1+24---+n =
n(n+1)
5

1 2
Tesi: Hem de demostrar que P(n+1) =«1+42+---+n+(n+1) = ik )2(n +2) »

és certa.

En efecte, aplicant I'hipotesi d’induccio, es té

1+2+ - 4n+(n+1)=

que és el que voliem veure.

Conclusié: Pel principi d’induccié sobre n, deduim que P(n) és certa per a tot
n € N.

Exemple 1.24

Volem demostrar que per a tot nombre natural n es compleix que 8" — 3™ és

divisible per 5.

Solucié

El cas base és per n = 1: 8 — 3 = 5 que és divisible per 5. Suposem ara que,
per a un cert nombre natural n, 8 — 3" és divisible per 5 (hipotesi d’induccid).
Hem de demostrar que 8" — 3" també és divisible per 5. En efecte, tenim

8n+1_3n+1:8_8n_3_3n
=8-8"—(8—5)-3"
=8-(8"—-3")+5-3"
pero, per hipotesi d’induccio, 8" — 3" = 5k, sent £ € N. Per tant,
8n+1 o 3n+1 =5. (8]€ + Sn)

i, d’aqui, s’obté que 8! — 37*! és divisible per 5 perque 8k + 3" € N. Com a
conseqiiencia, 8" — 3™ és divisible per 5 per a tot nombre natural n.

Les definicions inductives estan implicites en les definicions de diverses funcions
molt comunes que impliquen nombres enters no negatius. Per exemple, el factorial
d’un nombre enter no negatiu n, designat per n!, es defineix inductivament d’aquesta
manera:
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e 0l =1;
e (n+1)!=(Mnm+1)- -nl

Un altre exemple sén les definicions per recursié. La successié de Fibonacci

és un bon exemple: 1,1,2,3,5,8,13,..., que podem definir per recursié6 d’aquesta
manera:

[ ul = 17

[ UQ —_= 17

o Upig =Up_1t+uyperkeNik>2

Resulta que, per demostrar alguna cosa, es necessita el coneixement d’algunes
veritats anteriors. La logica només proporciona les maneres que podem deduir una
afirmaci6 d’altres, pero necessitem algunes afirmacions per comengar. Aquestes afir-
macions inicials s’anomenen axiomes o postulats d’enca que Euclides va escriure
els seus Elements cap al 300 aC. Per exemple, el primer postulat d’Euclides diu
«donats dos punts, existeix una tinica linea recta que passa per ells», enunciat que la
majoria de la gent considera evident. Tot i aix0, en ’enfocament axiomatic modern
els axiomes no es veuen necessariament com a veritats evidents per si mateixos, si-
no6 simplement com a afirmacions que suposem que sén certes. Fem matematiques
explorant el que es deriva de la veritat d’aquests axiomes mitjancant les regles de
deduccio6 de la logica.

Les matematiques modernes es basen en la teoria de conjunts i la logica. La ma-
joria dels objectes matematics, com ara punts, linies, nombres, funcions, successions,
grups, etc., son realment conjunts. Per tant, és necessari comencar a coneixer els
axiomes de la teoria de conjunts. Aqui no tractarem aquest punt pero es pot trobar
en qualsevol text de teoria de conjunts de nivell avancat.

A més, tenim els axiomes que defineixen cadascuna de les teories. Per exemple,
com hem comentat abans, en geometria euclidiana tenim l’axioma que afirma que
existeix una i només una recta que passa per dos punts diferents. En les matemati-
ques modernes no té cap sentit discutir aquest axioma. Si no s’assumeix, simplement
no podem anomenar al objectes amb els noms «linia recta» i «punt». Els axiomes
serveixen aqui com a definicions que caracteritzen aquest sistema matematic. De
fet, una teoria matematica és com un joc d’escacs i els axiomes corresponen a les
regles del joc. Si no accepteu una regla, el joc deixa de ser escacs i és un altre cosa.

Les matematiques s’ocupen de sistemes abstractes de diversos tipus, definits ca-
dascun per un conjunt adequat d’axiomes, que serveixen per caracteritzar la seva
estructura. Pero tot i que, des del punt de vista de les matematiques pures, cada
estructura es considera autonoma, 1’esquema matematic sol tenir una o més realitza-
cions concretes; és a dir, estructura sol trobar-se (possiblement només fins a un cert
grau d’aproximacid) en un sistema més concret. La geometria euclidiana abstracta
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de tres dimensions, per exemple, té una de les seves realitzacions 'estructura de
I’espai ordinari.

Una teoria esta formada per tots els teoremes que es dedueixen dels seus axio-
mes. Com a exemples, presentem dues teories axiomatiques classiques de les mate-
matiques, i completarem aquest document introductori fent de cadascuna d’elles la
demostracié d’un teorema.

La geometria euclidiana plana es pot considerar com el conjunt de resultats que
s’obtenen a partir dels cinc postulats d’Euclides per deduccié logica. Com es pot
observar de seguida, els postulats d’Euclides estan pensats per fer geometria en el
pla fent s de la regla i el compas. Aquests postulats son:

1. Es pot tracar una linia recta entre dos punts qualsevol i el resultat és un
segment de linia recta.

2. Qualsevol segment de linia recta es pot ampliar indefinidament.

3. Donat un punt i un segment de linia de recta que comencen pel punt, podeu
dibuixar un cercle centrat en el punt donat amb el segment de linia donat com
a radi.

4. Tots els angles rectes son iguals.

5. Si dues rectes en un pla es troben amb una altra recta i si la suma dels angles
interns d’un costat és inferior a dos angles rectes, les rectes es reuniran si
s’estenen prou al costat on es suma la suma dels angles és inferior a dos angles
rectes.

El cinque axioma és conegut com 'axioma de les paral - leles quan és refor-
mulat d’aquesta manera: «Donada qualsevol recta i un punt que no estigui sobre
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aquesta recta, existeix una unica recta que passa pel punt i és paral - lela a la recta
donaday. De fet, la geometria classica euclidiana es distingeix per aquest axioma. Si
no acceptem aquest resultat, surt per exemple I'axioma de Lobachevsky: Donada
una recta i un punt exterior a ella, existeixen almenys dues rectes que passen per
aquest punt i que no tallen la recta donada. La geometria caracteritzada pels qua-
tre primers postulats d’Euclides i I'axioma de Lobachevsky distingeix la geometria
anomenada hiperbolica.

Teorema 1.1 (Teorema de Pitagores)

En tots els triangles rectangles es compleix que el quadrat del costat oposat
a angle recte és igual a la suma dels quadrats dels costats que comprenen a
I’angle recte.

Demostracio

En efecte, considerem un triangle rectangle qualsevol ABC', on hi suposem 'an-
gle ZBAC recte. Podem construir un quadrat sobre cada segment del triangle,
i obtenir d’aquesta manera una construccié com la de la figura segiient.

T g

Observem primer que els triangles DC'B i ABI sén iguals, perque AB = BD,
BI = BC i ZDBC = ZABI. Llavors, I'area del quadrat ABDFE és el doble de
I’area del triangle DC'B, perque les dues figures tenen la mateixa base i es troben
entre les mateixes paral - leles. Per la mateixa ra6 ’area del rectangle BIJK és
el doble de 'area del triangle ABI. D’aquestes dues conclusions, obtenim que
I’area del rectangle BIJK és igual que I'area del quadrat ABDFE. Analogament,
s'obté que I'area del rectangle CHK J és igual que 'area del quadrat ACGF'.
Per tant, com l'area del quadrat BIHC' és igual a la suma de les arees dels
rectangles BIKJ i CHKJ, per les igualtats demostrades obtenim que I’area del
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quadrat BIHC de catet oposat a I'angle recte, és igual a la suma de les arees
dels quadrats ABDFE i ACGF, que tenen per catets els segments que comprenen
I’angle recte.

A partir dels postulats de Peano, és possible demostrar totes les propietats espe-
rades dels nombres naturals i, a partir dels nombres naturals, és possible construir
primer els enters, després els nombres racionals i després els nombres reals. El con-
junt dels nombres naturals és el conjunt N, l'existencia del qual ve donada pels
postulats de Peano que soén:

1. Existeix un element 1 que pertany al conjunt dels nombres naturals N.

2. Existeix una funcié s : N — N tal que compleix les propietats segiients:

(a) No hi ha cap nombre natural n tal que s(n) = 1.
(b) Per a tots m,n € N, si s(m) = s(n), llavors m = n.

(c) Per a cada subconjunt K C N, si 1 € K i per a cada nombre natural
n € K es té que s(n) € K, llavors tot nombre natural és de K.

Si pensem intuitivament en la funci6 s com la que assigna a cada nombre natural
el seu segiient, llavors la part (a) dels postulats diu que 1 és el primer element en
N, perque no és el successor de res. La part (c¢) es coneix com a principi d’inducci6
i constitueix la base de les demostracions per induccié que hem tractat en 'apartat
1.12.8. Més endavant veurem que d’aquest principi es pot deduir que qualsevol
subconjunt no buit de N té primer element; aquesta propietat s’anomena bon ordre.

La pregunta que ens fem de seguida és com sabem que hi ha un conjunt i un
element del conjunt i una funcié del conjunt en si mateix, que satisfan els postulats
de Peano? La resposta no la tractarem aqui. Com hem assenyalat més amunt la
teoria de conjunts és la base de les matematiques modernes, llavors no és necessari
suposar addicionalment que els postulats de Peano es compleixen, perque 'existencia
d’alguna cosa que compleixi els postulats de Peano es pot deduir dels axiomes de la
teoria de conjunts.

Per a completar aquest apartat proposem demostrar una propietat caracteristica
del conjunt dels nombres naturals: tot subconjunt K no buit de N esta ben ordenat,
és a dir, que K té primer element.

Teorema 1.2

Qualsevol conjunt no buit de nombres naturals té un primer element.

Demostracio

La demostracié la farem per reduccié a ’absurd utilitzant alhora el principi
d’induccié: Considerem un conjunt no buit de nombres naturals K sense cap
primer element. Provarem per induccié que cap nombre natural no pertany a
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K. El cas base és 1 ¢ K: si 1 € K, com que 1 és el primer element de N, també
seria el primer element de K, contra la hipotesi. Suposem ara que 1,2,...,n no
pertanyen a K i provem que n+ 1 ¢ K. Sin+ 1 € K, aleshores cap nombre
natural més petit que n+ 1 pertany a K, i per tant n -+ 1 seria el primer element
de K, contradient novament la hipotesi. Aixi, per induccid, cap nombre natural
no pertany a K, és a dir, K = (), en contradiccié amb el fet que K era no buit.
Per tant, K té primer element.



Exercici 2.1

Reformuleu els enunciats segiients fent s de variables i constants: (a) El pro-
ducte de dos nombres parells és parell; (b) Donat un nombre real no negatiu,
busqueu dos nombres reals la diferencia dels seus quadrats no sigui més gran
que el nombre donat.

Solucié
(a) Si simbolitzem per P el predicat «ser parelly, aleshores podem escriure:
Va,y (P (z) AP (y) — P(z-y)).
Observa que també podem escriure:
Vo (P (x) «— (3k) (k€ Z Nz = 2k)).

(b) Suposem donat un nombre real § > 0, o sigui no negatiu, aleshores podem
escriure:
Elzv,y<x,yE}R/\asz—y2 < 5).

Exercici 2.2

Quines de les expressions segiients sén proposicions i quines predicats? (a) 4 < 3;
(b)y>T7(c) z+y=-=z

Solucié

(a) Es una proposicié falsa, perqueé és un enunciat del qual podem determinar el
valor de veritat; (b) és un predicat perque és un enunciat que conté una variable
y isili assignem un valor es té una proposicio; (c) Es un predicat de tres variables
x,y i z. Assignant valors a les tres variables s’obté una proposicio.

45
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Exercici 2.3

Quins dels segiients enunciats séon predicats i quins no ho sén? Justifica la teva
resposta. (a) x és un divisor de 210; (b) El producte dels nombres = i y; (c¢) La
suma de dos nombres és menor que 1.

Solucio

(a) Es un predicat d’una variable z que és vertader quan, per exemple, x pren
el valor 7, i fals quan, per exemple, és 8; (b) No és predicat perqué quan assig-
nem valors a les variables x i ¥ no s’obté una proposicié. De fet, 'enunciat és
I'expressio algebraica x - y; (C) Es un predicat que conté dues variables. Podem

expressar-lo com z +y < 1. Es clar que quan donem valors a z i y s’obté una
proposicio.

Exercici 2.4

Considereu els enunciats segiients: p = «Estic content», ¢ = «Estic veient una
pel - liculay i r = «Estic menjant espagueti». Expresseu en paraules els enunciats
segtents: (a) (qV 1) — p; (b) (p A —q) «— (qVr).

Solucié

(a) Estic content quan veig una pel - licula o mengo espagueti; (b) Veig una
pel - licula o mengo espagueti només si estic content sense veure una pel - licula.

Exercici 2.5

Analitza les formes logiques dels enunciats segtients: (a) El joc es cancel - lara si
plou o neva; (b) Tenir almenys deu persones és una condici6 necessaria i suficient
per a la conferéncia que s’esta impartint; (¢) Si en Miquel va anar a la botiga,
llavors tenim ous a casa, si no no en tenim.

Solucio

(a) Si C' =«El joc sera cancel - laty, P =«Plou» i N =«Esta nevanty. Aleshores
I'enunciat «El joc es cancel - lara si plou o neva» és la proposicié (PV N) — C.
(b) Si P =«Hi ha almenys deu persones» i C' =«La conferéncia es donaray.
Aleshores I'enunciat «Tenir almenys deu persones és una condicié necessaria i
suficient per a la conferencia que s’esta impartint» és la proposicié P <— C.
(c) Si B =«Miquel va anar a la botiga» i C' =«Hi ha ous a casa». Aleshores,
I’enunciat «Si en Miquel va anar a la botiga, llavors tenim ous a casa, si no no en
tenimy és la proposicié (B — C) A (mB — (). Aixo és equivalent a B <— C'
perque per la llei del contrareciproc s’obté (B — C) A (C' — B), que és alhora
equivalent al que hem dit.



CAPITOL 2. PRACTICA 47

Exercici 2.6

Considereu els enunciats segiients: p = «L’Eduard té els cabells vermells», ¢ =
«L’Eduard té un nas gran» i r = «A ’Eduard li agrada menjar crispetes». Tra-
dueix els enunciats segiients a simbols: (a) «L’Eduard té els cabells vermells i
no té un nas grany; (b) «No és el cas que 'Eduard tingui un nas gran o li agradi
menjar crispetesy.

Solucié

(a) pA—g; (b) ~(gVr).

Exercici 2.7
Construeix les taules de veritat de les segiients expressions logiques: (a) (pAq)V

—p; (b) ~=p — —(g V).

Solucié

(a)

p q|-p|pAg (pAgV—p

V V|F | V V

V F|F | F F

F VIV| F V

F FIV| F V

(b)

p g v |-p|=(gVvr)| p—(gVr)
V V V|F F %
V V F|F F \%
V F V| F F \%
V F F| F \% \%
F V V|V F F
F V F|V F F
F F V|V F F
F F F|V v \%

Exercici 2.8

Considerem els predicats P(z,y) = «x +y = 4» 1 Q(z,y) = «x < y» Troba
els valors de veritat de les segiients expressions logiques: (a) =P(z,y) V Q(z,y)
i(b) =(P(z,y) +— Q(z,y)) quan usem els valors segiients (1) x = 1,y = 3; (2)
r=2,y=1

Solucid

Per a l'expressio = P(z,y) V Q(z,y), tenim: (1) amb z =11y = 3, és vertadera,
ja que Q(1,3) és vertadera; (2) amb z = 21 y = 1, també és vertadera, ja que
P(2,1) és falsa.
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Per a l'expressi6 —(P(z,y) «— Q(z,y)), tenim: (1) amb x =11y = 3, és falsa,
ja que P(1,3) i Q(1,3) sén ambdues vertaderes; (2) amb z =2 iy = 1, també
és falsa, ja que P(2,1) i Q(2,1) sén ambdues falses.

Exercici 2.9

Proveu les implicacions segiients: (a) (A — B)A—=B = —A4; (b) (A — B) A
(B—C)=>A—C.

Solucio

(a) Per veure que (A — B) A =B =— —A hem de comprovar que
((A— B)AN—-B) — —A és tautologia. Construim la taula de veritat cor-
responent:

A B -A -B A—B (A—>B)/\—\B ((A—>B)/\—\B)—>—\A

v V. F F \Y F \Y
vV F F V F F \Y
F v vV F \Y% F \Y
F F V 'V \Y \Y \Y

i s’'obté una tautologia doncs veiem que I'iltima columna només té el valor V.
(b) Per veure que (A — B) A (B — C) = A — C hem de comprovar que
((A— B)AN (B — (C)) — (A — () és tautologia. Construim la taula de
veritat corresponent prenent « = A — B, =B —Ciy=A— C:

A B C a 8 v aAB (aAp)—~
v Vv V. V vV V A% \Y
vV V F V F F F A%
v F V F V V F \Y%
vV F F F V F F A%
F V. V.V V V A% A%
F V F V F V F \Y
F F V V V V A% \Y
F F F VvV vV V \Y

i surt que és tautologia com era d’esperar.

Exercici 2.10

Proveu les equivaléncies logiques segiients: (a) A — B <= —-AV B; (b)
A— (BANC)<= (A— B)AN(A— ().

Solucioé

(a) Per veure que A — B <= = AV B hem de comprovar que (A — B) «—
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(mA V B) és tautologia. Construim la taula de veritat corresponent:

A B -A A—B -AVB (A—)B)(—)(—\A\/B)
vV V F A% A% A%
V F F F F A%
F V V Vv \Y \Y
F F V Vv A% A%

i s’obté una tautologia doncs veiem que I'iltima columna només té el valor V.
(b) Per veure que A — (B A C) <= (A — B)A(A — C) hem de comprovar
que (A — (BAC)) «— ((A — B) A (A — ()) és tautologia. Construim la
taula de veritat corresponent, prenent a = A — B, f=A —Ciy=A4 —
(BAC):

A B C a BANC [ v d=aNAf v+
vV V V V \Y V VvV \Y \Y
V V F V F F F F \Y
V F V F F vV F F \Y
V F F F F F F F \Y
F vV V V \Y V VvV \Y \Y
F VvV F V F vV VvV \Y \Y
F F vV V F V VvV \Y% \Y
F F F V F vV Vv \Y \Y

i surt que és tautologia com era d’esperar.

Exercici 2.11

Simplifiqueu les afirmacions seglients. Podeu fer s de les equivaléncies de 1'e-
xercici anterior a més de les equivaléncies comentades a teoria i practica: (a)
X — (XAY); (b)) =(XVY)AY.

Solucio

(a) Aplicant la primera equivaléncia de l'apartat anterior es té: X —»
(XAY) <= =XV (XAY). Aplicant ara la llei distributiva de V respecte
de A s’obté

“XV(XAY)<= (- XVX)A(-XVY)

Arabé, ~XVX és tautologia. Per tant, (=X V X)A(-X VY) < -XVY. Com
a conseqiiencia, obtenim que X — (X AY) <= X — Y, doncs "X VY «—
X —Y.

(b) Aplicant les lleis de De Morgan es té:

(X VY)AY = (- X AY) VY.
Ara, aplicant la llei distributiva de V respecte de A, s’obté

“(XVY)AY <= (- X VY)A (=Y VY).
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Finalment, com =Y VY és tautologiai "X VY << X — Y, es té

“(XVY)ANY —= X — Y.

Exercici 2.12

Escriu la negaci6 dels enunciats segiients: (a) 3> 507 < 8; (b) Si = 3, llavors
2 =5; (¢c)a—b=csiinoméssia="0b+c.

Solucié

(a) Aplicant la llei de de Morgan, 3 <50 7 > 8.

(b) L’enunciat és de la forma A — B, aleshores la seva negacié és = (A — B).
Ara bé, sabem que A — B <= - AV B i aplicant de nou la llei de De Morgan
es té = (A — B) <= A A —=B. Per tant, la negacié de I'enunciat és = = 3 i
x? # 5.

(¢) Observem primer que a —b = ¢ és equivalent a a = b+ c¢. Per tant, ’enunciat
és tautologic i de la forma A +— A, aleshores la seva negacié és contradicci6:
a—b=cia#b+ec.

Exercici 2.13

Per a cadascun dels raonaments segtients, si és valid, doneu una deduccio, i si
no és valid, mostreu el perque.

1. Si el fre falla i el cami esta gelat, llavors el cotxe no parara. Si el cotxe es
va revisar, no fallaran els frens. Pero el cotxe no es va revisar. Per tant,
el cotxe no parara.

2. Si el punt d’una recta representa un enter, llavors el niimero es pot definir
com un decimal infinit o per un parell de decimals infinits. O el ntimero
es pot definir per un decimal finit o el niimero pot ser definit o bé per un
decimal infinit o per un parell de decimals infinits. El ntimero no pot ser
definit per un decimal finit. Per tant, el punt de la recta representa un
enter.

3. Si el rellotge esta avancat, llavors en Joan va arribar abans de les deu i va
veure sortir el cotxe de I’Andreu. Si I’Andreu no diu la veritat, llavors en
Joan no va veure sortir el cotxe de I’Andreu. L’Andreu no diu la veritat
o estava en l'edifici en el moment del crim. El rellotge esta avancat. Per
tant, I’Andreu estava en 'edifici en el moment del crim.

Solucio

(1) Les proposicions simples d’aquest raonament sén: p =«els frens falleny,
q =«el cami esta gelaty, r =«el cotxe pararda» i s =«el cotxe es va revisary.
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Expressem ara el raonament simbolicament:

P (pAq) — 7
P s— —p

P3 LS
c: -r
L’argument és fals. Prenem com interpretacio: 5 ;{ ‘7; ; , aleshores les
. z Nqg) — = — s . >
premisses son vertaderes (p Q)V rs v b VS i la conclusio, falsa
-r
F

(2) Les proposicions simples d’aquest raonament sén: p =«el punt d’una recta
representa un enter», g =«el nimero es pot definir com un decimal infinit,
r =«el nimero es pot definir per un parell de decimals infinits» i s =«el niimero
es pot definir per un decimal finity. Expressem ara el raonament simbolicament:

Pr: p—(qVr)
Py: =(s<—(qVr))

Py —s
C: p

L’argument és fals. Prenem com interpretacio: JZ; ‘q/ ‘7; ; , aleshores les
— V - — V -

premisses son vertaderes P ‘Eq ) (s V<q ) Vis i la conclusio,

p
fal
alsa —

(3) Les proposicions simples d’aquest raonament sén: p =«el rellotge esta avan-
cat», ¢ =«Joan va arribar abans de les deu», r =«Joan va veure sortir el cotxe
de I’Andreu», s =«I’Andreu diu la veritat» i ¢ =«Andreu estava en 'edifici en
el moment del crim». Expressem ara el raonament simbolicament:

P: p—(qAT)
Py: —as—

Pgi sVt
Py:op
c: t

Ara provarem la validesa d’aquest argument utilitzant les regles d’inferéncia:

. p—(gAr) P

2. s — 7 P2

3. sVt P3

4. P P4

5. qAr MP(1,4)
6. r EC5

7. o DN 6

8. s MT(2,7)
9. t ED(3,8)

o1
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Exercici 2.14

Per a cadascun dels arguments segiients, si és valid, doneu una deduccié, i si no
és valid, mostreu el perque.

P p—gq

Py: —r—(t—s)
1. Ps: rVv(pVt)

P4I -r

C: qVs

P: —p—(¢qg— )
P: r— —p
2. P3: (msVp)— —or

Py —s
C: —q
Solucié

(1) L’argument és valid i una deduccié és:

1. p—g¢q P

2. r—(t—s) P

3. rV(pVt) Py

4. —r P4

5. pVit ED(3,4)
6. t—ss MP(2,4)
7. qVs DL(1,5,6)

(2) L’argument també és valid i una deduccié és:

. p—(¢q—> 1) P

2. r— - I

3. (nsVp)— - Pj

4. S P4

5. sV Dp ID 4

6. - MP(3,5)
7. DN 6

8. —p MP(2,7)
9. q¢— r MP(1,8)
10. —gq MT(6,9)

Exercici 2.15

Escriviu una deduccio per el segiient raonament. Indiqueu si les premisses sén
consistents o inconsistents: «Els ordinadors son ttils i divertits i els ordinadors
consumeixen molt de temps. Si els ordinadors sén dificils d’utilitzar, no sén
divertits. Si els ordinadors no estan ben dissenyats, llavors son dificils d utilitzar.
Per tant, els ordinadors estan ben dissenyats».
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Solucié

(1) Les proposicions simples d’aquest raonament sén: p =«els ordinadors sén
utils i divertits»y, ¢ =«els ordinadors consumeixen molt de temps», r =«els
ordinadors sén dificils d’utilitzar» i s =«els ordinadors estan ben dissenyats».
Expressem ara el raonament simbolicament:

P pAg
P: r— —p
Py —s—r
C: s

Ara provarem la validesa d’aquest argument utilitzant les regles d’inferencia:

1. pAgq P

2. r—-p B

3. s—r B

5. p EC(1)
6. ——p DN 5

7. —r MT(2,6)
8. s MT(3,7)
9. s DN 8

Podem provar la consistencia de les premisses comprovant que hi ha una inter-
pretacio que faci totes les premisses vertaderes:

r

p q T - p | S

= = 2

— —
\Y \Y
A% VIiF V \Y%

F V|F V F

Exercici 2.16

Es una fal - lacia el raonament segiient: «Si el poble elegeix un alcalde, s’aug-
mentaran els impostos. Si no s’augmenten els impostos al poble, llavors no es
construira un estadi nou. El poble no tria un alcalde. Per tant, no es construira
un estadi nou».

Solucio

Si formalitzem l'argument prenent: p =«el poble elegeix un alcalde», ¢ =«aug-
mentara els impostosy», i r =«es construira un estadi nouy». Aleshores, es té

P p—yq
P: —q— —r
Py: —p

c: -r

Es clar que es tracta d’una fal - lacia perque es pensa que pel fet de no triar un
alcalde no s’augmentaran els impostos i com a conseqiiencia no es construira un



CAPITOL 2. PRACTICA 54

estadi nou. Aixo és fals com es pot veure a continuacio:

p — q|7 ¢ — ST |7 plor
\Y V! v F
F V F|VFF F V|V F|FV

Exercici 2.17

Formalitzeu els segiients enunciats: (1) «Tots els enters que no sén senars sén
parells»; (2) «Hi ha un nombre enter que no és parelly; (3) «Per a cada nombre
real z, hi ha un nombre real y per al qual y*> = x»; i (4) «Donats dos nombres
racionals a i b, el producte ab és racionaly.

Solucio

Primer identifiquem els predicats i després escrivim I’enunciat simbolicament.
(1) Suposem que P és el predicat «ser parelly i S és el predicat "ser senar',
aleshores es té:

Ve € Z, ~S(x) — P(x),

o també, més formalment,
(Vz) ((z € ZN-S(x)) — P (2)).
(2) Usant la mateixa notacié que I'apartat anterior, es té:
dx € Z, -P (),

o bé,
(Fz) (x € ZN-P (2)) .

(3) L’enunciat simbolicament s’escriu aixi:
Vz eR, Iy eR, y? =u,

o bé, també com
(V) (Fy) (m ERAyERA Y = x) :

(4) L’enunciat s’escriu aixi simbolicament:
Va,b € Q, ab € Q,

o bé, com

(Va,b) (a,b e Q — ab € Q).

Exercici 2.18

Expresseu formalment els enunciats segiients:

1. Algt no va fer els deures.

2. Tothom al dormitori té un company de pis que no li agrada.
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3. Si algi al dormitori té un amic que té el xarampi6, llavors tothom el
dormitori s’haura de posar en quarantena.

4. Tot en aquesta botiga té un preu excessiu o esta mal fet.

Solucio

(1) Si P(z) =« fa els deuresy, aleshores I'enunciat es formalitza d’aquesta ma-
nera: Jx—P(x).

(2) Necessitem tres predicats per formalitzar 'enunciat: P(x) =« viu en el pis»,
Q(z,y) =«x i y sén company de pis» i R(x,y) =«z li agrada y». Aleshores es
té:

(3) Introduim quatre predicats per formalitzar 'enunciat: P(z) =«z viu en el
pis», Q(z,y) =«x i y sén amics», R(x) =«x té xarampié» i S(x) =«x esta en
quarantenay. Aleshores escrivim

Vo (P(z) — 3y (R(y) A Q (2,y)) — 5(2)))

(4) Si considerem P(z) =«x esta a la botigay, Q(x) =«z té el preu excessiu» i
R(x) =«x esta mal fet», llavors 'enunciat formalitzat s’escriu aixi:

Vo (P(z) — (Q(x) V R(x)))

Exercici 2.19
Tradueix les expressions segiients en paraules:

1. Vo ((H(z) AN =FyC(z,y)) — —F(z)), si H(x) =«x ¢és un homen,
C(z,y) =«z esta casat amb y» i F(z) =«x és feligy.

2. Vo (W(z) A Z(z)), si Z(x) =«z li agrada les croquetesy i W(x) =«x té
una granota de mascotay.

3. Jz(N(x) AVy (N(y) — = < y)), si N(z) =«x és un nombre natural.

Solucio

(1) «Tot home que no esta casat no és feligy, o dit en unes altres paraules, «Tots
els homes solters sén infeligos».

(2) «A tots els que tenen una granota com a mascota els agraden les croquetesy.
(3) «Existeix un nombre natural més petit o igual que qualsevol altre nombre
naturaly.

Exercici 2.20

Que signifiquen les afirmacions segiients? Son vertaderes o falses? L’univers del
discurs en cada cas és N, el conjunt de tots els nombres naturals.

1. Vz3y(z < y).
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Solucio

(1) Aixo vol dir que per a cada nombre natural z, 'afirmacié Jy(z < y) és certa.
En altres paraules, per a cada nombre natural x, hi ha un nombre natural més
gran que x. Aixo és cert. Per exemple, x + 1 sempre és més gran que x.

(2) Aixo vol dir que hi ha algun nombre natural y tal que 'enunciat Va(z < y) és
cert. En altres paraules, hi ha algun nombre natural y tal que tots els nombres
naturals sén més petits que y. Es clar que aixo és fals. No importa el nombre
natural y que triem, sempre hi haura nombres naturals més grans.

(3) Aixo vol dir que hi ha un nombre natural x tal que Jy(x < y) és cert. Pero
com hem vist al primer apartat, aixo és cert per a tots els nombres naturals =z,
de manera que en particular és cert per almenys un.

(4) Aixo vol dir que hi ha un nombre natural = tal que 'enunciat Yy(z < y) és
cert. Podrieu tenir la temptacio de dir que aquesta afirmacié sera certa si x = 0,
pero aixo no és correcte. Com que 0 és el nombre natural més petit, 'enunciat
0 < y és cert per a tots els valors de y excepte y = 0, pero si y = 0, llavors 0 < y
és fals i, per tant, Vy(0 < y) és fals. Un raonament similar mostra que per a
cada valor de x I'enunciat Yy(z < y) és fals, per tant JxVy(x < y) és fals.

(5) Aix0 vol dir que per a cada nombre natural x, 'enunciat Vy(z < y) és
vertader. Pero com hem vist a I’apartat anterior, ni tan sols hi ha un valor de =
per al qual aquesta afirmacié és certa. Aixi doncs VaVy(z < y) és fals.

Exercici 2.21

Escriu la negacié de I'enunciat segiient: «per a cada nombre real € > 0, hi ha
un enter positiu k tal que per a tots els enters positius n, es té |a, — k?| < e».

Solucid

Considerem com univers del discurs el conjunt de tots els nombres reals i sim-
bolitzem per Z* el conjunt del enters positius. D’aquesta manera ’enunciat
s’escriu formalment aixi:

Ve > 0,3k € Z*,Vn € Zt,

a, — kZ‘ < e.
Aleshores la seva negacio és:
EIs>O,Vk:eZ+,EIneZ+,‘an—k2‘ > ¢,

que s’expressa en paraules com existeix un nombre real € > 0 tal que per a tot
nombre enter positiu k existeix un nombre enter positiu n que fa que es compleixi
la, — k*| > e.
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Exercici 2.22

Assumint com a domini de les variables x i y el conjunt U, escriviu una deduccié
per el seglient raonament:

P : Vx((A(z) — R(z)) VT(z))
Py: Jx(T(x) — P(x))

Ps: Vz(A(z) A —P(z))

C: 3dz R(z)

Solucio

Fem ara la deduccio per provar la seva validesa:

I ¥ ((A(x) — R@) V(@) P
2. Jz(T(x) — P(x)) P,

3. Vz(A(z) A—-P(z)) P;

4. T(a) —s P(a) EQE 2

5. (A(a) R(a)) VvV T(a) EQU 1

6. A(a)AN—P(a) EQU 3

7. —\P(a) EC 6

8. —T(a) MT(4,7)
9. A(a) — R(a) ED(5,8)
10.  A(a) EC 6

11. R(a) MP(9,10)
14. dx R(x) IQE 11

Exercici 2.23

Escriviu una deducci6 del argument segiient: «Tota panerola intel - ligent menga
escombraries. Hi ha una panerola que li agrada la bruticia i no li agrada la pols.
Per a cada panerola, no és el cas que no li agradi la bruticia o mengi escombraries.
Per tant, hi ha una panerola tal que no és el cas que si no és intel - ligent, li agradi
la pols.».

Solucio

Formalitzem els enunciats del raonament. Per facilitar 1’escriptura, considerem
que la variable x té per domini el conjunt de totes les paneroles. Denotem per
I, £, Bi P els predicats «és intel - ligent», «mengen porqueria», «agrada la
bruticiay, i «agrada la polsy», respectivament. Aleshores, el raonament podem
simbolitzar-lo d’aquesta manera:

Py Vo (I(x) — E(2))
Py: Jx (B(z) A —P(z))
Py: Yz = (=B(z)V E(z))
C: dzx-(-I(zr) — P(x))
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Fem ara la deducci6 per provar la seva validesa:

€2 N & N> L0 =

Ve (I(z) — E(z))
Jz (B(x) A —P(x))
Vr = (=B(z) V E(z))
B(a) A —P(a)

= (=B(a) V E(a))
B(a) A —E(a)

I(a) — E(a)
—E(a)

—I(a)

—P(a)

—I(a) A —P(a)

= (I(a) vV P(a))

— (=I(a) — P(a))

o8

Py

Py

Ps
EQE 2
EQU 3
DM 5
EQU 1
EC 6
MT(7,8)
EC 4
1C(9,10)
DM 11
EQ

Jz - (—I(x) — P(x))

IQE 13

on EQ significa que hem aplicat I'equivalencia logica: A — B <— —-AV B.

Exercici 2.24

Donat un enter positiu n, proveu directament que n

3.

Solucio

3 — n és sempre multiple de

Observa primer que n(n? — 1) = n(n + 1)(n — 1). Aquest tres factors sén tres
nombres naturals consecutius i, per tant, un d’ells sera un multiple de 3. Com
a conseqiiéncia n® — n és sempre multiple de 3.

Exercici 2.25

Demostreu directament que per a cada terna de nombres reals positius a,b i ¢
es compleix que

a b c
+ + > 1.
b+c a+c a-+b
Solucié
De fet, provarem la desigualtat més forta
a n b i c S 3
b+c a+c a+b 2
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Com que a, b, c > 0, podem escriure

a a? b b? c c

b—}—c:a(b—l—c)’ a—l—c:b(a—l—c)’ a—l—b:c(a+b)'

2

Aplicant la desigualtat de Cauchy-Schwarz en la forma d’Engel, obtenim

a’ N b? N c? - (a+ b+ c)?
alb+c) bla+e) cla+bd) ~alb+c)+bla+c)+cla+d)
Ara bé,
a(b+c¢) +b(a+ c) + c(a+b) = 2(ab + ac + be).
Per tant,

a b c (a+b+c)?
> .
b+c a+c a+b = 2(ab+ ac+ bc)

Finalment, com que
(a+b+c)?=a®+b*+c+2(ab + ac+ be) > 3(ab + ac + be),

s’obté , )
(a+b+c) > 3 o1
2(ab+ ac+bc) — 2

Aixo demostra, en particular, la desigualtat demanada.

Exercici 2.26
Proveu cap a enrere que per a qualssevol nombres reals negatius, a < b implica
a?® > b,
Solucié
La prova cap enrere surt de la tesi, i, per tant, podem fer es segiient:
a?>b*  Tesi
la| > |b]  Prenent arrels quadrades

—a > —b a,b sén negatius
a<b Multiplicant per —1 i surt 'hipotesi

De fet, aix0 que hem escrit s’havia d’haver pensat mentalment perque la demos-
tracio real és una prova directa: Si a < b, multiplicant per —1, es té —a > —b i
—a, —b sén positius. Per tant, (—a)® > (—=b)? o sigui, a? > b>.

Exercici 2.27

Proveu per contrareciproc que per a qualssevol n,m € Z, si mn és senar, llavors
m i n sén senars.
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Solucié

Si fessim la prova directa seria prendre com hipotesi que mn és senar i hem
d’arribar a veure que m i n també ho sén. En canvi, per contrareciproc sera
prendre com hipotesi que no és el cas que m i n siguin senars i hem d’arribar a
provar que mn no és senar.

Si no és el cas que m i n siguin senars, vol dir que m és parell o n és parell.
Suposem per exemple que m és parell. Aleshores existeix k € Z tal que m = 2k.
Per tant, mn = 2kn i kn € Z. Aleshores mn és parell com voliem demostrar.

Exercici 2.28

Proveu per reduccio a ’absurd que els 1tinics enters consecutius no negatius a, b
i ¢ que compleixen a? + b> = ¢ s6n 3,41 5.

Solucié

Suposem que 3,4 i 5 no soén els tnics enters consecutius no negatius que complei-
xen a’® + b? = 2. Aix0 és equivalent a suposar que existeixen enters no negatius
n,n+1in+2in# 3 tals que

n?+(n+1)2=(n+2)?

Ara bé, fent operacions, s’obté I'equaci6é n? —2n — 3 = 0, que té com a solucions
3 i —1. Per tant, arribem a un absurd perque hem suposat que n # 3. Com a
consequiencia, hem provat el que voliem.

Exercici 2.29

Siguin a, b i ¢ enters. Suposem que hi ha un nombre enter d que d | aid | b, pero
que d no divideix ¢. Demostreu per reduccié a 'absurd que 'equacié ax +by = ¢
no té cap solucié que z i y siguin enters.

Solucio

Suposem que ax+by = ¢ té una solucié tal que z i y son enters. Com d divideix a
i també b, aleshores existeixen enters m i n tals que a = md i b = nd. Aleshores,
es té

mdx + ndy = ¢
Dividint per d, s’obté

c
mx +ny = —

d

N . \ / \ /7 . /7 C . . \ /7
Pero aixo és absurd perque max 4 ny és enter i, per tant, també P 1 alxo no €s

possible perque d no divideix c.
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Exercici 2.30

Proveu per inducci6:
n

1. Sin és un nombre enter no negatiu, llavors » k- k! = (n+ 1)! — 1.
k=0

2. SineN, llavors (1+x)">1+nxperatotz € Riz > —1.

Solucio

(1) Construim una prova d’induccié sobre n, essent P(n) = «Zk El=(mn+1)!—

1».

0
Cas base: P(0) és Y k-k! = (0+1)! —11i, aix0 és veritat perqué 0-0! =0 =
1! —1.

Hipotesi d’induccié: Suposem que P(n) és certa, o sigui que Zk -kl =

k=0
(n+ 1) —1.
n+1
Tesi: Hem de demostrar que P(n+ 1) =«> k- k! = (n+2)! — 1» és certa.
k=0

En efecte, aplicant I'hipotesi d’induccio, es té

n+1 n
Skokl'=>"k-kl+ (n+1)(n+1)!
k=0

=n+D)! =14+ n+1)(n+1)
l+n+1)n+1)-1
=(n+2)!-1

que és el que voliem veure.

Conclusié: Pel principi d’induccié sobre n, deduim que P(n) és certa per a tot
n € N.

(2) Construim una prova d’inducci6 sobre n, essent P(n) = «Si n € N, llavors
(14+2)">14nxperatot z € Rixz>—1».

Cas base: P(1) és evident que és vertadera.

Hipotesi d’induccié: Suposem que P(n) és certa, o sigui que si n € N, llavors
(1+z)">1+4+nxperatotz e Riz>—1.

Tesi: Hem de demostrar que P(n+1) =«Sin € N, llavors (1 4+ 2)"™ > 1+ (n+
1)x per a tot z € Rix > —1» és certa.
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En efecte, aplicant I'hipotesi d’induccio, es té

14+2)"" =1+2)"(1+z)
> (1+nz)(1+2)
=1+ z + nx + nz?
=1+ (n+ 1)z + na’
>1+(n+1)x

que és el que voliem veure.

Conclusié: Pel principi d’induccié sobre n, deduim que P(n) és certa per a tot
n € N.

Exercici 2.31

Proveu que el residu del quadrat de qualsevol nombre enter quan es divideix per
4és0o0 1.

Solucio

Tot nombre enter n és o parell o bé senar. Aquesta idea proporciona ’estrategia
de la demostracio: construir una prova per casos:

(1) Si n és parell, aleshores n = 2k, on k € Z. Llavors, n? = 4k* queé és multiple
de 4 i, per tant, quan es divideix per 4 el residu val 0.

(2) si n és senar, aleshores n = 2k + 1, on k € Z. Llavors, n* = 4k* + 4k +1 =
4 (k* + k) + 1 que quan es divideix per 4 el residu val 1.

Exercici 2.32

Demostreu que per a cada nombre real z, si [z — 3| > 3 llavors z? > 6.

Solucio

Per definicié de valor absolut, |t — 3| =2 —3siz—3>0,i |z — 3| = — (z — 3)
si x — 3 < 0. Construim una prova per casos:

(1) Si  — 3 > 0, aleshores |x — 3| = x — 3 > 3 i, per tant, z > 6. D’aqui, s’obté
2 > 6.

(2) Six—3 <0, aleshores |z — 3] = —x+3 > 3 i, per tant, z < 0. D’aqui, s’obté
22 > 6.

Exercici 2.33

Es cert que per a cada enter positiu n es compleix que n? —n + 17 és un nombre
primer?

Solucid

Si pensem que I'enunciat és fals hem de trobar un contraexemple per provar-ho.
En efecte, si prenem n = 17, aleshores n? —n + 17 = 289 que no és primer.
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Exercici 2.34
(Algorisme de la divisié) Si a,b € N i b > 0, proveu que existeixen enters g, r

unics tals que a = bg + r, amb 0 < r < b.

Solucio

Considerem el conjunt
S={a—-bqg:q€Z, a—bg>0}.

Aquest conjunt no és buit, perque a = a —b-0 € S. Pel principi del minim, S
té un element minim; escrivim-lo com

r=a—bq

per a algun enter ¢q. Per construccio, r > 0. Vegem que r < b. Si fos r > b,
aleshores
r—b=a—bg—b=a—-b(qg+1) >0,

i per tant r —b € S. Pero r — b < r, cosa que contradiu que r era el minim de
S.Aixi, 0<r<bia=bg+r.
Per provar la unicitat, suposem que

a=0bg+r=>bq +1r, 0<rr <b.

Aleshores
r—r" =blqd —q).
Aixi, r — ' és multiple de b. Pero, com que 0 < r,r’ < b, tenim

—b<r—1r'<b.

L Gnic multiple de b que pot estar estrictament entre —b i b és 0. Per tant,
r—r' =0, ésadir, r =1, illavors també ¢ = ¢ .

63



. Reformuleu els enunciats segiients fent s de variables i constants:

(a) El cub d’un nombre senar és senar.

(b) Si el quadrat d’'un nombre enter no és divisible per 4, aleshores aquest
nombre és senar.

(c¢) El producte de dos nombres consecutius és parell.
. Quines de les expressions segiients son proposicions i quines predicats?

(a) Six > 2, llavors 2° > 1.
(b) (z+y)* =2+ 2zy + y*.
(c) Siw = 3, llavors z* # 0.

. Quins dels segiients enunciats séon predicats i quins no ho sén? Justifica la
teva resposta.

(a) x és divisible per 3.

(b)

(c) 22
)

(d x—|—2<y 8

La suma dels nombres x i 2.

. Considereu els enunciats segiients: p = « Estic content», ¢ = « Estic veient
una pel - licula» i r = « Estic menjant espaguetis». Expresseu en paraules els
enunciats segiients: (a) r — p; (b) p +— ¢q; (3) ¢V (r — p); (4) (¢ — —p)A
(r — —p).

. Considereu els enunciats segiients: p = « L’Eduard té els cabells vermells»,
q = « L’Eduard té un nas gran» i r = « A ’Eduard li agrada menjar crispetesy.
Tradueix els enunciats segiients a simbols: (a) « A I’Eduard no li agrada menjar
crispetesy; (b) « L’Eduard té un nas gran i els cabells vermells, o bé té un nas
gran i li agrada menjar crispetes».

. Construeix les taules de veritat de les segiients expressions logiques: (a) p —
(gAp); (b) (PAgQ) «— (pV ).

. Considerem els predicats P(x,y) = «x +y = 4» i Q(x,y) = «x < y». Troba
els valors de veritat de les segiients expressions logiques: (a) P(x,y) A Q(z,y)
i (b) P(xz,y) — —Q(z,y) quan usem els valors segiients (1) z = 3,y = 1; (2)
r=19y=2.

64



CAPITOL 3. EXERCICIS PROPOSATS 65

8. Proveu les implicacions segiients:

(a) (A— B)ANA =B

(b) (i) ANB = A; (ii) ANB=B

(c) (i) A= AVB; (i) B= AVB

(d) i) (AVB)A-B = A4, (i) (AVB)A-A= B
(e) (i) A«—-B=—=>A—B;(ili) A+—B=B—A
(f) ( A— B)A(B— A) = A+— B

(
(
(
(

9. Proveu les equivalencies logiques segiients:

(a) = (mA) <= A (llei de la doble negacid)

(b) AN B <= BA A (llei commutativa de A)

(¢) AV B <= BV A (llei commutativa de V)

(d) (AANB)ANC <= AN (BAC) (llei associativa de A)

(e) (AVB)VC <= AV (BVC(C) (llei associativa de V)

(f) AV(BAC) <= (AV B)A(AV C) (llei distributiva de V respecte de A)
(g) AN(BVC) <= (AANB)V(AAC) (llei distributiva de A respecte de V)
(h) A— B <= —-B — —A (llei del contrareciproc)

(i) A«— B<= (A— B) AN (B — A) (llei del bicondicional)

(j) (AvVB) —C<+~—= (A— C)AN(B— ()

(k) =(AAB) <= —AV =B (llei de De Morgan)

(1) =(AV B) <= —~A A —B (llei de De Morgan)

10. Simplifiqueu les afirmacions segilients. Podeu fer ts de les equivalencies de
Iexercici 9 a més de les equivalencies comentades a teoria i practica: (a)

(X —-Y);b)(YANZ) —Y;(c) (X —=Y)VY;(d) (X —Y)VY.
11. Escriu la negacié dels enunciats segiients: (a) e® > 0; (b) sin (g) >01itan0 >
0; (¢) y — 3 > 0 implica y? + 9 > 6y.
12. Per a cadascun dels arguments segiients, si és valid, doneu una deduccio, i si

no és valid, mostreu el perque.

Pi: p—yq
P: —r— —qg
(a) Py: s—t

P,: pVs
C: rvt
P p—gq

Py: —r—(s—t)
(b) P3: rV(pVi)

Py —r

C: qVs
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P: —p—(¢q— 1)
P or— —p

(¢) Py: (msVp) — —r
Py —s
C: —q

13. Per a cadascun dels arguments segiients, si és valid, doneu una deduccio, i si
no ¢és valid, mostreu el perque.

(a) Si el rellotge esta avancat, llavors en Joan va arribar abans de les deu i
va veure sortir el cotxe de ’Andreu. Si I’Andreu no diu la veritat, llavors
en Joan no va veure sortir el cotxe de I’Andreu. L’Andreu diu la veritat
o estava en l’edifici en el moment del crim. El rellotge esta avancat. Per
tant, I’Andreu estava en 'edifici en el moment del crim.

(b) Siaif son dos angles iguals, llavors a = 45°. Si § = 45°, llavors av = 90°.
O B és recte o bé = 45°. [ no és recte. Per tant, a i § no soén iguals i
cap d’ells és recte.

14. Escriviu una deduccié per a cadascun dels arguments segiients, tots ells son
valids. Indiqueu si les premisses son consistents o inconsistents:

(a) No és el cas que la roba sigui molesta o no sigui barata. La roba no és
barata o no esta de moda. Si la roba no esta de moda, és una ximpleria.
Per tant, la roba és una ximpleria.

(b) Si al Marc li agrada la pizza, li agrada la cervesa. Si al Marc li agrada la
cervesa, no li agrada l’arengada. Si al Marc li agrada la pizza, li agraden
les arengades. Al Marc li agrada la pizza. Per tant, li agrada la pizza
d’arengada.

15. Trobeu la fal - lacia o fal - lacies en cadascun dels arguments segiients:

(a) Sila meva tortuga menja una hamburguesa, es posa malalta. Si la meva
tortuga es posa malalta, llavors no és felic. Per tant, la meva tortuga es
posa malalta.

(b) Si Frida es menja una granota, Susana menjara una serp. Frida no menja
una granota. Per tant, Susana no menja una serp.

16. Suposem que els valors possibles de x son totes les persones. Considerem els
predicats segiients: Y (z) = «x té el cabell verd», Z(x) = «x li agrada les
croquetes» 1 W (z) = «x té una granota de mascotay, L(z,y) =«x és tan rapid
com y», M(x,y) =«x és tan car com y» i N(z,y) =«x és tan vell com y».
Tradueix les expressions segiients en paraules:

(1) (Vo) Y(x) 3) (Bz)(Y(2) — Z(2))
(2) (B2)Z(x) 4) (Vo) (W(z) «—= ~Z(2))

17. Suposem que els valors possibles de x i y sén tots els vehicles. Considerem els
predicats segtients: L(z,y) =«z és tan rapid com y», M (z,y) =«z és tan car
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com y» i N(x,y) =«x és tan vell com y». Tradueix les expressions segiients
en paraules:

(1) (3z) (Vy) L(z,y) (3)  (Fy) (Vo) (L(z,y) V N(z,y))
(2) (vz) (Fy) M(z,y) 4)  (vy) Bz) (-M(z,y) — L(z,y))

18. Expresseu formalment els enunciats segiients:

(1) La gent és simpatica.

(2) A ningu li agraden els gelats i els embutits.

(3) Em va agradar un dels llibres que vaig llegir 'estiu passat.

(4) Existeix una vaca tal que, si té quatre anys, no té taques blanques.
(5) Per a cada fruita, hi ha una fruita més madura que ella.

19. Escriu una negacié de cada enunciat. No escriviu la paraula « no» davant de
qualsevol dels objectes que es quantifiquen (per exemple, no escriviu « No tots
els nois sén bonsy per a la part (1) d’aquest exercici).

1
%
3
4
5

Tots els nois sén bons.

Hi ha ratpenats que pesen 3 kg o més.

L’equacié 22 — 2z > 0 val per a tots els nombres reals .
Hi ha un nombre enter n tal que n? és un nombre perfecte.
Cada casa té una porta que és blanca.

N N N N
— — N S

20. Assumint com a domini de les variables x i y el conjunt U, escriviu una deduc-
ci6 per a cadascun dels arguments segtlients:

P (Vz)(R(z) — C(x))
) (T

(
(a) P: (Vo) (T(z) — R(z))
C: (Vo) (=C(x) — —T(x))
P (Vo) (3y) (B(z) — (M(z) V N(x)))
(b) Py: = (V) M(x)
P;: (Vz) E(x)

21. Escriviu una deducci6 per a cadascun dels arguments segiients:

(a) Tots els peixos amb moltes espines no sén agradables de menjar. Tots
els peixos amb moltes espines sén peixos blancs. Per tant, tots els peixos
que siguin agradables de menjar no tenen moltes espines.

(b) Tots els estudiants d’un institut de secundaria que assisteixen a clas-
ses d’ampliacié son genials. Hi ha un estudiant de l'institut que és in-
tel - ligent i no és genial. Per tant, hi ha un estudiant de l'institut que és
intel - ligent i no assisteix a classes d’ampliacié.

22. Construiu definicions de «quadrat perfecte», «paral - lelay» i «funcié real de
variable realy. Quins son els dominis de les variables, quins termes s’han
d’assumir com a coneguts?

23. Definiu la igualtat de dos nombres racionals, de dues rectes en el pla i de dues
funcions reals de variable real.
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.
31.

32.

33.

34.
35.
36.

Considerem dos nombres enters x i y, llavors proveu directament que

(a) si x iy son parells, aleshores = + y és parell.
(b) si z iy sén senars, aleshores = + y és parell.
(c) siun d’ells és senar i l'altre és parell, aleshores x + y és senar.

Si n és un nombre natural imparell, proveu directament que n? és de la forma
8k + 1, per a algun enter k£ > 0.

Demostreu directament que les solucions reals de I'equacié ax? + bz + ¢ = 0,
ona,b,c€R, a#0ib?—4ac > 0, sén expressades per la férmula

. —b+Vb? — 4dac

2a

Proveu cap a enrere:

(a) Que qualsevol enter divideix zero.

(b) Que per a tots x,y € R, zy =0 siinoméssiz =00y =0.
Proveu per contrareciproc:

(a) Que per a qualssevol nombres reals a i b, |a| < |b] si i només si a® < b%

(b) Que per a qualssevol nombres reals z i y, 22 + y?> = 0 si i només si
r=y=0.

Considerem que a és un nombre racional i b és irracional. Llavors, proveu per
reducci6 a ’absurd:

(a) Que a+ b és irracional
(b) Si a # 0, aleshores ab és irracional.
Proveu per reduccié a I'absurd que hi ha infinits nombres primers.

Donats a,b,c € Z, proveu per reduccié a 'absurd que si a no divideix bc,
llavors a no divideix b.

Es pot demostrar que n® —n és multiple de 3, n® — n és multiple de 5in” —n
és multiple de 7, perd n¥ — n és multiple de k?

Proveu per induccié:
(a) SineN, llavors 1 +3+5+---+ (2n — 1) = n%
(b) SineNin>5, 4n > nl
(c) Sin és un nombre enter no negatiu, llavors 5 | (n® — n).
(Desigualtat triangular) Si z,y € R, proveu que |z + y| < |z| + |y|.
Proveu que no existeixen dos nombres enters m i n tals que 14m + 21n = 100.

Considerem que a,b € N. Llavors hi ha un tnic d € N tal que: Un enter m és
multiple de d si i només si m = ax + by per alguns z,y € Z.
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37. Definim per recursié per a qualsevol enter no negatiu £ :

o UO:O,

* Ugi1 = 3Uk; -+ Sk

Proveu que u,, = n - 3"~ ! per a tot enter no negatiu n.

38. Demostreu que el principi de bona ordenaci6 implica el principi d’induccio.

Suggeriment: Considereu una proposicié p(n) sobre el nombre natural n.
Suposeu que p(1) és vertadera, i també que per a tots els n, p(n) —
p(n +1). Heu de demostrar que per a tot n, p(n) és vertadera. Ara feu
la prova per reduccié a l'absurd. Suposeu que hi ha algun n pel qual
p(n) és falsa. Llavors, considereu el conjunt K que té com a elements els

nombres naturals n que no compleixen p(n). Ara heu de concloure que
aixo és una contradiccié.



Observaci6 4.1

Els tests interactius funcionen millor amb Adobe Acrobat Reader. Alguns
visualitzadors de PDF integrats als navegadors poden mostrar el document cor-
rectament, pero no sempre executen bé els botons i els camps interactius.

Instruccions. Marca una sola resposta per pregunta. En acabar, prem el
boté Corregir. El camp Nota mostrara el resultat.

Corregir Netejar Nota:

1. Considerem l’enunciat segilient sobre una festa: "Si és el teu aniversari o hi
haura pastis, hi haura pastis'. Quina de les segiients afirmacions és falsa?

(a) Si p =«és el teu aniversari» i ¢ =« hi haura pastis», llavors I’enunciat
s’expressa formalment aixi: (p V ¢) — q.

(b) Suposant que I’enunciat és cert, no podem concloure necessariament
que hi haura pastis.

(c) Suposant que l’enunciat és cert, si no hi haura pastis podem con-
cloure que és el teu aniversari.

(d) Suposem que s’ha descobert que l'afirmacié és mentida, aleshores
podem concloure que és el teu aniversari, pero el pastis és mentida.

Correcci6:

2. Si p =« Joan sempre diu la veritaty i ¢ =« Jaume sempre menteix», llavors
quina de les segiients afirmacions és falsa?

(a) L’enunciat « No és cert que en Joan o Jaume diguin sempre menti-
des» s’expressa formalment d’aquesta manera: = (—pV ¢q).

(b) —-p — —q és I'enunciat « Si en Joan menteix, llavors en Jaume diu
la veritaty.
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(c) p A —q és 'enunciat « Joan i Jaume no menteixeny.

(d) L’enunciat « No és el cas que si en Joan menteix, aleshores en Jaume
digui sempre la veritat» s’expressa formalment aixi = (—p — q).

Correcci6:

3. Prenent com univers el conjunt dels nombres enters Z. Si p =«x és multiple
de 3» i ¢ =«x és enter positiu més petit que 10». Quina de les segiients
afirmacions és vertadera?

(a) = (—p V 1q) =«x és multiple de 3 més petit que 10».

(b) p — g =« si x és multiple de 3, aleshores x és un enter més petit
o igual que 0 o és més gran o igual que 10».

(c) (pA=q) V (mp A q) =«z és multiple de 3 o = és enter positiu més
petit que 10».

(d) (p — q) V —p és una proposicié que només és falsa quan assignem
a la variable x valors enters més grans o iguals que 10.

Correccio:

4. La proposici6 (—p <— —q) V (r — q) és falsa quan:

(a) piq sén falses, i r és vertadera.
(b) p és vertadera, i g i r sén vertaderes.
(c) p i r sén vertaderes, i g és falsa.
(d) p,q ir sén falses.
Correccio:

5. Quin parell de formes proposicionals sén logicament equivalents?

(a) ANBi—-(-A— B)

(b) (ANB)V(BV-C)i(-AV-B)— - (-BAC)
) (A= -B)V-(CA=C)iCV-C

) (A— B)«— Bi A

Correccio:

6. En Pere t’estava explicant el que va menjar ahir a la tarda. Et diu: « Vaig
prendre crispetes o panses. A més, si tenia entrepans de cogombre, llavors
tenia refresc. Perod no vaig beure refresc ni te». Per descomptat, sabeu que en
Pere és el pitjor mentider del mén, i tot el que diu és fals. Que va menjar en
Pere?
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(a) entrepans de cogombre 1 te

(b) crispetes o panses i refresc

(c) només te

(d) entrepans de cogombre i refresc
Correcci6:

7. De les premisses
P=-A— (B—-C), PB=C—-A P;=(-DVA) — -=C

i Py =D, que es pot deduir si és valid?

(a) Podem deduir qualsevol cosa perque les premisses sén inconsistents.
(b) BAN=-(AV D)
(c) —“BA(AV D)
(d) -(AVBVD,)
Correccio:

8. Volem simplificar els enunciats segiients de manera que la negacié només apa-
reix directament al costat dels predicats, quina de les segiients equivalencies
no és correcta?

(a) ~3avy(=0(z) V E(y)) <= VaIy(O(x) A —E(y))

(b) Vrz-Vy—(z < yAJz(x < z2Vy < 2)) < JaVy(z <y AJz(z <
z2Vy < z))

(c) « Hi ha un nombre n per al qual cap altre nombre és menor o igual

a n» és equivalent a « Hi ha un nombre n per al qual tots els altres
nombres sén estrictament majors que ny.

(d) «Es fals que per a cada nombre n hi hagi dos nombres més entre els
quals es troba n» és equivalent a «Hi ha un nombre n que no esta entre
altres dos nombres».

Correccio:

9. Es diu que el raonament segiient és valid
P : Fz (P(z) AQ(x)
Py: Jx (M(z)N—-P(z))
dz (M(z) A Q(z))
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10.

perque es considera com a prova la deduccié segiient:

1. Jz (P(zx)ANQ(z)) P1

2. dz M(z) P2

3. P(a) AQ(a) EQE 1
4. Q(a EC 3

5. M(a) A —=P(a) EQE 2
6. M(a) EC5

7. M(a) AQ(a) IC (4,5)
8. dx (M(z) ANQ(z)) IQE 6

(a) "Es correcte.

(b) No és valid perque EQE 2 no permet escriure M (a) A =P(a) sing,
per exemple, M(b) A =P(b) essent b una instancia de z que no apareix
abans.

(c) El raonament no és valid perque és inconsistent; de les premisses es

dedueix P(a) A —P(a).

(d) Cap de les respostes anteriors és certa.

Correcci6:

Dels segiients raonaments: (i) Qui menysprea a tots els fanatics menysprea
també a tots els politics. Algi no menysprea a un determinat politic. Per
consegiient, hi ha un fanatic al qual no tothom menysprea; i (2) A tots els gats
simpatics i intel - ligents els agrada el fetge picat. Cada siames és simpatic. Hi
ha un siames que no li agrada el fetge picat. Per consegiient, hi ha un gat
estupid.

(a) (i) i (ii) sén valids.

(b) Cap dels dos és valid.
(c) (i) és valid, i (ii) no.
(d) (i) no és valid, i (ii) si.
Correcci6:

Instruccions. Marca una sola resposta per pregunta. En acabar, prem el
boté Corregir. El camp Nota mostrara el resultat.

Corregir Netejar Nota:
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1. Considereu I'enunciat « per a tots els nombres enters a i b, si a + b és parell,
aleshores a i b son parells». Llavors:

(a) L’enunciat reciproc és « per a tots els nombres enters a i b, si a 0 b
no és parell, aleshores a + b no és parell».

(b) L’enunciat contrareciproc és « per a tots els nombres enters a i b,
si a i b sén parells, aleshores a + b és parell».

(c) El contrareciproc és fals i un contraexemple és, per exemple, a = 4
ib="1.
(d) L’enunciat contrari és « Hi ha nombres a i b tals que a + b és parell

pero a i b no soén parellsy i és vertader.

Correccio:

2. Suposem que a i b sén nombres reals. Volem provar que si 0 < a < b aleshores
a®? < b?. Llavors, quina de les segiients afirmacions és falsa:

(a) La prova directa consisteix a prendre com a hipotesi 0 < a < b i
com a tesi a® < b2

(b) La prova cap enrere consisteix a prendre com a punt de partida la
conclusié a? < b* i arribar a deduir que a < b suposant que a i b sén
positius, i, després, refer la prova procedint de forma directa.

(c) La prova per contrareciproc consisteix a prendre com a hipotesi
a® > b? i com a tesi que no es compleix 0 < a < b.

(d) La prova per reduccio a I'absurd consisteix a prendre com a hipotesi
a>b>01ia® < b?icom a tesi una contradiccié.

Correccio:

3. Sigui x =

y y? y 2 2

STV T e T T el 2+l

i, per tant, 'enunciat: 3z € R Vy € R 2y? = y — x és un teorema.

(a) La prova del teorema és correcta.

(b) La prova correspon al teorema: Vy € R 3z e R 2%y =y — x

(c) La prova del teorema és incorrecta perque no es pot definir x abans
de y.

(d) Cap de les respostes és vertadera.

Correcci6:
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4. L’enunciat: « Suposem que m és un nombre enter parell i n és un nombre
enter senar. Aleshores n? — m? = n + m» és un teorema?

2

(a) «n? —m? = n +m» és la condicié necessaria.

(b) «m és un nombre enter parell i n és un nombre enter senary és
condicié necessaria i suficient.

(c) Es teorema perqué m =2k in=2k+1,onk € Z, i n2 —m? =

(2k+1)+2k=m+n.
(d) No és teorema i, m = 2 i n = 3 és un contraexemple.
Correccio:
5. Quina de les segiients respostes és falsa?

(a) Per demostrar que Vo € R(Jy € R(z +y =zy) <>z # 1) fem la
prova segiient: Considerem un nombre real arbitrari , aleshores existeix

un nombre real y =

7 si i només si x # 1 i també es compleix

i & x x
T = = =X - =Y.
& r—1 xz-1 r—1 £
(b) Per demostrar que Vz € R(Jy e R(z +y = 2y) <> y # 1) fem la
prova seglient: Considerem x = o7 que existeix si i només si y # 1.
Aleshores es compleix
PP . N B
Y ATV T AT YW
(c) Per provar que 32 € RVex € Rt (Jye Ry —x =y/x +— x # 2)

fem: Suposem que existeix un nombre real a tal que

_ ¥ I
y—a—azﬂ/—ﬁ

a

aleshores y existira si i només si a # 0 i a # 1. D’aqui s’obté que per a
qualsevol x € RT existeix y € R si i només si existeix z =11z # 1.

(d) Per demostrar que per a cada nombre enter n, 6 | n si i només si
2 | ni3 | nfem la prova segiient: Sigui n qualsevol nombre enter. La
condicié 2 | n i 3 | n és necessaria perque n = 2pin = 3¢ ip,q € Z.
Llavors n = 3 (2p)—2(3q) =6 (p — ¢) 16 | n. La condicié 6 | n és suficient
perque n = 6k = 3(2k), k € Z, i, per tant, 3 | n, i n = 2(3k) i aixi 2 | n.

Correcci6:

6. Quina de les segiients respostes és correcta?
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(a)

Sabem que hi ha nombres primers; per exemple, 2 és primer. Supo-
sem ara que només hi ha un nombre finit de nombres primers pq, pa, ..., Pn,
n € Z*. Llavors ¢ = p1ps---p, + 1 té algun divisor primer. Si tots els
primers fossin exactament p1,ps, ..., p,, existiria un k£, amb 1 < k < n,
tal que py dividiria ¢, o sigui

q = Pk
D’aqui

pip2- P+ 1=pir
Pk (r—p1e Dr—1Pks1- - Pn) =1

i, per tant, p; divideix 1, pero aixo és una contradiccié perque py €és
primer. Per conseglient, ha d’existir algun primer que no és a la llista
inicial. Per tant, hem demostrat per reduccié a ’absurd que hi ha infinits
nombres primers.

Sigui n qualsevol nombre enter. Si n és senar, aleshores n = 2k + 1,
k € Z. Llavors,

n® = (2k+1)" =2 (2k* + 2k) + 1

i, per tant, n? és senar perque 2k? + 2k € Z. D’aquesta manera hem
demostrat per contrareciproc que per qualsevol enter n, si n és parell
aleshores n? també ho és.

Considerem dos nombres reals qualssevol z i y. Suposem que xy és
irracional i x és racional. Llavors x = p/q, on p,q € Z i ¢ # 0. Suposem
ara també que y és racional, llavors y = r/s, on r,s € Z i s # 0. Per
tant, es té xy = pr/qs i gs # 0. Aleshores zy és racional i aixo és una
contradiccié. Per conseglient, y és irracional. D’aquesta manera hem
demostrat per contrareciproc que si z o y és racional, aleshores xy és
racional.

Sigui n» un nombre enter senar qualsevol. Aleshores n = 2s + 1,
s € Z. Suposem que s és parell, aleshores s = 2p, p € Z. Llavors
n? = (2s+1)% = 4p+1)° = 8(2p*+p) + 1 i, per tant, n® = 8k + 1,
k = 2p? + p € Z. D’aquesta manera hem demostrat per casos que si n
és un nombre enter senar qualsevol, aleshores existeix un enter k tal que
n? =2k + 1.

Correcci6:

7. Quina de les seglients respostes és falsa?

(a)

Considerem x un nombre real arbitrari, i suposem que x # 2. Ara

x
considerem y = 5o que existeix ja que x # 2. Aleshores es té
—z

2z 2x

2 _ _ )

y+1 L 41
2—x 7 — 8
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Per veure que aquesta soluci6 és tnica, suposem que existeix z tal que
22/(z + 1) = x. Aleshores 2z = z(z+ 1), i d’aqui surt z (2 —x) = z.
Com que z # 2 podem dividir els dos costats per 2 — x per obtenir z =
x/ (2 — x) = y. D’aquesta manera hem demostrat que per a cada nombre
real x, si x # 2, hi ha un nombre real unic y tal que 2y/ (y + 1) = x.

V2
Sabem que /2 és irracional. Aleshores (x/ﬁ) és racional o bé
V2
irracional. Si <\/§) és racional, prenem a = b = v/2 es té que hi ha dos
V2 V2
irracionals tal que a® = (\/§> és racional. Per altra banda, si <\/§)

V2
és irracional, prenem a = (\/ﬁ) i b= /2 es té que hi ha dos irracionals

va\ V2 2
tals que a® = ((ﬂ) ) = (ﬂ) = 2 és racional. D’aquesta manera

b

hem demostrat que hi ha nombres irracionals a i b tals que a” és racional.

Suposem que mn és multiple de 3 i que n no és multiple de 3.
Llavors, mn = 3k, k € Z, i d’aqui, surt que m necessariament és multiple
de 3 perque n no ho és. Aixi hem provat que m o n és multiple de 3
és condicio necessaria perque mn és multiple de 3. Suposem ara que m
és multiple de 3; es prova analogament si n és multiple de 3. Llavors,
m = 3p, p € Z, i d’aqui surt que mn = 3pn i, per tant, mn és mutiple
de 3 perque pn € Z. Aixo prova que m o n és multiple de 3 és condicio
suficient. Per tant, mn és multiple de 3 si i només si m o n és multiple
de 3 és un teorema.

Sigui n el nombre enter més gran. Aleshores, com que 1 és un
nombre enter, és clar que 1 < n. D’altra banda, com que n? també és
un nombre enter també es compleix n? < n i d’aqui s'obté que n < 1.
D’aquesta manera, com que es compleix n < 11in > 1, aleshores es té
n =1, i, per tant, 1 és 'enter més gran.

Correcci6:

8. Examina la segiient fal - lacia:

(i) Considerem I’equaci6 *

(ii) Operant en el terme de I'esquerra, es pot comprovar que &= — 5 =

45 - 5= 4x— 40
-7 13—

, suposant que x # 7 i x # 13.

z+5 4x—40
-7 T—z

4x—40 __ 4x—40

(iii) De (i) i (ii) es dedueix que =

13—z T—z

(iv) Ates que els numeradors sén iguals, els denominadors també ho han de
ser. Es a dir, de (iii) es dedueix que 7 — z = 13 — z.

(v) De (iv) es dedueix que 7 = 13. Absurd!

En algun dels passos (i)—(v) hi ha d’haver un error. Quin és ? Per que ?

(a)
(b)

(c)

T o AL

pas (ii) perque es dedueix = —=

pas (iv) perque es dedueix (4x — 40) (7 — z) = (4o — 40) (13 — z) i,
d’aqui no s’obté 7 — x = 13 — x llevat que = # 10

pas (iv) perque es dedueix 13—z =2 — 7



CAPITOL 4. TESTS 78

10.

(d) pas (v) perque es dedueix 2z = 20 i, per tant, x = 10.

Correcci6:

Una fal - lacia: En qualsevol bossa de bales, totes les bales son del mateix
color.

Demostracié per induccio: Sigui n el nombre de bales de la bossa. Sin =1,
és evidentment cert. Suposem que ¢és cert per a totes les bosses de n bales, i
considerem una bossa de n + 1 bales. N’apartem una, i aixi tenim una bossa
de n bales, que per la hipotesi d’induccié seran totes del mateix color. Ens
falta provar que la bala apartada també és del mateix color. L’afegim a la
bossa de n bales que haviem format, i n’apartem una altra. Tornem a tenir
una bossa de n bales, que per hipotesi d’inducci6 seran totes del mateix color,
i en particular la darrera bala sera del mateix color que les altres en la bossa.
Aixi doncs, totes les n + 1 bales sén del mateix color.

(a) L’error apareix en el pas de n = 1 a n = 2: les dues bosses d’una
sola bala que es comparen no tenen cap bala en comn, i per tant no hi
ha cap element compartit que permeti relacionar-ne els colors.

(b) No podem fer una prova per induccié perque la propietat no esta
relacionada amb objectes matematics.

(c) No podem aplicar la hipotesi d’inducci6 en el segon cas perque n
no és qualsevol siné el que teniem al principi.

(d) Cap de les respostes anteriors és correcta.

Correccio:

Per a tots els n > 3, si n punts diferents d’'una circumferencia estan connectats
de manera consecutiva amb rectes, llavors els angles interiors del poligon resul-
tant sumen (n — 2) 180°. Quin dels passos seglients en la prova per inducci6
hi ha error?

(a) Cas base: Suposem que n = 3. Aleshores el poligon és un triangle
i es compleix perque se sap que els angles interiors d’un triangle sumen
180°.

(b) Hipotesi d’induccié: Donats n punts diferents d’una circumferencia

estan connectats de manera consecutiva amb rectes, llavors els angles
interiors del poligon resultant sumen (n — 2) 180°.

(c) Considerem ara el poligon P format per la connexié de n + 1 punts
diferents Ay, As, ..., A, 41 en un cercle, com podeu veure a la figura 1. Si
ens saltem 1'altim punt A,, ., llavors obtenim un poligon P amb només n
vertexs, i per la hipotesi d’induccio, els angles interiors d’aquest poligon
sumen (n — 2) 180°.

Figura 1
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An+l A3
An
Ap-1
(d) Pero la suma dels angles interiors de P és igual a la suma dels angles

interiors de P més la suma dels angles interiors del triangle A; A, A, 1.
Com que la suma dels angles interiors del triangle és 180°, podem con-
cloure que la suma dels angles interiors de P és (n — 2)180° + 180° =
((n+1) —2)180°.

Correcci6:

11. Per a qualsevol nombre enter positiu n, una graella quadrada de 2" x 2" amb
qualsevol quadrat eliminat es pot cobrir amb rajoles en forma de L, com

|

La figura 2 mostra un exemple per al cas n = 2. En aquest cas 2" = 4, i per
tant tenim una graella de 4 x 4 i el quadrat que s’ha eliminat esta ombrejat.
Les linies pesades mostren com es poden cobrir els quadrats restants amb cinc
rajoles en forma de L.

Figura 2
graella 4x4 amb Graella coberta amb
un quadrat eliminat rajoles en forma de L

Quin dels passos segiients en la prova per induccié hi ha error?

(a) Cas base: Suposem que n = 1. Aleshores la quadricula és una
quadricula de 2 x 2 amb un quadrat eliminat, que es pot cobrir clarament
amb una rajola en forma de L.
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(b) Hipotesi d’induccié: Sigui n un nombre enter positiu arbitrari, i
suposem que la graella 2" x 2™ amb qualsevol quadrat eliminat es pot
cobrir amb rajoles en forma de L.

(c) Considerem ara una graella 2" x 2"*! amb un quadrat eliminat,
com es veu a la figura 3. Tallem la graella per la meitat tant verticalment
com horitzontalment, dividint-la en quatre quadricules 2™ x 2.

Figura 3

El quadrat que s’ha eliminat esta dins d’'una d’aquestes quadricules i, per
tant, per la hipotesi d’inducci6 la resta d’aquesta quadricula es pot cobrir
amb rajoles en forma de L.

(d) Les altres quadricules també es poden cobrir amb rajoles en forma
de L perque sén del tipus 2" x 2" i podem aplicar la hipotesi d’induccio.

Correccio:

Instruccions. Marca una sola resposta per pregunta. En acabar, prem el
boté Corregir. El camp Nota mostrara el resultat.

Corregir  Netejar Nota:

1. Considera I'enunciat: "Si un nombre és parell (p), llavors el seu quadrat és
parell (¢)."Quina de les segiients afirmacions és falsa?

(a) La seva contrareciproca és: "Si el quadrat d’un nombre no és parell,
llavors el nombre no és parell.”

(b) Si p és cert, g també ha de ser cert.
(c) Si q és fals, p també ha de ser fals.
(d) L’enunciat és vertader, pero la seva reciproca "Si el quadrat d’un

nombre és parell, el nombre és parell'és falsa.
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Correccio:
2. La proposicié (pV q) — (=p A r) és falsa quan:

p és vertadera, ¢ és falsa, i r és falsa.
p és falsa, q és vertadera, i r és vertadera.
p és falsa, q és falsa, i r és falsa.

piq son falses, i r és vertadera.

Correcci6:

3. Suposem que 'univers és el conjunt dels nombres enters (Z). Si P(x) és "x
és un nombre parelli Q(x) és "r és un nombre senar", quina de les segiients
afirmacions és vertadera?

(a) Va(P(z) A Q(z)) és vertadera.
(b) Jz(P(x) A Q(x)) és falsa.
(c) —JzP(x) és equivalent a Cap nombre enter és senar.'
(d) Va(P(z) V Q(z)) és falsa.
Correcci6:

4. Si lafirmacié "Si plou (p), llavors el carrer es mulla (¢)"és falsa, quina de les
segiients conclusions és certa?

(a) Esta plovent i el carrer esta mullat.

(b) No plou i el carrer no esta mullat.

(c) No plou, pero el carrer esta mullat.

(d) Esta plovent, pero el carrer no esta mullat.
Correccio:

5. Per demostrar que si n? és senar, llavors n és senar (per a qualsevol enter n),

la demostracié per contrareciproc ha de provar que:

(a) Si n és parell, llavors n? és parell.
(b) Si n és senar, llavors n? és senar.
(c) Si n? és parell, llavors n és parell.
(d) Si n? és senar, llavors n és senar.

Correccio:
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10.

Per provar que la suma de dos nombres senars consecutius és sempre un multi-
ple de 4, el primer pas de la demostraci6 directa seria expressar els dos nombres
com:

2k + 11 2k 4 3 per a algun enter k.
b
(c
(d

(a
( 2k i 2k + 2 per a algun enter k.

)
)
) nin+ 1 per a algun enter n.
) k ik + 2 per a algun enter k.

Correccio:

La demostracié de qué /3 és irracional utilitzant la reduccié a I'absurd co-
menca suposant que:

(a) /3 és un nombre enter.

(b) /3 és un nombre racional.

(c) V3 =1p/q, on p i g sén parells.

(d) V/3=p/q, on p i q tenen factors comuns.
Correccio6:

Quina de les segiients parelles de proposicions son equivalents?

(a) pVaqgi-(-pVq).

(b) p—qi-pVag.

(c) pAqi-(—pA—q).

(d) peqgi(p—q)V(g—Dp).
Correccio:

Identifica la fal - lacia en el segiient raonament: "Si un estudiant estudia (p),
aprova I’examen (q). L’estudiant ha aprovat ’examen (¢). Per tant, 'estudiant
ha estudiat (p)."

(a
(b
(c
(d

Fal - lacia de negaci6 de ’antecedent.
Fal - lacia d’afirmaci6 del conseqiient.

)
)
) Reduccié a I'absurd.

) Sil - logisme disjuntiu.

Correccio:

L’enunciat "No hi ha cap estudiant que sigui bo en matematiques i en fisica'es
pot expressar formalment com:
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dx(M(z) A F(z))

Vr(=M(z) A F(z))

—Jx(M(x) A F(z))

(c)

Va(—~M(x) A —F(x))

Correccio:
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