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Prefaci

Aquest document és la segona part del llibre que té com a objectiu donar les bases
per una comprensio més rigorosa del desenvolupament de les Matematiques des d’un
punt de vista molt elemental. Té quatre capitols: El primer s’anomena “Teoria” i com
hom pot imaginar s’hi exposen els conceptes i procediments que després s’apliquen
al segon capitol anomenat “Practica”. En aquest capitol es mostren les resolucions
d’una certa varietat d’exercicis representatius per la comprensié del contingut tractat
al primer. El tercer capitol anomenat “Exercicis proposats” és una llista d’exercicis
per a completar 'aprenentatge i, finalment, el quart capitol, anomenat “Tests” sén
examens per comprovar que els objectius s’han assolit amb exit.



Introduccio

En aquest document fem una breu i elemental introduccié a la teoria de conjunts.
Definim el concepte de conjunt com una col-leccié d’objectes existents des d’un punt
de vista intuitiu. Construim nous conjunts mitjangant operacions i establim algunes
de les seves propietats més importants. Després definim relacions sobre els elements
d’un conjunt i també donem les propietats que distingeixen alguns tipus importants de
relacions. Finalment, considerem les relacions definides en un conjunt que s’anomenen
aplicacions. De fet, el concepte d’aplicacié és essencial dins de les matematiques perque
com es pot pensar de seguida ha de veure amb el concepte de funcié. Donem els
tipus d’aplicacions i construim noves aplicacions mitjangant la seva composicié. Com
aplicacio toquem la cardinalitat de conjunts finits o infinit numerable.
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Capitol 1

Teoria

1.1 Conjunts

Partint de la nocié intuitiva de conjunt, en aquesta seccié desenvoluparem les propietats
basiques dels conjunts. L’objectiu d’aquesta breu exposicié sera aconseguir que et
familiaritzis amb la terminologia i les notacions que s’introdueixen i que s’empraran
en totes les altres unitats didactiques. Es recomanable abans de seguir fer abans una
lectura compresiva de la unitat “Logica, raonament i demostracié a matematiques”.

1.1.1 Les nocions d’element, conjunt i pertinenca

Una caixa de boles, un raim, o un album de fotos sén tots exemples de conjunts de
coses o col-leccions d’objectes. La nocié de conjunt és fonamental en totes les branques
de les matematiques. Per exemple:

e En geometria plana es diu circumferencia el conjunt de punts que sén equidistants
d’un punt fix donat.

e En algebra es parla del conjunt dels nombres parells que esta format per tots els
enters que son divisibles per 2.

e En calcul s’anomena domini d’una funcié real de variable real el conjunt de nom-
bres reals pels quals hi ha ben definida la seva imatge.

Emprarem la paraula conjunt com a sinonim de col-leccié d’objectes. Els objectes que
formen un conjunt es diuen elements del conjunt. D’aquesta manera, direm que un
conjunt esta format per elements o que uns determinats elements formen un conjunt.

Ara bé, un conjunt estara ben definit si és possible donar un criteri que permeti decidir
si un element donat qualsevol pertany o no al conjunt. Per exemple, les boles vermelles
d’aquesta caixa o les fotos d’en Miquel en aquest album sén conjunts ben definits. En
el primer cas, una bola de la caixa és del conjunt si és vermella i, en el segon, una foto
és del conjunt si en ella apareix en Miquel. Observa ambdds casos, pero que abans de
definir els conjunts anteriors, tenim els elements, o sigui les boles de la caixa i les fotos
de I’album.
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Si ara simbolitzem per U una determinada col-leccié d’objectes, llavors diem que uns
determinats objectes d’U formen un conjunt A i si x simbolitza un element d’A, ales-
hores direm que ’element x pertany al conjunt A i escriurem

x € A.

Si z és un element d’U, pero no és un element de A, direm que l’element x no pertany
al conjunt A i escriurem

x ¢ A.

El simbol matematic € s’interpreta com la relacié de pertinenca que s’estableix entre
elements i conjunts. Per consegiient, un conjunt esta determinat per una relacié de
pertinenca a ell. Tot i aix0, com veurem més endavant (quan parlem del conjunt de
parts d’un conjunt donat), un element pot ser alhora un conjunt i un conjunt pot ser
un element d’'un altre conjunt.

Per cursos anteriors, tenim coneixement de I’existencia d’alguns conjunts numerics 1'is
dels quals és molt freqiient en les matematiques i que es designen amb simbols especials.
Aixi, tenim

Conjunts numerics | Simbol
Naturals N
Enters Z
Racionals Q
Reals R
Complexos C

Exemple 1 Pel coneizement que d’ells ja tenim, podem escriure les segiients
relacions:

—2¢N  -3¢Z V2¢Q V5 €R
1
1eN §¢Z 2.3555... € Q 1+i¢R

1.1.2 Formes de definir conjunts

Direm que un conjunt esta determinat per extensié si donem una llista de tots els
seus elements. En tal cas, escriurem als elements entre claus separats per comes. Per
exemple, el conjunt A format pels nimeros

1,2,3

I’escriurem per

A=1{1,2,3}.

Un conjunt esta determinat per comprensié si donem una condicié que satisfan tots
els seus elements. Aixi, el conjunt anterior el podem definir per comprensié dient que
A és el conjunt format pels nombres enters positius menors que quatre. En aquest
ultim cas escriurem

A={ze€Z:0<x <4}
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i es llegeix com “A és el conjunt de nombres enters que sén majors que 0 i menors que
4”. En general, si P(z) expressa una condici6 o propietat que depén d’una variable z,
llavors

B={zeU:P(2)}

designa el conjunt dels elements d’U que satisfan la propietat P(z).

Pot ocorrer que per a una certa propietat no hi hagi cap element d’un conjunt ates que
la satisfaci. Per aquesta rad, admetem l’existencia d’un conjunt que no conté elements
i al qual denominem conjunt buit, designant-ho pel simbol (). D’aquesta manera, per
a tot x la relacio

x el

és sempre falsa, i

8
S
=

és sempre vertadera.

Es instructiu representar graficament un conjunt mitjangant una regié tancada del pla
de manera que tots els elements del conjunt estiguin tancats en aquesta regi6é. Es
diuen diagrames de Venn i es construeixen com s’indica en el segiient grafic, on hem
representat el conjunt A = {a, b, e}.

Observacid: Observa que no hem definit els conceptes de conjunt i element. En
el seu lloc, hem intentat donar una idea intuitiva clara de totes dues nocions. En
cursos més avancats es pot veure que en la construccié axiomatica d’una teoria
de conjunts, els termes “conjunt” i “pertinenca” no es defineixen i s’empren sense
explicar el seu significat. Un conjunt sera qualsevol cosa que satisfaci els axiomes
de la teoria. D’aquesta manera, no hi ha dubte que la intuici6 sobre la qual es basa
la teva nocié de conjunt pot estar equivocada, pero del que es tracta no és tant de
saber que sén els conjunts sind que podem fer amb ells correctament. Aixo ultim és
el que volem fer aqui.

Observacié: Podria semblar natural admetre que tota condicié P(z) defineix un

conjunt
{z : © compleix P(x)}, (1.1.1)

pero, d’aquesta manera, resulta que hi ha condicions “rares” que donen lloc a “con-
junts” contradictoris sobre els quals no és possible raonar. Per exemple , si consi-
derem la condicié x ¢ x (tots els conjunts que no sén elements de si mateixos) i
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denotem per B al “conjunt” d’elements que satisfan aquesta condicio, és a dir,
B={z:x ¢z}
llavors es compleix
(Vx) (r € B<= 1z ¢ 1)

i, en particular, també es compleix
BeB<«<=B¢B

el que, evidentment, constitueix una contradiccié. Per a evitar aquests absurds, és
preferible limitar la condici6 als elements d’algun conjunt ja conegut U. Per aquest
motiu hem escrit

{z € U : x compleix P(z)}

en lloc de (1.1.1).

1.1.3 Igualtat i inclusié entre conjunts

Direm que dos conjunts A i B soén iguals si contenen els mateixos elements, és a dir,
si per a cada x, x € A equival a x € B. En simbols

(Vz)(x € A<=z € B)

i es llegeix “per a tot =, x és de A siinomés si x és de B”. Si els conjunts A i B son
iguals, escriurem

A=B

i la seva negacié per a

A+#B.
El simbol matematic = s’interpreta com la relacié d’igualtat que s’estableix entre con-
junts. A partir de la definicid, és immediat comprovar que aquesta relacié satisfa les
segiients propietats:

1. Per a tot conjunt A, A = A.

Demostracio: Sabem que © € A <= x € A és una equivaléncia logica. Com
x és un element arbitrari d’A, aleshores es compleix (V) (z € A <= x € A)
i, com a consequencia, A = A. [ |

2. Donats dos conjunts A i B, si A = B llavors B = A.

Demostracio: Sabem que per a tot z, es té que ¢t € A +— = € B és
equivalent a © € B «— = € A i, per tant, si A = B, llavors B = A. [ |

3. Donats tres conjunts A, BiC,si A= BiB=C, llavors A =C.
Demostracio: Sabem que per a tot x, esté que x € A +— x € Bix €
B «— x € C. Llavors, per la propietat transitiva del bicondicional es té
r€A+—zxeCi pertant,si A=BiB=C,llavors A= C. [

Si Ai B sén dos conjunts tals que tot element d’A és també un element de B, és a dir,

(Vz)(x € A= x € B),
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llavors es diu que A és un subconjunt de B o que A esta inclos en B i se simbolitza

per a
ACB o BD>A.

Mitjancant diagrames de Venn, representem aquest fet aixi

B

Si AC BiA+# B esdiu que A és un subconjunt propi de B. El simbol matematic
C s’interpreta com la relacié d’inclusié que s’estableix entre conjunts; en particular,
simbolitzem per A & B el fet que A és un subconjunt propi de B. A partir de la
definicio i regles de deduccid logica, és immediat comprovar que aquesta relacio satisfa
les segiients propietats:

1. Per a tot conjunt A, A C A.
2. Donats dos conjunts Ai B,si AC Bi A D B, llavors A = B.

3. Donats tres conjunts A, BiC,si AC Bi B C C, llavors A C C.

Exemple 2 Observa que es compleixen les segiients relacions:

e)cCA
e {1} C {1,2,3}
o {2,4} C {x € N: x és parell}

e {reZ:0<x<4}G{reZ:2*-3x+2=0}

1.1.4 Operacions amb conjunts

En aquest apartat veurem com podem construir nous conjunts a partir d'uns altres
ja donats. Suposem que existeix un conjunt U que anomenem univers i del qual
prendrem tots els subconjunts.

Parts d’un conjunt

Si A és un conjunt, es diu conjunt de parts d’A el conjunt els elements del qual sén
tots els subconjunts d’A i es designa per P(A). Aixi, tenim

PA)={zCU:zCA}.
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Observa que P(A) és un conjunt els elements del qual sén alhora conjunts.

Exemple 3 Observa que si A = {a,b,c}, llavors

P(A) = {0,{a}, {0}, {c},{a, b}, {a, c}, {b,c}, A}.

Unié de dos conjunts

Si Ai B sén conjunts, es diu unié d’A i B al conjunt simbolitzat per AU B que té per
elements tots els que pertanyen a A o a B o als dos alhora. Mitjancant diagrames de
Venn, representem aquest fet aixi

Simbolicament, escrivim

AUB={zxeU:z2€ A o z € B}

Exemple 4 Observa que si A ={1,2,3} i B ={3,4,5}, llavors

AUB =1{1,2,3,4,5}.

Interseccio de dos conjunts

Si Ai B sén conjunts, es diu interseccio d’A i B al conjunt denotat per AN B que
té per elements tots els que pertanyen tant a A com a B. El diagrama de Venn que
representa aquest fet és el segiient:

Simbolicament, escrivim
ANB={zeU:2€ A i z€ B}

Si AN B = (), llavors es diu que els conjunts A i B soén disjunts, o sigui que no tenen
res en comu.
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Exemple 5 Observa que si A= {1,2,3} « B={3,4,5}, llavors

ANB={3}.

Propietats de la unié i de la interseccié de conjunts

Donats tres conjunts qualssevol A, B i C' es compleixen les segiients relacions:

1. AUA=AiANA=A

2. AUBUC)=(AUB)UCiAN(BNC)=(AnB)NnC

3. AUB=BUAiANB=BNA

4. AUBNC)=(AUB)N(AUB)i AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
5 AU(BNA)=AiAN(BUA)=A

6. AUD=AiAND=10

Les demostracions d’aquestes propietats les trobaras en els exercicis resolts.

Diferencia entre dos conjunts

Si A1 B sén conjunts, es diu diferéncia entre A i B al conjunt denotat per A\ B
i que té per elements tots els que pertanyen a A i que no sén de B. El diagrama de
Venn en aquest cas és:

Simbolicament, escrivim

A-B={zxeU:z€A i x¢ B}

Exemple 6 Si A={1,2,3} i B={3,4,5}, llavors es té

A-B=1{1,2}.

Complementari d’un conjunt

Donat un conjunt A, es diu complementari d’A al conjunt denotat per CA i que té
per elements tots els que sén de 'univers F i no pertanyen a A.
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En altres paraules, es té
CA={zecE:x¢ Al
Es evident que es compleix
CA=FE - A

Exemple 7 Si E =R i A= {z € R: |z| =1}, llavors es té

CeA=R-—{-1,1}

Propietats del complementari d’un conjunt
Si U és I'univers, llavors es compleixen les segiients propietats:
L. 0u=0iCo=U
2. C(CA) =4
3. Lleis de De Morgan: C(AUB) =CANCBiC(ANnB)=C0AUCB

Les demostracions d’aquestes propietats les trobaras en els exercicis resolts.

1.1.5 Parell ordenat i producte cartesia de dos conjunts

Es diu parell ordenat de dos elements x i y al conjunt denotat per (x,y) que té per
elements els conjunts {z} i {z,y}, és a dir,

(z,y) = H{a}, {2, 9}}

Llavors, diem que x és la primera component i y és la segona component del parell
ordenat (z,y). Per la definicié d’igualtat de conjunts, és facil deduir que es compleix

{a,b} ={¢,d} <= a=cib=dobéa=dib=c
mentre que
(a,0) =(c,d) <= a=cib=d
Per tant, I'inica diferencia entre els conjunts {x,y} i (z,y) resideix en l'ordre. Siz iy

sén dos elements diferents, llavors {z,y} = {y, x} i, en canvi, (z,y) # (y, z).

Donats dos conjunts A i B, es diu producte cartesia d’A i B al conjunt denotat per
A x B que té per elements tots els parells ordenats la primera component dels quals és
un element d’A i la segona component és un element de B, simbolicament escrivim

AxB={(z,y):x € Aiye B}.
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Exemple 8 Si A ={1,2} i B ={a,b}, llavors es té
AXB= {(La)v (L b)> (2,&), (27b)}

Observa que
B x A={(a,1),(a,2),(b,1),(b,2)}

i és evident que A X B # B x A.

1.2 Relacions

Identifiquem les relacions amb conjunts de parells ordenats i, per tant, amb subconjunts
del producte cartesia de dos conjunts donats. Que un parell ordenat pertanyi a una
relacié significa que la relacié en qiiestié es dona entre el primer component del parell
i el segon.

1.2.1 Relacions entre dos conjunts

Donats dos conjunts A i B, es diu relacié entre A i B a tot subconjunt de A x B. Si
R C A x B és una relacié entre A i B, llavors quan es compleix que (a,b) € R diem
que la relacié es dona entre a i b, o simplement, que a esta relacionat amb b.

Exemple 9 Si A= {1,2} i B ={a,b}, llavors R = {(1,a), (2,b)}, S = {(
i T ={(2,a),(2,b)} son relacions entre A i B i, en canvi, J = {(a,2), (2,1
ho és.

Per ser conjunts, si R i S son relacions entre A i B, llavors R = S si i només si R
i S contenen els mateixos parells ordenats. Es diu domini d’una relacié R entre A
i B al conjunt denotat per D (R) que té per elements les primeres components dels
parells ordenats de R. Es diu recorregut de R el conjunt denotat per R (R) que té
per elements les segones components dels parells ordenats de R. Aixi, tenim

D(R) ={z:z € Aiexisteix y € B tal que (z,y) € R}

R(R)={y:y € Biexisteix z € A tal que (z,y) € R}.

Exemple 10 Si A = {1,2}, B ={a,b} i R ={(2,a),(2,b)} és una relacid entre
A i B, llavors D(R) = {2} i R(R) = {a,b} = B.

1.2.2 Relacions binaries en un conjunt

Si A és un conjunt, diem que R és una relacié binaria en A si R C A x A. En tot
conjunt A sempre podem definir les relacions binaries segiients:

1. Relaci6 d’identitat en A: 4 = {(z,z) : x € A}

2. Relacié nul-la en A: 0
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3. Relacié total en A: A x A

Considerem un conjunt A i una relacié binaria R C A x A. Distingim les seglients
propietats de R:

1. R és reflexiva: per a tot x € A, (x,z) € R

2. R és irreflexiva: per a tot z € A, (z,z) ¢ R

3. R és simetrica: per a tot z,y € A, si (z,y) € R llavors (y,z) € R

4. R és asimeétrica: per a tot x,y € A, si (x,y) € R llavors (y,z) ¢ R

5. R és antisimeétrica: per a tot z,y € A, si (v,y) € Ri (y,z) € R, llavors z = y
6. R éstransitiva: per atot z,y,z € A, si (z,y) € Ri(y,z) € R, llavors (z,2) € R
Exemple 11 Si A ={1,2,3} i R = {(1,2),(2,3),(2,2),(1,3)}, llavors es com-
pleiz:

e R no és reflexiva, doncs (1,1) ¢ R.

R no és irrefleziva, doncs (2,2) € R.
e R no és simetrica, perqué (1,2) € R i (2,1) ¢ R.

e R no és asimétrica, doncs (2,2) € R.

R és antisimétrica, perque no hi ha cap parell d’elements diferents x,y tals
que (z,y) € R i (y,x) € R.

e R és transitiva, perqué no hi ha tres elements x,y, z tals que (x,y) € R i
(y,2) €R i (x,2) ¢ R.

1.2.3 Relacions d’equivaléencia

Donat un conjunt A i una relacié binaria R en A, diem que R és una relacié d’equi-
valéncia si R és reflexiva, simetrica i transitiva.
Tota relacié d’equivalencia R en un conjunt A ens permet classificar els elements del
conjunt en classes d’equivalencia. Es diu classe d’equivaléncia d’un element a € A al
conjunt denotat per [a] que té per elements tots els elements d’A que estan relacionats
amb a. Aixi, tenim

[a]| ={x € A: (z,a) € R}.

De la definicié de classe d’equivalencia, deduim de seguida que
la]| =] < (a,b) € R

o bé,
[a] =[] <= (a€[b] < b€ a])
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Llavors es diu conjunt quocient de A per la relacié R al conjunt denotat per A/R
que té per elements les classes d’equivalencia de tots els elements d’A respecte de R.
Aixi, tenim

A/R ={[a] : a € A}

Quan R és d’equivaléncia diem que el conjunt quocient A/ R és una particié del conjunt
A, aix0 vol dir que és una col-leccié de subconjunts no buits d’A, disjunts dos a dos, i
tals que la seva uni6 és A. Podem expressar aixo afirmant que en A/R es compleixen
les seglients propietats:

1. Per atot a € A, [a] # 0.
2. Per a tot a,b € A1 [a] # [b], [a] N [b] = 0.

3. U A/R = A, on U A/R és la uni6 de totes les classes d’equivalencia, doncs A/R

és el conjunt els elements del qual sén els que pertanyen a alguna classe de A/R,
o sigui

T € U A/R <= existeix alguna classe [a] € A/R tal que x € [a].

Es habitual usar ~ o = com a simbols de relacions d’equivalencia sobre un conjunt.

Exemple 12 En el conjunt dels nombres enters Z es defineix la segiient relacio
binaria =
r=y <= x—y és multiple de 3

Es immediat comprovar que = és una relacio d’equivaléncia en Z.:

o = ¢és reflexiva: per a tot x € Z, x = x doncs x —x = 0, que és un maultiple

de 3.

e = ¢és simetrica: per a tot x,y € Z, si x =y, €s a dir st x —y €s un maultiple
de 3, llavors —(x —y) = y — x també és un multiple de 3 i, per tant, y = z.

o = ¢s transitiva: per a tot x,y,z2 €74, sSix =y 1 x =2, €s a dir, St x — Yy i
y—z son maltiples de 3, també ho serd la seva suma, (x—y)+(y—z) = r—=2
1, per tant, x = z.

FExisteizen tres classes d’equivalencia per a aquesta relacio:
o 0] ={x €Z|x és mailtiple de 3} ={...,—6,-3,0,3,6, ...}
o [l]={x€Z|x—1 és multiple de 3} ={...,—5,—-2,1,4,7, ...}
o 2|={z €Z|x—2 és miltiple de 3} = {..., —4,—-1,2,5,8, ...}
Finalment, el conjunt quocient és

z) = ={[], 2,8} -



12 CAPITOL 1. TEORIA

1.2.4 Relacions d’ordre

Donat un conjunt A i una relacié binaria R en A, diem que R és una relacié d’ordre
si R és reflexiva, antisimetrica i transitiva. Un conjunt amb una relacié d’ordre es diu
un conjunt ordenat.

Una relacié d’ordre R en un conjunt A es diu d’ordre total si per a tot =,y € A es
compleix:

(x,y) € R obé (y,z)€R.

En aquest cas es diu que A esta totalment ordenat. En canvi, si existeixen =,y € A
tals que (z,y) ¢ R1i (y,z) ¢ R, llavors la relacié es diu d’ordre parcial i es diu que
A esta parcialment ordenat. Es habitual usar < com a simbol de relacié d’ordre en
un conjunt.

Exemple 13 Si A ={1,2,3}, la segiient relacio
R={(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(1,3)}
és un ordre parcial en A, mentre que la relacio
§={(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(1,3),(2,3)}
és un ordre total en A.

Exemple 14 Si A és un conjunt qualsevol, la relacic d’inclusio és un ordre
parcial en el conjunt de parts d’A.

Exemple 15 La relacio < és un ordre total en N, Z, Q o R.

Elements notables d’una relacié d’ordre

Si A és un conjunt ordenat per la relacié <, llavors tenim les segiients definicions:
1. a € A és un element maximal d’A si no existeix z € A iz # a tal que a < z.

a € A és un element minimal d’A si no existeix x € Aix # a tal que z < a.

a € A és el maxim d’A si per a tot x € A, x < a, i s’escriu a = max A.

= o IO

a € A és el minim d’A si per a tot x € A, a < x, i s’escriu @ = min A.

No és dificil demostrar que en tot ordre parcial hi ha com a maxim un element maxim
i un element minim. Aix{ mateix, un element maxim (resp. minim), si existeix, és un
element maximal (resp. minimal). Si l'ordre és total, tot element minimal és minim i
tot element maximal és maxim.

Exemple 16 Considerem el conjunt A = {a,b,c,d, e, f, g} ordenat per la relacid
R ={(a,b), (a,c),(b,d),(c,d),(a,d), (e, f)} UA4.

Llavors, tenim:
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e R no és un ordre total

Els elements d, f i g son mazximals

Els elements a, e i g son minimals

No hi ha mazim ni minim

Exemple 17 Donat el conjunt A = {a, b}, considerem el conjunt de parts P(A)
ordenat per la relacio d’inclusio. Llavors es té:

o A és mdzimal i O és minimal
o A és maxim i () és minim
Si A és un conjunt ordenat per la relacié < i B C A, llavors:
1. a € A és una cota superior o mayorante de B si per a tot x € B, x < a.

2. a € A és una cota inferior o minorante de B si per a tot x € B, a < .

3. a € A és el suprem o extrem superior de B si a és el minim de les cotes
superiors de B; en tal cas s’escriu a = sup B.

4. a € A és I'infim o extrem inferior de B si a és el maxim de les cotes inferiors
de B; en tal cas escrivim a = inf B.

Exemple 18 Considerem el conjunt A = {2,3,4,5,6,8,9,10,12} ordenat per la
relacid | definida per
x|y < =z divideix ay

Volem: (a) representar graficament aquest ordre, (b) trobar els seus elements
mazximals, minimals, mazim i minim, (c) considerant el subconjunt B =
{4,6, 8,10}, trobar cotes superiors i inferiors, suprem i infim.

Solucié: (a) Una possible representacié grafica d’aquest ordre és:

12

8
/o
10 4 6 9
N N
5 2 3

(b) Els maximals s6n 10,8,12 i 9; els minimals sén 5,2 i 3; i no hi ha maxim ni
minim.

(¢) No hi ha cotes superiors i només hi ha una cota inferior que és 2. Per tant, no
hi ha suprem i inf B = 2. O

Conjunts ben ordenats

Si A és un conjunt ordenat, diem que A esta ben ordenat si tot subconjunt de A té
minim.
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Exemple 19 El conjunt dels nombres naturals N esta ben ordenat per la relacio
<.

Exemple 20 El conjunt dels nombres reals R no esta ben ordenat per la relacio
< perqué, per exemple, el subconjunt (1,2) no té minim.

Exemple 21 Donat el conjunt A = {a,b,c}, considerem el conjunt de parts
P(A) ordenat per la relacié d’inclusio.  Considerant els subconjunts B =
{{a},{a,b}} i C = {{b},{c},{b.c}}, (a) volem saber si aquests conjunts es-
tan o no ben ordenats. (b) Volem també trobar els elements notables d’aquesta

relacio en P(A),B i C.

Solucié: (a) B esta ben ordenat perque {a} C {a} i {a} C {a,b}; a més, observa
que B esta totalment ordenada per C. En canvi, C' no ho esta, ja que el subconjunt
{{b},{c}} no té minim.

(b) Els elements notables son:

P(A) | B C
Maximals A {a, b} {b,c}
Minimals 0 {a} {b} ,{c}
Maxim A {a, b} {b,c}
Minim 0 {a} No n’hi ha
Cotes superiors | A {a,b} ,A | {b,c},A
Cotes inferiors | () {a},0 0
Suprem {a,b} {b,c}
Infim 0 {a} 0

1.3 Aplicacions

Donats dos conjunts A i B, i una relacié R entre A i B, es diu aplicacié d’A en B
si D(R) = A i per a tot a € D(R) existeix un tinic b € B tal que (a,b) € R. Es
habitual usar f,g o h com a simbols d’aplicacions. D’aquesta manera, per a designar
una aplicacié f d’A en B escriurem

f:A— B,

o bé

A-L B
Considerem 'aplicacié f : A — B isigui a € A, llavors f(a) es diu la imatge d’a per
f. Si f(a) = b, llavors diem que a és una antiimatge de b per f; també simbolitzem
aquest fet com a — f(a) = b. Al conjunt

R (f) ={y € B : existeix x € A tal que f(z) =y}

se’n diu imatge o recorregut de I'aplicacié f i també s’escriu Im f. Observa que R (f)
és el conjunt dels elements de B que tenen almenys una antiimatge per 1’aplicacio f.
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Donades dues aplicacions f : A — Big: A — B, diem que so6n iguals, representant-
ho per f = g, si per a tot x € A es compleix f(z) = g(x). En simbols, escrivim

f=9 = (Vo) (e A= [(z) = g(z))

Es diu graf de I'aplicacié f : A — B al conjunt

G(f)={(z,y) e Ax B: f(z) =y}

Llavors, és evident que dues aplicacions f i g d’A en B sén iguals si i només si G (f) =

G(9)

Exemple 22 Donats els conjunts A = {0,1,2,3,4} i« B = {2,6,9,12,20,21},
considerem la relacio R entre A i B definida per: x € A esta relacionat amb
y € B si i només siy = 3z. (a) Es aquesta relacid una aplicacié d’A en B?
(b) Quins nimeros s’han d’excloure de A perqué ho sigui? Calcula la imatge i el
graf de l'aplicacio que aixi s obté.

Solucié: (a) Aquesta relacié no és una aplicacié d’A en B, perque el seu domini és
el conjunt {2, 3,4} i no coincideix amb A.

(b) Si excloem 011 d’A, llavors la relaci6 defineix una aplicacié de D(R) = {2,3,4}
en B. Es clar que la imatge d’aquesta aplicacié és

R(R) = {6,9,12}

iel graf és

g<R) = {<27 6)? (37 9)7 (47 12)} g

Exemple 23 Siguin A = {1,2,3,4}, B = {1,2,3,4,5,6,7} i considerem el
seguent conjunt
G={(z,y) e AxB|y=2x—1}

(a) Es G el graf d’una aplicacié f d’A en B? (b) Si ho és, com es defineiz la
imatge d’un element qualsevol d’A? Quins elements de B tenen antiimatge?

Solucié: (a) Es immediat comprovar que

G ={(1,1),(2,3),(3,5), (4,7)}

Es clar que G defineix una aplicacié f d’A en B perque D(f) = A tot element d’A
té una i només una imatge.

(b) L’aplicacié f es defineix per f(z) = 2z — 1. Els elements de B que tenen
antiimatge determinen el recorregut de I'aplicacié que és

R(f)={1,3,5,7}.
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Observacio: Els conceptes d’aplicacié i funcié es consideren sovint com a sinonims.
Tot i aix0, el concepte de funcié pot considerar-se menys restrictiu que el d’aplicacié.
La rao esta en el fet que quan tractem amb funcions és habitual no especificar des
d’un principi els conjunts de sortida i d’arribada com aixi fem en definir el concepte
d’aplicacié. En general , una funcié es defineix com una relacié R entre dos conjunts
referencials (prou amplis) que satisfa la seglient propietat: per a qualssevol objectes
a,b, c
(a,b) e Ri(a,c) e R = b=c

En altres paraules, una relacié6 R entre dos conjunts referencials és una funcié si i
nomes si per a tot a € D(R) existeix un unic b tal que (a,b) € R. Definit d’aquesta
manera el concepte de funcié, aleshores diem que f és una funcié d’A en B si
D(f) = A1 R(f) C B. Ara, és evident que una funcié d’A en B és una aplicacié
d’A en B. Per exemple, les funcions de R en R (funcions reals de variable real) sén
aplicacions del seu domini en R.

1.3.1 Classes d’aplicacions

Donats els conjunts A, B i 'aplicacié f : A — B. Distingim les segiients classes
d’aplicacions:

1. L’aplicacié es diu injectiva quan qualsevol parell d’elements diferents de A tenen
imatges diferents, o dit d’una altra forma equivalent, si no hi ha dos elements
diferents d’A amb la mateixa imatge. En simbols, escrivim

f és injectiva <= x #£y= f(z) # f(y)
= fl@)=fly) =z=y

per a tot z,y € A.

2. L’aplicacio es diu exhaustiva si tot element de B té almenys una antiimatge en
A, o dit d’una altra forma equivalent, si R (f) = B. En simbols, escrivim

f és exhaustiva <= (Vy)(y € B= () (x € A1 f(x) =y))

3. L’apliaci6 es diu bijectiva quan és injectiva i exhaustiva.

Exemple 24 L’aplicacié f : R — R definida per f(x) = x* no és injectiva ni
exhaustiva. En efecte, f mo €s injectiva perque, per exemple, —1 # 1 i, en canvi
, f(=1) = f(1). Tampoc és exhaustiva perque —1 no té antiimatge.

Exemple 25 L’aplicacié f : [0,+00) — R definida per f(z) = x? és injectiva
pero no és exhaustiva. En efecte, f és injectiva perqué si f(x) = f(y), deduim
x? = y%. D’aqui, obtenim |x| = |y|, pero com x,y € [0, +00), deduim x =1y. No
és exhaustiva perque, per exemple, —1 no té antiimatge.

Exemple 26 L’aplicacié f : R — [0,+00) definida per f(x) = z* no és in-
jectiva pero si que €és exhaustiva. En efecte, f no és injectiva perque —1 # 1
i, en canvi, f(=1) = f(1). Siy € [0,400), lavors \/y € R i es compleix
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f (\/g) = (\/37)2 = y. Per tant, qualsevol element de [0,400) té antiimatge i,
per tant, f és erhaustiva.

Exemple 27 L’aplicacié f : [0,4+00) —> [0,+00) definida per f(x) = x* és
bijectiva. En efecte, el raonament utilitzat en (2) prova que f és injectiva, i el
raonament utilitzat en (3) prova que f és exhaustiva. Per tant, f és bijectiva.

1.3.2 Imatge i antiimatge d’un conjunt

Donats els conjunts A, B i 'aplicacié f : A — B. Considerem C C Ai D C B,
llavors es diu imatge del conjunt C al conjunt

f(C) ={y € B : existeix z € C tal que f(x) =y},

és a dir, el conjunt f(C) esta format per les imatges de tots els elements de C. Es diu
antiimatge del conjunt D al conjunt

f(D)={x € A: f(x) € D},

és a dir, el conjunt f~1(D) esta format per les antiimatges de tots els elements de D.

Exemple 28 Considerem [’aplicacio f : R — R definida per

Volem calcular la imatge del conjunt {—2,—1,0,1,2} i Uantiimatge del conjunt

{0,1,2}.

Solucié: Per a determinar f ({—2,—1,0,1,2}) haurem de calcular les imatges de
tots els elements del conjunt en questié. Aixi, tenim

f(-2) =t =4
f(-) =g =0
fO=gz=-1
f)=37=0
f@Q)=i=3

Per tant,

F({~2,-1,0,1,2}) = {—1,0,%}.

Per a determinar f~' ({0, 1,2}) haurem calcular les antiimatges de tots els elements
del conjunt en questi6. Aixi, tenim

0 — 10 — z=1loz=-1
f(x)=1 = %55 =1 = No hi ha solucié
2 — £=L_9 — No hi ha solucié




18 CAPITOL 1. TEORIA

Per tant,
fil ({07 17 2}) = {_17 1} :

O
Observacio: Veurem en un altre apartat que si una aplicacio f és bijectiva, llavors
existeix l'aplicacié f~! que se’n diu inversa de f. En usar la notacié f~1(D) no s’ha
de pressuposar que f és bijectiva; ara f~!(D) designa simplement el conjunt que té
per elements totes les antiimatges dels elements de D. Tot i aixo0, en el cas que f
sigui bijectiva, la notacié f~1(D) sera consistent amb el fet que f~!(D) s’interpreti
també com la imatge del conjunt D per I'aplicacié inversa de f.

1.3.3 Composicié d’aplicacions

Donats els conjunts A, B i C, considerem les aplicacions f: A — Big: B — C.
A Taplicacio h : A — C definida per
h(z) = g (f(z))
se’n diu aplicacié composta de f i g o aplicacié composicié de f amb g, i s’escriu
h = go f. El segiient diagrama justifica la definicié de I'aplicacié6 composta de f amb
g.
gef

e oy G

X B fxy) b  glf(x))

Exemple 29 Considerem les aplicacions f: R — R i g : R — R definides
per f(z) =z +1ig(x) =1—2x. Volem calcular l'aplicacié composta de f amb

g.
Solucié: Segons la definicié, tenim

(9o f)(z) =g (f(z))
=g(z+1)
—1-2(z+1)
=1—-2x—-2
= — | — 25

O

Observacio: Volem fer dues observacions importants:

o Is important assenyalar que la composicié go f de dues aplicacions f i g només
existeix quan el conjunt d’arribada de f coincideix amb el conjunt de sortida
de g.

e Observa que en l'expressié g o f les aplicacions apareixen escrites en ordre
invers al d’actuacié, que és: primer f i després g.
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1.3.4 Aplicacié inversa
Donada una aplicacié f : A — B bijectiva, 'aplicacié g : B — A definida per
gy) =z = fl=)=y

es diu aplicacié inversa de f i és habitual denotar-la per f=!. Segons la definicié, és
immediat comprovar que

flof=I4 i fofl=1Ig

on les aplicacions Iy : A — A i Ig : B — B definides per I4(x) = z per a tot
r € Ailg(x) =x per a tot © € B es diuen, respectivament, 'aplicacié identitat d’A
i 'aplicaci6 identitat de B.

Exemple 30 Considerem Uaplicacio f: R — {1} — R — {2} definida per

_2x—|—1
-1

/()

(a) Provarem que f és bijectiva i (b) calcularem l'aplicacid inversa.

Solucié: (a) Siz,y € R— {1} i suposem que f(x) = f(y), llavors
2cr+1  2y+1

r—1 y—1
20y — 2z +y—1=2z2y+ax—2y—1
3y =3z
W = @

i, per tant, f és injectiva. Si y € R — {2} i fem f(x) =y, llavors
2z +1
z—1
2r+1=2y—y

=Y

l+y=ay—22
l+y=z(y—2)
1+y—x
y—2

Per tant, donat y € R — {2}, existeix

1+y
—— R —-{1
Tier-{1

i es compleix

Aixo vol dir que f també és exhaustiva i, en conseqiiencia, f és bijectiva.
(b) Com que per a tot v € R— {1} i y € R — {2}, es compleix
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llavors 14
=1 _ Yy
=) = -
Substituint ara y per x, obtenim
1+=x
-1 .

1.3.5 Cardinal d’un conjunt

En aquest apartat precisarem la nocié intuitiva que tots tenim de nombre d’elements
d’un conjunt finit.

Diem que dos conjunts A i B sén equipotents quan existeix una aplicacié bijectiva
d’A en B. Ara podem associar a cada conjunt A el que es diu cardinal o poténcia
d’A que es denota per #A. El cardinal d’un conjunt es defineix de manera que es
compleixi la segiient condicié: Dos conjunts tenen el mateix cardinal si i només si sén
equipotents.

Si U és I'univers i considerem en P(U) la relacié de equipotencia ~ definida per
A~B << #A=#DB,

és immediat comprovar que ~ és una relacié d’equivaléncia en P(U) i cada classe es
diu un nombre cardinal. En altres paraules, n és un nombre cardinal si existeix un
conjunt A tal que #A = n.

Aixi, tots els conjunts equipotents a un conjunt unitari com, per exemple , {(}, direm
que tenen cardinal 1, tots els conjunts equipotents a un parell com, per exemple,
{0,{0}} tenen cardinal 2, i aix{ successivament. Admetem que el cardinal del conjunt
buit és 0, és a dir, #0 = 0.

Intuitivament, és clar que un conjunt finit no pot ser equipotent a un dels seus sub-
conjunts propis. Tanmateix, aix0 és possible per a conjunts infinits. Per exemple, el
conjunt dels nombres naturals N és equipotent amb el seglient subconjunt propi format
pels parells:
P={2n:neN}

ja que 'aplicacié

N — P

n — 2n

és bijectiva. Aquest fet justifica la segiient definicio.

Diem que un conjunt A és infinit si A és equipotent amb un subconjunt propi de A.
Si un conjunt no és infinit, llavors diem que és finit. D’aquesta manera, per a dos
conjunts finits A i B, evidentment tenim que A és equipotent a B si i només si A i
B contenen el mateix nombre d’elements. Per als conjunts infinits, la idea ”tenir el
mateix nombre d’elements”és vaga, mentre que la idea que A sigui bijectable amb B
conserva la seva claredat.

Finalment, diem que un conjunt A és infinit numerable si A és equipotent al con-
junt dels nombres naturals N, i diem simplement numerable si A és finit o infinit
numerable.
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Propietats per a conjunts finits

Les féormules més usuals (encara que no les tiniques) que relacionen els cardinals i les
operacions entre conjunts son:

1. #(AUB) = #A+ #B— #(ANB)

2. #(AUBUC) =#A4+ #B+ #B—#(ANB)—#(ANC)—#(BNC)+#(AnBNC(C)
3. #0A = #U — #A

4. #(Ax B)=#A-#B

5. #P(A) = 2#4

Les demostracions d’aquestes propietats les trobaras en els exercicis resolts.

Exemple 31 A un ezamen de Matematiques i Fisica han concorrequt 100 alum-
nes. Sabent que Fisica I’han aprovat 60 alumnes, Matematiques 48 i que el nom-
bre d’alumnes que han aprovat totes dues assignatures ha estat 30, volem esbrinar
el nombre d’alumnes que no han aprovat cap assignatura en aquest examen.

Solucié: Tenim els segiients conjunts: el conjunt U d’alumnes que s’examinen,
el conjunt A d’alumnes que han aprovat Fisica i el conjunt B d’alumnes que han
aprovat Matematiques. Per 'enunciat del problema, se sap que #U = 100, #A = 60,
#B =481 #AN B = 30. El conjunt d’alumnes que han aprovat alguna assignatura
és AU B i el nombre d’elements d’aquest conjunt és

#(AUB) = #A+ #B —# (AN B)
= 60 + 48 — 30
— 78

Llavors, el nombre d’alumnes que no han aprovat cap assignatura és 22 perque
aquest nombre és el cardinal del conjunt (A U B) i es compleix que

#C(AUB) = #U — # (AU B)
=100 — 78
=22.
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Practica

2.1 Conjunts

Exercici 1 FEscriu simbolicament els conjunts segiients i determina els seus ele-
ments en cada cas:

1. El conjunt dels nombres reals tals que el seu quadrat és 12.
2. El conjunt dels nombres reals tals que el seu quadrat és —9.

3. El conjunt dels nombres reals tals que el seu quadrat és major o igual que
0.

4. El conjunt dels nombres naturals compresos entre 3/2 i 13/3.
5. El conjunt dels nombres reals que son solucio de l’equacio 3x — 1 = 10.

6. El conjunt dels nombres enters que son solucio de l’equacio 3x — 1 = 10.

Solucié: (1) El conjunt dels nombres reals tals que el seu quadrat és 12 s’escriu
com segueix

A:{xER:x2:12}
:{—2\/§,2\/§}.

(2) El conjunt dels nombres reals tals que el seu quadrat és —9 és el conjunt buit,
ja que no hi ha cap nombre real el quadrat del qual sigui negatiu.

(3) El conjunt dels nombres reals tals que el seu quadrat és major o igual que 0
s’escriu com segueix

C={zeR:z>0}
= [0, 4+00).

(4) El conjunt dels nombres naturals compressos entre 3/2 i 13/3 és

D={xeN:3/2<x<13/3}
= {2,3,4}.

22
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(5) El conjunt dels nombres racionals que son solucié de 'equacié 3z — 1 = 10 és
E={zxe€Q:3z—-1=10}
[
=13 [
(6) El conjunt dels nombres enters que sén soluci6 de 'equacié 3x — 1 = 10 és el
conjunt buit perque no existeix cap nombre enter que multiplicat per 3 doni 11.  [J

Exercici 2 Defineix els segiients conjunts mitjancant una condicio que complei-
xen tots els seus elements:

1. {5}
2. {1,3,5,7,9,11}
3. {-1,0,1}

Solucié: (1) Es clar que
{}={reN:4<z<6}.
(2) Es clar que
{1,3,5,7,9,11} = {r € N: z és senar i x < 11}.

(3) Es clar que
{-1,0,1} ={zeR:2° -z =0}

O

Exercici 3 Son iguals els conjunts

A ={x:x és una lletra de la paraula “matematica”}
7
B ={a,m,i,c,t, e}
Per que?
Solucié: Es evident que
A={m,a,t e, ic}
i, per tant, A = B, ja que tenen els mateixos elements. 0J

Exercici 4 Calcula el conjunt de parts dels conjunts segiients: (1) A = {1}; (2)
B ={1,2}; (3) C ={1,2,3}.

Solucié: (1) Si A = {1}, llavors

P(A) ={0,A}.
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(2) Si B = {1,2}, llavors

P(B) ={0,{1},{2},B}.
(3) Si C = {1, 2,3}, llavors

P(C) ={0,{1},{2},{3},{1,2} .{1,3} . {2,3},C}.

Exercici 5 Donat el conjunt A = {a,b,c}, quines son vertaderes de les segiients
expressions?

a) a€A b) {bteA c) cCA
d) {ctCcA e {abc}CA f) AcA

Solucié: a) Es clar que a és element d’A i, per tant, és cert que a € A.

b) {b} € A és falsa, ja que {b} no és element d’A.

c) ¢ C A és falsa, ja que ¢ és element d’A i no subconjunt.

d) Es clar que ¢ és element d’A i, per tant, és cert que {c} és subconjunt d’A

e) Es clar que a,b i c sém elements d’A i, per tant, és cert que {a, b, c} és subconjunt
de A.

f) A € A és falsa, ja que A no és element de si mateix. O

Exercici 6 Donat el conjunt A = {1,2,3}, quins de les segiients relacions son
vertaderes?

3}eA b) {1,2} C A ¢) 3e€P(A)
€ P(A) e) 0 cCPA f) {2,3} C P(A)
0y cP(A) h) De {0} i) {{1}} € P(A)

Solucié: a) {3} € A és falsa, ja que {3} no és element d’A.
b) Es clar que 11 2 sén elements d’A i, per tant, és cert que {1,2} és subconjunt
d’A.
c) Es clar que 3 no és subconjunt d’A4 i, per tant, 3 € P(A) és falsa.
d) Es clar que @ C A i, per tant, és cert que ) € P(A).

) Es clar que () és subconjunt de qualsevol conjunt i, per tant, és cert que () C P(A).
) Es clar que ni 2 ni 3 sén subconjunts d’A i, per tant, és fals que {2,3} C P(A).
g) Es clar que 0 € P(A) i, per tant, és cert que {0} C P(A).
h) En ser () element de {0}, és cert que 0 € {(}.
i) Es clar que {{1}} no és subconjunt d’A4 i, per tant, és fals que {{1}} € P(A).
0

e
f

Exercici 7 Demostra que es compleizen les segiients propietats de la relacio d’in-
clusio:

1. Per a tot conjunt A, A C A.

2. Donats dos conjunts A 1 B, si AC B i1 AD B, llavors A = B.
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3. Donats tres conjunts A, B 1C, si AC B i B C C, llavors A C C.

Solucié: (1) Donat qualsevol conjunt A, per definicié, tenim
ACA = (Vr)(zre A==z A)
Des del punt de vista logic, la implicacié
reA=zx€cA

és vertadera qualssevol que sigui z. Per tant, A C A.
(2) Donats dos conjunts qualssevol A i B, si A C B, llavors

(Vz) (r € A=z € B)

A més, si B C A, llavors
(Vo) (r € B=z € A)

Des del punt de vista logic, de les dues implicacions anteriors es dedueix
reA<uzebB

per a tot x. Per tant, per definici6 d’igualtat de conjunts, A = B.
(3) Donats tres conjunts qualssevol A, B'i C, si A C B, llavors

r€eA=2z€B

per a tot z. A més, si B C C, llavors
reEB=uazecC

per a tot . Des del punt de vista logic, de les dues implicacions anteriors es dedueix
reA=zeC

per a tot z, i per tant, per definicié, es compleix A C C. 0

Exercici 8 Donades les segiients condicions:

P(z): x és maltiple de 6

Q(z) : x és maltiple de 3

(a) Demostra que per a tot x € Z es compleiz la segiients implicacio
P(r) = Q(z)

i (b) si
A={x€Z:P(x)} i B={ze€Z:Q(z)}

quins de les seguients relacions és correcte AC B o B C A?
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Solucié: (a) Es evident que tot nombre enter que sigui multiple de 6 és també
multiple de 3. Per tant, la implicacié logica segiient

P(r) = Q(z)

és certa per a tot x € Z.
(b) Com que, per a tot x € Z es compleixen

r€A < Plx) i xze€B <= Q)
i, segons 'apartat anterior,
P(r) = Q(z)

llavors,
reA=—zx€B

i, com a conseqiiencia, A C B. O

Exercici 9 Donats els sequents intervals de la recta real
A=(-2,5] ¢« B=]1,9

Determina els conjunts ANB, AUB, A— B i B — A.

Solucié: Es té que ANB =[1,5], AUB =(-2,9], A—-B=(-2,1)iB-A=(5,9].
U

Exercici 10 Una companyia d’assequrances té una cartera de clients U i tracta
d’estudiar algunes caracteristiques d’aquests. Sigui A el conjunt d’adults, B el de
dones i C el dels clients casats. (a) Descriu els segiients conjunts: CA, CB, CC,
BNCA, AnB, AuB i BNCC. (b) Erpressa mitjancant conjunts les segiients
enunciats: (1) Adults casats, (2) Homes menors no casats i (3) Menors o homes
casats.

Solucié: (a) Per definicié de complementari d’'un conjunt, si A és el conjunt d’adults,
B el de dones i C el dels clients casats, llavors A és el conjunt de menors, 0B el
d’homes i CC el dels no casats. Com que

re BNCA «— zeBizelA

llavors B N CA és el conjunt de dones menors. Es clar que AN B és el conjunt de
dones adultes, i, AU B és el conjunt de dones o homes adults. Com que

reBN0C — zeBizelC

llavors B N CC és el conjunt de dones no casades.
(b) Com que A és el conjunt d’adults i C' el dels casats, llavors AN C' és el conjunt
d’adults casats. Es clar que el conjunt d’homes menors no casats és

CBnCANCC
Finalment, el conjunt de menors o homes casats és

CAu({CBnNO)
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Exercici 11 Donats tres conjunts qualssevol A, B i C, demostra que es com-
pleizen les sequents relacions:

1. AUA=AiANA=A
AU(BUC)=(AUB)UCiAN(BNC)=(AnB)NnC
AUB=BUAiANB=BNA
AUu(BNC)=(AUB)N(AUB) i AN(BUC)=(AnB)U(ANnCQC)
AU(BNA)=AiAN(BUA)=A

S G e

AUD=AiAND=10

Solucio: Per a demostrar igualtats de conjunts hi ha dos metodes. EIl primer
consisteix a utilitzar la propietat antisimetrica de la relacié d’inclusio:

A=B «<— ACBiBCA

i, el segon, consisteix a expressar primer les igualtats com a enunciats de logica
proposicional i després comprovar que es tracten de tautologies. Utilitzarem aqui
tots dos metodes per a provar les igualtats indicades.

(1) Es clar que AUA = Ai AN A = A S'expressen com els segiients enunciats

r€AoxrxcA < zcA

r€AireA <= zeA
traduits com a expressions formals de la logica d’enunciats, tenim
pVp <— p 1 pAp <— p

on p esta en lloc de 'enunciat © € A. Per a provar que séon tautologies hem de
construir les taules de veritat de totes dues proposicions i comprovar que en 1iltima
p pAp (pAp)«—p

columna son tots 1 (valor de veritat). Aixi, tenim 1 1 1
0 0 1
p pVp | (pVp)<—=p p pAp | (PAP) =P
1|1 1 i [1]1 1
0 1 0]0 1

on 0 és el valor de falsedat. Per tant, totes dues igualtats sén vertaderes.
(2) Es clar que AU(BUC) = (AUB)UC i AN(BNC)=(ANB)NC s’expressen
com els segiients enunciats

r€Ao (reBoxel) <— (x€AoxeB)oxelC

re€Ai(xeBirzel) < (r€AizeB)izel
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que traduits com a expressions formals de la logica d’enunciats, tenim

pV(gVr) <— (pVvagVr

pA(gAT) +— (PAg) AT

on p esta en lloc de x € A, gen llocde x € B, ir en lloc de x € C. Per a provar
que son tautologies hem de construir les taules de veritat de totes dues proposicions
i comprovar que en 1"iltima columna sén tots 1. Aixi, tenim

pla|r|pVg|gVr|pV(gVvr) | VgVr|pVgVrl«—=IpVgVr]
T[1]1]1 1 1 1 1

1[1]0]1 1 1 1 1

1]0]1]1 1 1 1 1

1]0]0]1 0 1 1 1

OlL1|1]|1 1 1 1 1

0[1]0[1 1 1 1 1

0/0[1]0 1 1 1 1

0/0[0]0 0 0 0 1

:

pla|r|pAglanr | pA(@Ar) | (A AT [ IpA(@AT)] = [(pAg) AT]
T[1]1]1 1 1 1 1

1[1]0]1 0 0 0 1

1]0[1]0 0 0 0 1

1]0[0]0 0 0 0 1

0[L1]1]0 1 0 0 1

0/1]0]0 0 0 0 1

0/0[1]0 0 0 0 1

0/0/0]0 0 0 0 1

Per tant, totes dues igualtats sén vertaderes.
(3) Es clar quu AUB = BUAi AN B = BN A sexpressen com els segiients
enunciats

re€Aox€eB < x€BozreA

reAireB < ze€BixzecA
traduits com a expressions formals de la logica d’enunciats, tenim
pVqg <— qVp 1 pAqg <— qADp

on p esta en lloc de 'enunciat * € A i g en lloc de x € B . Per a provar que
son tautologies hem de construir les taules de veritat de totes dues proposicions i
comprovar que en I'tltima columna sén tots 1.

plg|pVg|laVp| (Vg < (qVDp)
111 1 1
1]0]1 1 1
011 1 1
0100 0 1
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pla|pAg|laAp| (pAg) < (gAD)
111 1 1
1100 0 1
0[1]0 0 1
0[0]0 0 1

Per tant, totes dues igualtats sén vertaderes.
(4) Aqui, utilitzarem el primer metode per a provar AU(BNC) = (AUB)N(AUB)
iAN(BUC)=(ANB)U(ANC(C). Aixi, tenim

AUu(BNC)=(AUB)N(AUB)

Com que

AU(BNnC)C (AUB)N(AUB)
{ (AUB)N(AUB)C AU (BNC)

re AUBNC) < z€AozxeBnC

—
—
—
—

re€Ao (reBizel)
(xeAozxeB)i(xeAoxzel)
re AUBixze AUC
r€(AUB)N(AUC)

Per tant, AU (BNC)=(AUB)N(AUB).

D’altra banda, tenim

AN(BUC)=(ANB)U(ANC) < {

Com que

AN(BUC)C(ANB)U(ANC)
(ANB)U(ANC)C An(BUCQC)

r€ AN(BUC) «<— z€AizeBUC

<~
—
—
—

r€Ai(xeBozxel)
(reAizxeB)o (redAizel)
re€ANBozxze ANC
r€(ANB)U(ANC)

Per tant, AN (BUC) = (ANB)U(ANCQC).

(5) Com que

r€AU(BNA) <— zc€AoxeBNA

1rny

reAo (reBixzeA)
(reAoxeB)i(xecAoxeA)
(reAoxeB)izeA

reA

Aleshores, AU (BN A) = A. D’altra banda,

r€AN(BUA) <— zc€AizeBUA

—

—
—
—

reAi (reBoxeA)
(xeAizeB)o (xeAixze A
(reAizeB)oxe A

r€A

29
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Per tant, AN (BUA) = A.
(6) Com que
r€AUD) < zcAoxzel
< z€A

Per tant, AU () = A. D’altra banda, si fos AN () no buit, existiria un element z tal
que x € Aix €, perd aixo no és possible, ja que x € () és una relacié que sempre
és falsa. Per tant, no pot haver-hi cap element en AN i, per tant, ANG =0. O

Exercici 12 Prenent com univers R, determina els complementaris dels
seglients conjunts: (2,+00), (—o0,0], (=3,1] 7 [0.5,0.7) U [2,3).

Solucio: Per definicié de complementari d’un conjunt tenim

C(2, +00) = (—0, 2]
C(—o0,0] = (0, +o0)
C(-3,1] = (—o00, =3] U (1, +o0)
C([0.5,0.7]U[2,3)) = (—00,0.5) U (0.7,2) U [3, +00)

Exercici 13 Si E és el conjunt referencial, demostra que es compleizen les
sequents propietats:

1.CE=0iC0=FE
2.0(CA)=4

3. C(AuB)=CANCB
4. C(AnB)=CAUCB

Solucié: (1) Si CF no fos buit, existiria un element x tal que x ¢ E, perd aixd no
és possible perque E és I'univers. Per tant, no pot haver-hi cap element en CE i,
com a consequencia, CE = 0.
Com que
rcl) — 2zcEiz¢l
<— €k

Per tant, ) = E.
(2) Es clar que C (CA) = A es tradueix com la seglient expressio formal de la logica
d’enunciats,

TP p

on p esta en lloc de 'enunciat x € A. Per a provar que és una tautologia hem de
construir la taula de veritat i comprovar que en I'iltima columna sén tots 1. Aixi,
tenim

pP| 7P| TP | PP
110 1 1
1 0 1
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Per tant, la igualtat C (EA) = A és certa.
(3) Com que

r€C(AUB) — xcFiz¢ AUB

< z€c€Fi(z¢Aix ¢ B)

<— (xr€eFix¢A)i(reFEir¢DB)
< z€clAizelB

< ze€lAnCB

Per tant, C (AU B) =(0ANCB.
(4) Es clar que (AN B) = CAUCB es tradueix com la segiient expressié formal de
la logica d’enunciats,

~(pAgq) < —pV g

on p esta en lloc de 'enunciat x € Aiq de x € B. Per a provar que és una tautologia
hem de construir la taula de veritat i comprovar que en I'iltima columna sén tots
1. Aixi, tenim

pla|p|~q|pAg|~(pAg) | pV—q|-(pAg) +— pV—g
171] 0 0 1 0 0 1
110] 0 1 0 1 1 1
01| 1 0 0 1 1 1
00| 1 1 0 1 1 1
Per tant, la igualtat C (AN B) = CAUCB és vertadera. O

Exercici 14 Suposant que E és el conjunt referencial, simplifica les segients
ETPTESSIONS:

1. (AnCB)N (CANCB)
2. (AnBnC)u(CAuCBUCC)
3. [An(CAUB)]U[BN(BUC)]UB

Solucio: En tots aquests apartats aplicarem les propietats de la unié i interseccid
entre conjunts i del complementari d’un conjunt.
(1) Aixi tenim

(AnCB)N(CANCB) = (AnCB)N (CBNCA)
=ANn(CBNCB)NCA
=ANCBNCA
=ANn((BNCA)
=ANnCANCB)
=(AnCA)NCB
=0nCB
=0
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(2) Aixi, tenim

(AnBNnC)U(CAUuCBUCC)=MANBNC)U((AnB)ulC)
=(ANBNC)UL((ANB)NC)
=ANBNnC)UL(ANBNC)
=F

(3) Aixi, tenim

[An(CAUB)U[BN(BUC)U [(ANCA)UANB)|U(BNB)U(BNC)UB
=QU(ANB)UBU(BNC)UB
=(ANB)U(BNC)UB
=(ANnB)U[(BNC)U B]

—(ANB)UB

=B

Exercici 15 Si A = {1,2}, B = {2,4} i C = {a}, determina els conjunts
segiients: (a) Ax (BUC); (b) (C x A)Nn(C x B).

Solucié: (a) Es clar que
BUC ={2,4,a}

Llavors, segons la definicié de producte cartesia de dos conjunts, obtenim
Ax (BUC)={(1,2),(1,4),(1,a),(2,2),(2,4),(2,a)}

(b) De la mateixa manera obtenim
CxA=A{(a,1),(a,2)} y CxB=H{(a,2),(a,4)}

Després,

(C x A) N (C x B) = {(a,2)}

Exercici 16 Representa graficament el conjunt A x B, sabent que A =
{reR: 3<z<1}iB={zeR:0<z<2}.

Solucié: Segons la definicié de producte cartesia de dos conjunts, obtenim
AxB={(r,y) eRxR:-3<z<11i0<y<2}

Graficament, aquest conjunt representa la regié del pla assenyalada en la figura
segiient
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2.2 Relacions

Exercici 17 Estudiar les propietats de les seguents relacions:

1. “Ser divisor de” en el conjunt dels nombres naturals.
“Ser quadrat de” en el conjunt dels nombres naturals.
“Tenir igual area que” en el conjunt dels triangles del pla.

“Ser perpendicular” en el conjunt de les rectes de l’espai.

S N

“Tenir el mateix color d’ulls que” en el conjunt dels habitants de la terra.

Solucié: (1) En N considerem la relacié “Ser divisor de”. Es evident que la relacié
és reflexiva (Tot nombre natural és divisor de si mateix) i, per tant, no és irreflexiva
ni asimetrica. Tampoc és simetrica (Per exemple, 3 és divisor d’i, 6 en canvi, 6 no
és divisor de 3). Es evident que la relacié és antisimetrica i transitiva.

(2) En N considerem la relacié “Ser quadrat de”. Es evident que la relacié no
és reflexiva (Per exemple, 3 no és quadrat de 3). Tampoc és irreflexiva ja que 1
és quadrat de si mateix. No és asimetrica ni simetrica pero, en canvi, si que és
antisimetrica. No és transitiva (Sia =% i b = ¢, llavors a = (¢?)? = ¢* # ?).

(3) En el conjunt dels triangles del pla considerem la relacié “Tenir igual area que”.
Es evident que aquesta relacié és reflexiva, simetrica i transitiva.

(4) En el conjunt de les rectes de I'espai considerem la relacié “Ser perpendicular”.
Es evident que la relacié no és reflexiva (Cap recta és perpendicular a si mateixa).
Es irreflexiva, simetrica i no transitiva, com pot comprovar-se de seguida.

(5) En conjunt dels habitants de la terra considerem la relacié “Tenir el mateix color
d’ulls que”. Es evident que aquesta relacio és reflexiva, simetrica i transitiva. O

Exercici 18 De les seguents relacions binaries R, esbrina quins son d’equi-
valéncia i descriu les seves classes: (a)EnR, (z,y) € R siinomés si|x —y| < 1;
(b) En R — {0}, (z,y) € R si i només st ; € Q.

Solucié: (a) La relacié és reflexiva, doncs, per a tot z € R es compleix
lr —z|=0<1
També és simetrica, doncs, si |z — y| < 1, llavors

lt—yl=|-(z-y)|=ly—=2/<1
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En canvi, la relacié no és transitiva, ja que (—1,—0.5) € Ri (—0.5,0.25) € R i, en
canvi, (—1,0.25) ¢ R perque
-1 - 0.25| = 1.25 > 1

Per consegiient, aquesta relacié no és d’equivalencia.
(b) La relacié és evidentment reflexiva, simetrica i transitiva. Per tant, la relaci6 és
d’equivaléncia. La classe d'un element arbitrari a € R — {0} és

[a]:{xeR—{O}: e@}
—{seR-{0}:2=q i g Q- {0}}
={a-q:qeQ—{0}}

Per tant, si b € Q — {0}, llavors
bl ={b-q:q€Q~{0}} =Q— {0}

En resum, hi ha dos tipus de classes d’equivaléncia: les classes de la forma [a] amb
a € R—Q i la classe formada per tots els nombres racionals no nuls. O

2IRIR

Exercici 19 En 7Z es defineix la segiient relacio
r=y <= x—y és multiple de 5.

(a) Demostra que = és una relacio d’equivaléncia, (b) troba el conjunt quocient
Z] =; (c) calcula un representant x de la classe a la que pertany 127 que compleixi
8 < x < 15 1 un representant y a la que pertany —34 que compleixi 5 < y < 10.

Solucié: (a) La relacié = és d’equivalencia, perque es compleixen les propietats
1. Reflexiva: x = z, per a tot x € Z, ja que  — x = 0 és multiple de 5.

2. Simetrica: x = y implica y = = per a tot x,y € Z, ja que si x — y és miultiple
de 5, també ho és —(x —y) =y — .

3. Transitiva: * =y iy = 2z implica z = z per a tot z,y,2 € Z, jaque si x —y i
y — 2z son multiples de 5, també ho és la seva suma x — z.

(b) Considerem un nombre enter arbitrari a i determinem la seva classe d’equi-
valencia. Tenim,

[a| ={x €Z:2z=a}
={x €7Z:x—a és multiple de 5}
={r€Z:x—a=5k i kelZ}
={a+5k:keZ}.
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Per tant, distingim 5 classes d’equivalencia:

0] ={0+5k:kez}={.,—10,-5,0,5,10,..}
1] ={1+5k:keZ}={.,—9,-4,1,6,11,..}
2]
3]
[4]

{(245k:keZ}={.,—8,-3,2,7,12,..}
A={4+5k:keZ}=1{.,—6,—-1,4,9,14,..}

(3+5k:kez}={.,-7,-2,3,813,..}

Per tant, el conjunt quocient és

z/ =={[0],[1],[21, 3], [4]}-

(¢) Es clar que
127 =245-25

i, per tant, 127 € [2]. Aleshores, un representant = de la classe a la que pertany 127
que compleixi 8 < < 15 és 12. De la mateixa manera, observa primer que

—34=—4+5-(—6)

i, per tant, —34 € [—4] = [1]. Per tant, un representant y a la que pertany —34 que
compleixi 5 < y < 10 és 6. U

Exercici 20 Sigui A ={0,1,2,3,...} i considerem en el conjunt AX A la segiient
relacio
(a,b) ~ (¢,d) <= a+d=b+c

(a) Demostra que ~ és una relacié d’equivalencia i (b) troba el conjunt quocient.

Solucié: (a) La relacié ~ és d’equivalencia, doncs es compleixen les propietats:

e Reflexiva: En efecte, per a tot (a,b) € A x A, es compleix a +b=b+ a i, per
tant, (a,b) ~ (a,b).

e Simetrica: En efecte, per a tot (a,b), (c,d) € A x A, si (a,b) ~ (¢,d), és a dir
sia+d=0b+c, llavors c+ b= d + a i, per tant, (¢,d) ~ (a,b).

e Transitiva: En efecte, per a tot (a,b), (c,d), (e, f) € A x A, si (a,b) ~ (¢,d) i
(c,d) ~ (e, f), és a dir si
a+d=0b+c
ct+f=d+e

llavors, sumant membre a membre totes dues igualtats, obtenim
at+d+c+f=b+tct+d+e
i d’aqui, simplificant, obtenim
a+f=b+e

i, per tant, (a,b) ~ (e, f).
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(b) Considerem un element arbitrari (a,b) de A x A i determinem la seva classe

d’equivalencia. Observa primer que
(a,b) ~ (a+k,b+ k)
per a tot k € A i, per tant,
[(a,b)] = [(a+ k,b+ k)]

per a tot k € A. D’aqui, obtenim que

N N oo
SRR

I

son classes d’equivalencia d’aquesta relacio.
En general,

e sia > b, llavors es compleix
[(a,b)] = [(a —b,0)]
e sia =0, llavors
[(a,b)] = [(0,0)]

e sia < b, llavors

[(a,0)] = [(0,b - a)]

Per consegiient, hi ha tantes classes d’equivaléncia e

nombres enters.
es correspon amb

Exercici 21 En el conjunt Z x (Z — {0}) es defineix

n el conjunt quocient com a

0
1
-1
2
=

la seguent relacio

(a,b) ~ (¢,d) <= ad=bc

(a) Demostra que ~ és una relacio d’equivaléncia i (b)

Troba el conjunt quocient.

Solucié: (a) La relacié ~ és d’equivalencia, perque es compleixen les propietats:

e Reflexiva: En efecte, per a tot (a,b) € Z x (Z — {0}) es compleix ab = ba i,
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per tant, (a,b) ~ (a,b).

e Simetrica: En efecte, per a tot (a,b), (¢,d) € Z x (Z — {0}), si (a,b) ~ (¢,d),
és a dir si ad = be, llavors ¢b = da i, per tant, (¢, d) ~ (a,b).

e Transitiva: En efecte, per a tot (a,b), (c,d), (e, f) € Z x (Z — {0}), si (a,b) ~
() y (¢, d) ~ (e, f), o sigui si

ad = be
cf =de

Llavors, multiplicat la primera igualtat per f # 0, s’obté
adf = bef
D’aqui, mitjancant la segona igualtat, obtenim
adf = bde
Ara, dividint per d # 0, es dedueix
af = be
i, per tant, (a,b) ~ (e, f).

(b) Considerem un element arbitrari (a,b) de Z x (Z — {0}) i determinem la seva
classe d’equivalencia. Observa primer que

(a,b) ~ (ak,bk)
per tot k € Z — {0} i, per tant,
[(a, )] = [(ak, bk)]

per tot k € Z — {0}. D’aqui, s’obté

[(0,1)] =1...,(0,—-2),(0,—1),(0,1),(0,2), ...}

[(Ll)] = { "(_2a_2)a(_1a_1)7(1’1)7(272)7' }
[(172” :{ 7(_27_4)a(_17_2)7<172>7(274)>“ }
[(271)] = { ’7(_47_2)7(_27_1)7<271>7(472)7' }

son classes d’equivalencia d’aquesta relacio.
En general, hi ha tantes classes d’equivalencia en el conjunt quocient com a niimeros
de la forma a/b, amb a € Z i b € Z — {0}, és a dir, com a nombres racionals.

[(0,1)] es correspon amb =L =3=
(1, 1)] =Si=n=
[(1,2)] =5 =3=
(2, 1)] S=is



CAPITOL 2. PRACTICA

Exercici 22 (a) Demostra que la segiient relacid
T~y < ezisteirn €7 tal que x,y € (n — 1,n]

és d’equivaléncia en R. Quines son les seves classes d’equivaléncia? (b) Demos-
tra que els intervals de la forma (n,n+1|, amb n € Z, constitueizen una particio
de la recta real.

Solucié: (a) La relacié ~ és d’equivalencia, perque es compleixen les propietats:

e Reflexiva: Donat qualsevol x € R, si n és el menor nombre enter que és major
o igual que z, llavors © € (n — 1,n] i, per tant, x ~ .

e Simetrica: Es evident que x ~ y implica y ~ x per a tot x,y € R.

e Transitiva: En efecte, si x ~ y, llavors existeix n € Z tal que z,y € (n — 1, n].
A més, si y ~ z, llavors també es compleix que y,z € (n — 1,n]. Aleshores,
z,z € (n— 1,n] i, per tant, x ~ z.

Es clar que la classe d’equivalencia de qualsevol a € R és l'interval (n — 1,n] tal que
a € (n—1,n]. A més, qualsevol altre nombre real d’aquest interval esta relacionat
amb a i, per tant, la seva classe coincideix amb la de a. En definitiva, les classes del
conjunt quocient sén els intervals de la forma (n — 1,n] amb n € Z.

(b) En tractar-se d’una relacié d’equivalencia, el conjunt quocient format pels inter-
vals de la forma (n — 1,n], amb n € Z, constitueixen una particié de R. O

Exercici 23 Es considera en R la relacio "menor o igual que”designada per <.
Comprova que < és una relacid d’ordre. Es total o parcial? Hi ha algun element
maximal? Hi ha algun element minimal?

Solucio: La relacié és d’ordre parcial ja que es compleixen les propietats:

e Reflexiva: Per a tot x € R, és evident que x < z.
e Antisimetrica: Per a tot z,y € R, siz <y iy <z, és clar que z = y.
e Transitiva: Per a tot x,y,z € R, six <yiy < z, llavors és evident que z < z.

La relacié és d’ordre total ja que per a qualsevol parell d’elements x,y € R es
compleix x < y o bé y < z. Es clar que no hi ha elements maximals ni minimals en
aquesta relacio. O

Exercici 24 En el conjunt P(A) de les parts d’un conjunt donat A es considera
la relacio d’inclusio C. Comprova que C és una relacio d’ordre. FEs total o
parcial? Hi ha algun element maximal? Hi ha algun element minimal?

Solucio: La relacio és d’ordre parcial ja que es compleixen les propietats:

e Reflexiva: Per a tot X € P(A), és evident que X C X.
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e Antisimetrica: Per atot X, Y € P(A),si X CY 1Y C X, ésclar que X =Y.

e Transitiva: Per a tot X,Y,Z € P(A),si X C Y iY C Z, llavors és evident
que X C Z.

La relacié no és d’ordre total ja que, per exemple, si X € P(A), llavors A—X € P(A)
i X no és subconjunt de A — X ni A — X és subconjunt de X. Es evident que A
és un element maximal i () és un element minimal en P(A) segons aquesta relacio.

O

Exercici 25 Es considera R amb lordre usual < i els subconjunts segiients: (1)
Z; (2) (0,2]U(3,5] ; (8) (—o0,—2) U [13,19). Calcula (a) els extrems superiors

i inferiors i (b) els mazims i minims, si existeizen.

Solucié: Es clar que

Z (0,2] U (3,5] | (—o0,—2)U[13,19)
Suprem | No existeix | 5 19
Infim No existeix | 0 No existeix
Maxim | No existeix | 5 No existeix
Minim | No existeix | No existeix | No existeix

Exercici 26 En el conjunt A = {1,2,3,4,5,6,15,60} es defineix la relacid
a|lb <= a és divisor de b

(a) Demostra que | és una relacié d’ordre en A. Es total o parcial? (b) Troba
el maxim, minim, suprem i infim del conjunt B = {2,3,6,15}. (c) Calcula el
mazxim, minim, suprem i infim de A . (d) Hi ha elements mazimals i minimals
en A?

Solucié: (a) La relacié | és d’ordre, ja que es compleixen les propietats:
e Reflexiva: Per a tot x € A és evident que es compleix z | z.
e Antisimetrica: Per a tot z,y € A, si z |y iy |z, és clar que = = y.
e Transitiva: Per a tot z,y,2 € A, six|yiy]| z és també clar que z | z.

La relacié no és d’ordre total ja que 4,5 € Ai445nib514.
(b) Una representaci6 grafica d’aquesta relacié és

60

15

/N N\
NN S

|
6
|
3
|
1
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A partir d’ella, és evident que sup B = 60, inf B = 1, i no existeixen maxim ni
minim de B.

(c) A partir del mateix grafic de 'apartat anterior, és clar que sup A = max A = 60
iinf A=minA = 1.

(d) Els elements maximal i minimal de A sén, respectivament, 60 i 1. ([l

Exercici 27 FEs considera en el conjunt A = {1,2,3,4,5,6} la segiient relacio
R={(6,5),(5,1),(1,2),(6,4),(4,1),(4,2),(3,2),(5,2),(6,1),(6,2)} UA4

on A4 €s la relacid d’identitat en A. (a) Representa graficament aquesta relacid.
(b) Calcula cotes inferiors i superiors de B = {1,4,5} i determina sup B i inf B.
(¢) Calcula els elements mazimals i minimals d’A. Hi ha mazim i minim d’A?

Solucié: (a) Una representacié grafica de la relacié és

AN
3

SN

2
|
|
|

4
|
6

(b) Per al conjunt B només hi ha una cota inferior 6 i té 11 2 com a cotes superiors.
Llavors, és clar que sup B =11 inf B = 6.

(c) Per al conjunt A, observant el grafic de la relacid, es té que 3 i 6 sén elements
minimals i només hi ha un element maximal 2. Per tant, no hi ha minim d’A i
max A = 2. OJ

Exercici 28 Es considera el conjunt ordenat Q per la relacio d’ordre usual <.
Quin subconjunt de Q esta ben ordenat? (a) Q; (b) Els nombres enters majors
que 9; (c) Els nombres enters parells menors que 0; i (d) Els nombres enters
positius multiples de 5.

Solucié: (a) Q no esta ben ordenat ja que no té element minim.

(b) El conjunt de nombres enters majors que 9 esta ben ordenat perque és un
subconjunt de N, que esta ben ordenat.

(c) El conjunt de nombres enters parells menors que 0 no esta ben ordenat ja que
no té element minim.

(d) El conjunt de nombres enters positius multiples d’esta 5 ben ordenat perque és
un subconjunt de N, que esta ben ordenat. 0
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2.3 Aplicacions

Exercici 29 Donats A = {1,2,3} i B = {2,3,4,5}, és aplicacié de A en B la
relacio entre A i B definida per

{(1,3),(2,2),(1,5),(3,5)}

Raona la resposta.

Solucio: No és aplicacio ja que 1 € A esta relacionat amb dos elements de B i aixo
no pot passar. 0

Exercici 30 Estudia si les relacions binaries segiients en R son o no apli-
cacions.  Quan ho siguin, calcula el seu domini i imatge. (a) Ry =
{(z,y) ERxR:y? —x=0}; (b) Ry = {(xv,y) ERxR:x+y=2}; (¢c) Ry =
{(z,y) eRxR:z*+y?>=1}; i (d) Ry = {(z,y) ERxR:y=+V4—2}.

Solucié: (a) La relacié Ry no és aplicacié ja que (1,1),(1,—1) € Ry.

(b) La relacié Ry és aplicacié. Es clar que defineix laplicacié f : R — R
mitjancant f(z) =2 — z. El domini de Ry és R i la imatge és també R.

(c) La relacié R3 no és aplicacié ja que (0,1), (0, —1) € Rs.

(d) La relacié Ry 6s aplicacié. Es clar que defineix laplicacié f : R — R
mitjangant f(z) = V4 — 22. El domini de Ry és [—2,2] i la imatge és [0, 2]. O

Exercici 31 Es considera 'aplicacio f : Z — R definida per f(x) = 3z + 1.
(a) Calcula les imatges de —2,0,3, i les antiimatges, si existeizen, de —5,4/5
i 9. Quins son els elements que tenen antiimatge? (b) Contesta a les mateiza
questions prenent com a conjunt de sortida R en lloc de Z

Solucié: (a) Les imatges de —2,0 i 3 sén:

Calculem les antiimatges de —5,4/51 9. Com que

f@==b = Imtil==bh
= z=-2

Llavors —2 és antiimatge de —5. De la mateixa manera,

f(l’)zg - 3$+11:§

— x:_ﬁ

Per tant, no existeix antiimatge de 4/5 ja que —1/15 ¢ Z. Finalment,

flz)=9 = 3z+1=9
8

e ng
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Per tant, tampoc existeix antiimatge de 9 ja que 8/3 ¢ Z.
Observa que
fley=y = 3z+1=y
y—1
— I = 3
Per tant,

—1
yTGZ — y — 1 és multiple de 3

— y=1+3k,amb ke Z

Per consegiient, els elements que tenen antiimatge son
{;=5,-2,1,4,7,...}

(b) Les respostes son les mateixes que abans pero amb la diferéncia que ara —1/15 €
R és antiimatge de 4/518/3 € Rho ésde 9. A més, els elements que tenen antiimatge
és ara tot R. O

Exercici 32 Donades les aplicacions f,g,h : Z — 7 definides per f(x) =
x+2 g(x) = 4z , i h(z) = 2? — x, esbrina si son injectives, erhaustives o
bijectivas.

Solucio: L’aplicacié f és bijectiva. En efecte, és injectiva doncs

fle)=fly) = z+2=y+2
— =y

i també és exhaustiva ja que donat qualsevol y € Z tenim

fle)=y = z+2=y
— x=y—2€Z

i, per tant, cada element y € Z té antiimatge y — 2 € Z.
L’aplicacio g és injectiva pero no exhaustiva. En efecte, és injectiva doncs

g(x) =g(y) = dz=4y
e =1y

En canvi, no és exhaustiva perque qualsevol nombre enter que no sigui multiple de
4 no té antiimatge en Z.

Finalment, ’aplicacié h no és injectiva ni exhaustiva. En efecte, ja que h(0) =
h(1) = 010 # 1, l'aplicacié no és injectiva. Tampoc és exhaustiva ja que, per
exemple, —1 no té antiimatge per al h no tenir solucions senceres la segiient equacié
de segon grau

-z =-1
?—z+1=0
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Exercici 33 Donades les aplicacions f,g,h : R — R definides per f(x) = e*,

g(x) = ﬁ , @ h(z) = cosx, esbrina si son injectives, exhaustives o bijectivas.

Solucio: L’aplicacié f és injectiva pero no exhaustiva. Es injectiva ja que si x # v,
llavors és evident que e* # e¥. En canvi, no és exhaustiva ja que e > 0 per tot
z € R i, per tant, Im f = (0, +o00) # R.

L’aplicacié g no és injectiva ni exhaustiva. No és injectiva ja que, per exemple |,
g(1) =g(—1)=1/21i1 # —1. Tampoc és exhaustiva ja que evidentment

0< <1

1+ 22

per a tot x € R i, per tant, Img = (0, 1] # R.

L’aplicaciéo h no és injectiva ni exhaustiva. No és injectiva ja que, per exemple ,
h(0) = h(2m) = 110 # 2r. Tampoc és exhaustiva ja que —1 < cosx < 1 per a tot
r € R i, per tant, Imh = [—1, 1]. O

Exercici 34 Considerem laplicacid f: R —{—1,1} — R definida per

1’2

2 —1

fz) =

(a) Si A ={-1/2,0,1/2}, calcula f(A) i f~*(A). (b) Esbrina si [ és injectiva

o ezhaustiva.

Solucié: Com que les imatges de —1/2,01 1/2 sén

lavors f(A) = {-1/3,0}.
Calculem les antiimatges de —1/2,01 1/2. Com que

deduim que —1/\/3 i 1/\/§ sén antiimatges de —1/2. De la mateixa manera ,

2

flx)=0 = = 0

p pr—
— =0
= x=0
Per tant, 0 és antiimatge de 0. Finalment,
2
f@) =35 = Z5=3
= z2=-1
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al no tenir solucions reals aquesta ultima equacié de segon grau, deduim que 1/2 no
té antiimatges.

Dels resultats obtinguts, deduim també que f no és injectiva (Hem vist que
f(—1/2) = f(—1/2)) ni exhaustiva (Hem vist que 0 no té antiimatge). O

Exercici 35 Donada una aplicacio f de A en B, considerem X, Y C A1 Z,T C
B. Demostra que es compleixen les segiients propietats: (a) X C Y implica
f(X) C f(Y); (b) Z C T implica f~1(Z) C f7HT); (¢) F(XUY) = f(X)U
fY); (@) F(XNY) C fX)Nf(Y); (¢) fFHZUT) = fHZ)V f~HT); (f)
fHZnT) = fH2)n fH(T); (9) X C f7HFX); (B) F(f7H(2)) € Z; (3)
71 (Cs2) =Ca(f1(2)).

Solucié: (a) Considerem qualsevol element b € f(X). Llavors, existeix a € X tal
que f(a) = b. Ara bé, per hipotesi, X C Y, després a € Y i f(a) = b € f(Y).
D’aquesta manera hem demostrat que f(X) C f(Y).

(b) Considerem qualsevol element a € f~!(Z). Llavors, f(a) € Z i com, per hipotesi,
Z C T, deduim que f(a) € T. Després, a € f~1(T). Per tant, f~(Z) C f~(T).
(c) Provarem (1) f(XUY) C f(X)Uf(Y)i(2) f(X)Uf(Y)C f(XUY). Llavors,
de (1) i (2), deduirem la igualtat. (1) Considerem qualsevol element b € f(X UY).
Llavors, existeix a € X UY tal que f(a) =b. Arabé, si a € X UY, llavors a € X
oa€YY. Siae€ X, llavors f(a) = b € f(X) i, per tant, b € f(X)U f(Y). De la
mateixa manera, si a € Y, llavors f(a) =b € f(Y) i, per tant, b € b € f(X)U f(Y).
En qualsevol cas b € f(X)U f(Y), amb el que deduim que f(XUY) C f(X)Uf(Y).
(2) Considerem qualsevol element b € f(X) U f(Y). Llavors, b € f(X) o b e f(Y).
Sib e f(X), llavors existeix a € X tal que f(a) = b. Ara bé, si a € X, llavors
a€ XUY i pertant, f(a) =be f(XUY). Sibe f(Y), llavors existeix ¢ € Y tal
que f(c) = b. De la mateixa manera que abans, si ¢ € Y, llavors ¢ € X UY i, per
tant, f(c) =b e f(XUY). En qualsevol cas b € f(X UY), amb el que deduim que
F(X)Uf(Y) € F(XUY).

(d) Considerem qualsevol element b € f(X NY). Llavors, existeix a € X NY
tal que f(a) = b. Ara bé, sia € X NY, llavors a € X i a € Y. Per tant,
fla)=0be f(X)N f(Y), amb el que deduim que f(X NY) C f(X) N f(Y).

(e) Considerem qualsevol element a € f~'(Z UT). Llavors,

a€ fHZUT) < fla)eZUT
<~ fla)eZ o f(a)eT
<~ a€fYZ) o acf T
— ae [ 2)u D)

D’aquestes equivaléncies s’obté directament f~1(ZUT) = f~Y(Z)U f~Y(T).
(f) Considerem qualsevol element a € f~1(Z NT). Llavors,

a€ f7Y(ZNT) < fla)eZnNT
— fla)eZ i f(a)eT
< acfHZ)iacf T
< a€ fH2)NfHT)

D’aquestes equivaléncies s’obté directament f~H(ZNT) = f~1(Z)N f~1(T).
(g) Considerem qualsevol element a € X. Llavors f(a) € f(X) i, per tant, a €
71 (f(X)). Com a conseqiiencia, X C f~! (f(X)).
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(h) Considerem qualsevol element b € f(f~1(Z)). Llavors, existeix a € f~1(Z) tal
que f(a) =b. Ara bé, si a € f71(Z), llavors f(a) = b € Z. Com a conseqiiéncia,
f(f(2)cz

(i) Considerem qualsevol element a € f~* (C5Z). Llavors,

CLEf_l (BBZ) = f(a)EEBZ
= fla)¢Z
= ag¢ [1(2)
<« acls(f1(2)

D’aquestes equivaléncies s’obté directament f~ (CpZ) =C4 (f71(2)). O

Exercici 36 Si f : A — B és injectiva i X, Y C A, demostra que (a)
X =f{fX) i () FIXNY) C f(X)N fY).

Solucié: (a) Per lexercici anterior, només cal provar que f~' (f(X)) € X. Consi-
derem qualsevol element a € f~1 (f(X)). Llavors, f(a) € f(X) i, per tant, existeix
c € X tal que f(c) = f(a). Ara bé, per hipotesi, f és injectiva i, per tant, deduim
¢ =a. Després, a € X i, com a conseqiiencia, f~ (f(X)) C X.

(b) Per I'exercici anterior, només cal provar que f(X)N f(Y) C f(X NY). Con-
siderem qualsevol element b € f(X) N f(Y). Llavors, b € f(X)ib e f(Y). Per
tant, existeixen a € X i ¢ € Y tals que f(a) = f(c) = b. Ara bé, per hipotesi, f
és injectiva i, per tant, deduim a = ¢. Com conseqiiencia, a € X NY i, per tant,

fla)=be f(XNY). Aixi, hem demostrat que f(X)N f(Y) C f(X NY). O

Exercici 37 Si f: A — B és exvhaustiva i Z C B, demostra que f (f~1(Z)) =
Z.

Solucié: Per lexercici anterior, només cal provar que Z C f (f~(Z)). Considerem
qualsevol element b € Z. Per hipotesi, f és exhaustiva i, per tant, existeix a € A
tal que f(a) = b. Després, f(a) € Z i, per tant, a € f~1(Z). D’aqui, deduim que
fla)=be f(f1(2)). Com a conseqiiencia, Z C f (f~*(Z)). O

Exercici 38 Donades les aplicacions f,g : R — R definides per f(z) = z*
9(x) =2z + 1i. Calcula (a) go f, (b) fog, (¢) folgoef)i(d) (fof)oy.

Solucié: (a)

(90 )(a) = 9 (f(@))
= 9(c*)

=227+ 1

(fog)(z)=f(g(z))
= f(2x+1)
= (2z +1)°
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(folgoef))(z)=f((gof)x))

Exercici 39 Sean f: A — B ig: B — C dues aplicacions. Demostra
que es compleizen les segiients propietats: (a) Si f i g son injectives, llavors go f
és injectiva; (b) Si f i g son exhaustives, llavors g o f és exhaustiva; (c¢) Si f i
g s6n bijectivas, llavors g o f és bijectiva i, a més, (go f) 1= fLog™; (d) Si
go [ és injectiva, llavors f és injectiva; (e) Si go f és exhaustiva, llavors g és
exhaustiva; (f) Si go f és injectiva i f és exhaustiva, llavors g és injectiva; (g)
Si go f és exhaustiva i g €s injectiva, llavors f és exhaustiva.

Solucié: (a) Suposem que z,y € A tals que (go f)(z) = (g o f)(y). Llavors,
9(f(@)=9(fy) = [fl=)=[f(y)

—> =1y

i, per tant, g o f és injectiva.

(b) Donat qualsevol z € C' hem de provar que existeix z € A tal que (go f)(z) = =.
Per ser g exhaustiva, existeix u € B tal que g(u) = z. Ara, per ser f exhaustiva,
existeix x € A tal que f(z) = u. Per tant,

(go f)(x) =g (f(z))

i, com a conseqiiencia, g o f és exhaustiva.

(c) Pels dos apartats anteriors, és clar que si f i g sén bijectivas, llavors g o f és
bijectiva. En ser f, g bijectivas, existeixen les aplicacions inverses f='i ¢g=! de f i
g, respectivament. Llavors,

(goN@)=g(f@) =2 <= fl2)=9"(2)

Per tant,
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(d) Suposem que z,y € A. Llavors,

i, per tant, f és injectiva.

(e) Donat qualsevol z € C' hem de provar que existeix u € B tal que g(u) = z.
Per ser g o f exhaustiva, existeix € A tal que (go f)(x) = g(f(x)) = z. Prenent
u = f(z) € B, llavors tenim que g(u) = g (f(z)) = z i, per tant, g és exhaustiva.
(f) Suposem que u,v € B tals que g(u) = g(v). Per ser f exhaustiva, existeixen
z,y € Atals que f(x) =ui f(y) = v. Llavors, g(f(x)) = g(u)ig(f(y) = g(v) i,
per tant, (go f)(x) = (go f)(y). Ara bé, per hipotesi, g o f és injectiva, amb el que
deduim que z = y. Després, f(x) = f(y), és a dir, u = v. En conseqiiéncia, g és
injectiva.

(g) Donat qualsevol u € B hem de provar que existeix x € A tal que f(z) = u. Es
clar que g(u) € C. Per ser go f exhaustiva, existeix € A tal que (go f)(z) = g(u),
és a dir, g (f(z)) = g(u). Ara bé, per hipotesi, g és injectiva, amb el que deduim
que f(z) = wu. En conseqliencia, f és exhaustiva. O

Exercici 40 Demostra que laplicacio f : R — {—1/2} — R — {1/2} definida
per

3
flo) =

és bijectiva. Calcula Uaplicacid inversa f=1.

Solucié: Vegem que f és injectiva. Per a aixo, suposem que z,y € R — {—1/2} i
f(z) = f(y). Llavors,

r+3  y+3

I T — (z4+3)(1+42y) = (14 22)(y +3)
= z+2zy+3+6y=y+3+2zy+6x
= dy =5z
== T =Y

i, per tant, f és injectiva.

Vegem que f és exhaustiva. Per a aixo, donat qualsevol y € R — {1/2} hem de
provar que existeix x € R — {—1/2} tal que f(x) = y. En efecte, suposem que z
existis i vegem quin és. Llavors,

flx)=vy

z+3
1+2x_y
z+3=(1422)y
rT—2xy=y—3
x(l—-2y)=y—3
y—3

T =19y

FEvLl

és a dir, hauria de ser
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Ara bé, com y # 1/2 tenim que 1 — 2y # 0 i, a més,

y—3 1
£ —=
1—2y7 2
per a tot y # 1/2. Per tant,
y—3
= eR—-{-1/2
=1 eR-(-1/2}

i f és exhaustiva. En ser f injectiva i exhaustiva, també és bijectiva. Per tant, f té
aplicacié inversa f~!. Com que es compleix

— P — =
1+ 2z 4 .

obtenim que

Exercici 41 Donades les aplicacions f,g: R — R definides per

f@) =241 y @)= Va1

1

calcula go f i g7t o f71, si existeizen.

Solucio: Les aplicacions f i g sén bijectivas com pot comprovar-se de seguida. Per
tant, existeixen les aplicacions inverses f~'i ¢g=! d’i f g, respectivament.
Calcularem ara go f i f o g. Aixi, tenim

(go f)(z) =g (f(z))

=g(z* +1)
=V +1-1
:3x3

=x

D’aquests resultats, deduim que f~! = g ja que fog = go f = Iz. Per consegiient,
g loft=glog=1Ir

és a dir, g~! o f=1 és I'aplicacié identitat en R. 0
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2.4 Cardinal d’un conjunt

Exercici 42 Sigui E un conjunt referencial i considerem dos conjunts finits A
i B. Demostra les segiients propietats: (a) Si A C B, llavors #A < #B; (b)
#(AUB) = #A+ #B— #(ANB); (¢) #(AUBUC) = #A+ #B+ #C—
#(ANB)— #(ANC)— #(BNC)+ #(ANBNC); (d) #0A = #E— #A;
(¢) # (A x B) = #A- #B; () #P(A) = 2#4.
Solucié: Es clar que si A i B sén disjunts, llavors

#(AUB)=#A+#B
(a) Com que {A NnB,CAN B} és una particié de B, llavors

#B= #(AnB)++# (CAnB)

Ara bé, com A C B, llavors AN B = A i, per tant, obtenim

#B = #A+# (CAnB)
En ser # (BA N B) > 0, deduim

#A< #B

(b) Com que {A, AN B}, {B, AN EB} i {A NCB,CAN B, AN B} constitueixen
particions del conjunt A U B, llavors

#(AUB)=#A+#(BnNCA)

#(AUB) =#A+# (ANCB)

#(AUB)=#(ANCB) + # (CANB) +#(ANB)

Sumant ara les dues primeres igualtats i restant la tercera, obtenim
#(AUB)=#A+#B - # (AN B)
(c) Segons 'apartat anterior, tenim

#(AUBUC) =#((AUB)UO)
=#(AUB)+#C —#((AUB)NC)
— HA+#B—#(ANB)+#C —#((AUB)NC)

Ara bé, (AUB)NC =(ANC)U(BNC) i, per tant,

#((AUB)NC)=#((ANC)U(BNC(O))
=#(ANC)+#(BNC)—#(AnC)Nn(BNC(C))
=#(ANC)+#(BNC)—#(ANBNC)
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Per consegiient, obtenim

#(AUBUB)=#A+#B+#C —# (AN B)
—#(ANC)—#(BNC)+#(ANBNCQC)

(d) Com que {A,CpA} és una particié de E , llavors

4E = #A+ # (CoA)

i, per tant,
# (CeA) = #F — #4

(e) Suposem que #A = ni #B = m. Sigui ¢ : {1,2,...,n} — Auna aplicaci6 tal
que ¢(i1) = a; € Al a; # a;jsi i # j. Aixi, podem escriure

A={ay,a9,...,a,}
De la mateixa manera, obtenim
B ={b1,bs,....,0n}
Llavors, els conjunts
Fy ={(a1,b1), (a1,b),...(a1,bm) }
Fy=A{
Fy = {(an b1), (@n; b2), (i, brn)}

constitueixen una particié de A x B i, per tant,
#(AXB)=#F +#F+ -+ #F, =n-m

doncs
#Ih=#F,=---=#F,=m

Per tant,
#(AX B)=#AX#B

(f) Suposem que #A = n. Sabem que P(A) és el conjunt els elements del qual sén
subconjunts d’A. Sigui 0 < m < n, quants subconjunts de m elements té A? Aquest
nimero és per definicié el niimero combinatori

n
m
que es calcula mitjancant la férmula segtlient

() = 7=y

sent el factorial d’un niimero n

nl=n-(n—1)-(n—2)----- 2-1
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i, per definicid, 0! = 1. Aixi, tenim

Numero d’elements del subconjunt Numero de subconjunts

Llavors,

#w=()+ () + () (20 ()

Aquesta suma pot calcular-se mitjangant la férmula de la potencia del binomi de
Newton

n n n n n
A+ B)" = A" A" 1B A" 2B ... AB™1 B"
emr= (o) (G a2y ()

Prenent A = B = 1, resulta

o= ()« () () (20 ()

i, per consegiient, obtenim

#P(A) = 2" =2#4

Exercici 43 Suposem que en Joan menja cada mati ous o cereals per esmorzar
durant el mes de gener. Si en 25 matins ha menjat cereals, 1 en 18, ous, en
quants matins ha menjat ous i cereals?

Solucid: Sigui A el conjunt de dies del mes de gener que en Joan menja ous per
esmorzar i B el conjunt de dies que menja cereals. Segons la informacio de ’enunciat,
tenim #A =251 #B = 18 i, a més, és clar que # (AU B) = 31. Llavors,

#(AUB)=#A+#B—#(ANDB)
31=25+18— #(ANB)
#(ANB) =12

Ara bé, # (AN B) representa els dies que en Joan menja ous i cereals per esmorzar
durant el mes de gener. Per tant, en Joan menja ous i cereals en 12 matins. U]

Exercici 44 Se sap que dels 30 alumnes d’una classe 15 juguen al ping-pong i
20 al tennis. A més, no hi ha cap alumne que no practiqui algun d’aquests dos
esports. Quants alumnes practiquen els dos esports alhora?
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Solucid: Sigui A el conjunt d’alumnes de la classe que practiquen ping-pong i B el
conjunt d’alumnes que practiquen tennis. Segons ’enunciat, #A = 151 #B = 20.
Com sabem també que no hi ha cap alumne que no practiqui algun d’aquests dos
esports, tenim que # (AU B) = 30. Llavors,

#(AUB)=#A+#B - #(ANB)
30=15+20 - #(ANB)
#(ANB)=5

i, per tant, hi ha 5 alumnes de la classe que practiquen tots dos esports. O

Exercici 45 En una classe, 30 alumnes llegeizen el diari A, 20 llegeizen el B,
18 llegeizen 1'i A el C, 10 llegeizen el B pero no el C', 24 no llegeizen C, 7
llegeizen 1t A el C pero no el B, 9 llegeizen el C' pero no el A ni el B, i 11
llegeizen el A pero no el B ni el C. (a) Quants alumnes llegeizen almenys un
dels tres diaris? (b) Quants alumnes hi ha en la classe?

Solucié: Reunint la informacié en un diagrama de Venn, obtenim

A partir d’aquest diagrama podem respondre directament les qiiestions planteja-
des. Tot i aixo, aqui el farem mitjancant les féormules estudiades sobre cardinals de
conjunts finits.

Sigui F el conjunt d’alumnes de la classe, A el conjunt d’alumnes d’aquesta classe
que llegeixen el diari A, B el conjunt d’alumnes que llegeixen el diari B, i C' el
conjunt d’alumnes que llegeixen el diari C'.

Per l'enunciat, sabem que #A = 30, #B = 20, # (AN C) = 13, # (BN LC) = 10,
#0C =24, #(AnCNEB) =7, #(CNCANCB) =91 # (AnCBNCC) =11.
(a) Ens demanen calcular # (AU B U C). Segons la informacié que tenim, els con-
junts ANCNCB, CNCANCB, ANCBNCC i B sén disjunts i, a més, com

AUuBUC=(AnCcnCB)u(CnCANCB)u (AnCBNCC)UB

s’obté
#(AUBUB)=#(AnCNCB) +# (CNCANCB) + # (ANCBNCC) + #B
=7+9+11+20
=47

Per tant, hi ha 47 alumnes que llegeixen almenys un dels tres diaris.
(b) Ens demanen en aquest cas #FE. Els conjunts ANBNC, ANCBNC sén disjunts
i, a més,

ANC=(AnBNC)U(AnCBNC)
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Per tant,

#(ANC)=#ANBNC)+#(AnCBNC)
B=#ANBNC)+7

Llavors, # (AN BNC) = 6. D’altra banda, els conjunts BNCC, ANBNC i
CAN BNC sén disjunts i, a més,

B=(Bnlc)uAnBnC)u(CANBNCO)
Aleshores,

#B=#(BNCC)+#(ANBNC)+#(CANBNC)
20=10+6+# (CAnBNC)

Per tant, # ([]Aﬂ BN C) = 4. Finalment, els conjunts ANC, CANBNC i
ANCBNCC sén disjunts i, a més,

C=(ANnC)uU(LAnBNC)u(AnCBNCC)

Per tant,
#C =#(ANC)+# (CANBNC)+# (ANCBNCLC)
=134+44+9
= 26
i, com
#0C = #E — #C
deduim que
#E = #0C + #C
=24+26
=50
és a dir, hi ha 50 alumnes en classe. O

Exercici 46 En una acarnissada batalla almenys el 70 % dels combatents perden
un ull, almenys un 75 % perden una orella, com a minim un 80 % perden un
bra¢ i almenys el 85 % una cama. Quants combatents han perdut almenys les
quatre coses?

Solucié: Sigui A el conjunt de combatents que perden un ull, B el conjunt dels
quals perden una orella, C' el conjunt dels quals perden un brag i D el conjunt
dels quals perden una cama. Per a simplificar els calculs suposarem que hi ha 100
combatents en la batalla (En treballar amb tants per cent és igual el nombre inicial
de combatents). Llavors, per '’enunciat, tenim que #A > 70, #B > 75, #C > 80 i
#D > 85. Volem calcular el valor minim de # (AN BNCND).



54 CAPITOL 2. PRACTICA

Sabem que

#((ANB)UCND))=#ANB)+#(CND)—#(ANBNCND,)

Aleshores es té també

#(ANBNCND)=#(ANB)+#(CND)—#((ANB)U(CND))

Ara bé, d’altra banda, sabem que

#(ANB)=#A+#B—-#(AUDB)
> 70+ 75— 100
=45

#(CND)=#C+#D —#(CUD)
> 80+ 85— 100
=65

Llavors, d’aquests dos resultats deduim que
#(ANBNCND)>45+ 65— 100 = 10

icomque 0 < #((ANB)U(CNC)) < 100, s’obté que almenys el 10 % perd les
quatre coses. O

Exercici 47 En una reunio hi ha més homes que dones, més dones que beuen
que homes que fumen i més dones que fumen i no beuen que homes que no beuen

ni fumen. Demostrar que hi ha menys dones que no beuen ni fumen que homes
que beuen i no fumen.

Solucio: Fem el segiient diagrama per a descriure la informacié de ’enunciat.

MNE

Si H és el conjunt d’homes i M el de dones, llavors per I'enunciat es compleix que
#H > #M

Si F' és el conjunt de persones fumadores i B és el conjunt de persones que beuen,
llavors per I’enunciat també es compleix

#(MNB)>#(HNF)
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#(MnNFNCB) ># (HnCBNCF)

Cal provar que
# (MnCBNCF) <# (HNnBNCF)

Amb 'ajuda del diagrama anterior, podem escriure
#H=a+c+e+g>b+d+ f+h=#M

#MNB)=d+f>a+c=#(HNF)
#MNF)=b>g=#(HNCBNCF)
Sumant membre a membre les tres desigualtats anteriors, obtenim

a+ct+e+g+d+f+b>b+d+f+h+atc+g = e>h

és a dir,
#(MnCBNCF)=b<e=#(HNBNCF)

5}
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Exercicis proposats

1. Donats els conjunts segiients

A={z:x=2n i neN}

B={z:2x=3n i neN}

C={z:z=4n-11 neN}

D={z:z=4n+1 1 ne N}
Troba ANB,CUD,CNnD,CAi An(CUD,).
Solucié: ANDB és el conjunt de miltiples de 6, CUD = {z:x=2n+1 1 n € N},
CND =(,CA és el conjunt dels nombres imparells, i AN (C'U D) = ().

. Sigui U l'univers dels conjunts A, B i C'. Simplifica les segiients expressions:

(ANnB)U(ANCB)U(CANB)U((CANCB)
[AUB NC(BNCA)]U[(AnB)UCL(BUCA)]
(AnB)u(AnC)ul(CAUCB)
(ANnB)UANCB)UCANC)U(ANC)

a
b
¢

)
)
)
d)

Solucié: a) U, b) A, ¢c) AN(BUC)id) AuC

. Si #P(AUP(A)) =8, calcula #A.
Solucié: #A =1

. Una empresa ofereix places d’electricista, de mecanic i de fuster. Sabem que 12
persones sol-liciten plaga d’electricista, 12 de mecanic, 15 de fuster, 3 d’electricista
i mecanic, 4 de mecanic i fuster, 5 d’electricista i fuster i, finalment, 1 solA-licita
placa de les tres coses. Calcula quanta gent ha fet alguna sol-licitud.

Solucié: 28 persones
. En una reunié hi ha 25 persones que séon medics, musics o politics. Hi ha 20
metges, 12 musics i 17 politics. Hi ha 8 que sén medics i musics, 12 que sén

medics i politics i 11 que sén musics i politics. (a) Quants politics sén musics i
metges alhora? (b) Quantes persones hi ha amb una sola professi6?

Solucié: (a) 71 (b) 8

o6
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. D’un grup de 1000 persones, 950 porten rellotge, 750 porten paraigua, 800 porten

corbata i 850 porten barret. Troba el nombre minim de persones que porten les
quatre coses.

Solucié: 350
Comprova si les seglients col-leccions de conjunts formen una particié de N
a) A={2n:neN}iB={2n—-1:ne N}

b) A és el conjunt dels nombres primers entre si, B = {2,4,6,8,9} i C' =
{r eN:z>10}

c) A={2n:neN},;B={2n—1:neN}iC=B={5n:neN}

Solucié: a) Si, b) No, ¢) No

. En el conjunt A = {1,2,3,4,5,6} es defineix la relacié

r Ry <= y és miltiple de z

(a) Escriu el graf de la relacié i (b) estudia les seves propietats.

] (1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,2), ,
Solucié: (a) R = { (2.4).(2.6). (3.3). (3.6), (4.4). (5.5). (6, 6) } (b) R és refle-

xiva, antisimetrica i transitiva.
Quina relacié binaria sobre un conjunt és simetrica i antisimetrica?
Solucié: La relacié d’igualtat.

De les segiients relacions, quines séon d’equivalencia? I en cas de ser-ho, quines
son les seves classes?

a
b
¢

d

“Tenir la mateixa altura” en el conjunt dels alumnes d’una classe

4

)

) “Ser equipol-lent” en el conjunt dels vectors fixos del pla

) “Equidistar d’un punt fix donat” en el conjunt dels punts del pla

) “Estar alineats amb un punt fix donat” en el conjunt de parells de punts del
pla sense el punt fix donat

Solucié: (a) Es d’equivaléncia i els alumnes queden classificats segons les
seves altures (b) Es d’equivaléncia i les classes sén els vectors lliures del pla
(c) Es d’equivalencia i les classes sén les circumferéncies de centre el punt fix
donat (d) Es d’equivaléncia i les classes son les rectes que passen pel punt
fix donat sense contenir aquest punt.

En el conjunt dels nombres reals es defineix la relacié
e~y = 7] =y
on |y| significa la part sencera del nombre real z. Es una relacié d’equivaléncia?

Si ho és, quines sén les seves classes?

Solucié: Observa que x ~ y si i només si existeix un nombre enter n tal que
z,y € [n,n+ 1). Es una relaci6é d’equivalencia i les classes sén els intervals de la
forma [n,n + 1) amb n € Z.
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CAPITOL 3. EXERCICIS PROPOSATS

Esbrina si la relacio “z divideix y” és d’ordre en cadascun dels conjunts que
s’indiquen a continuacid, i, en el cas que ho sigui, és parcial o total? Troba els
seus elements maximals i minimals.

a) En el conjunt dels nombres naturals N

b) En el conjunt dels nombres enters Z

Soluci6: (a) Es d’ordre parcial, 1 és minimal i no hi ha elements maximals. (b)
No és d’ordre

En el conjunt dels nombres reals ordenat segons la relacié d’ordre usual < es
consideren els segiients subconjunts (a) A = [1,5], (b) B = (-=2,-1], (¢) C =
(m,27m), (d) D = [2,400), (¢) £ = (=5,+00) i (f) FF = (—00,0). Calcula, si
existeixen, minim, maxim, infim i suprem de cadascun d’ells.

Solucié: (a) minA =infA=1imaxA=supA =5, (b)inf B=—-2imaxB =
supB = —1, (¢) infC =7 isupC =27, (d) min D = inf D = 2, (e) inf £ = -5,
(f) supFF =0

En el conjunt A = {2,3,5,6,15} es defineix la relacié
r Ry <= y ésmiltiple de x

(a) Es una relacié d’ordre? Es parcial o total? (b) Troba maxim, minim, suprem
i infim de B = {2,3,6,15}. (c¢) Troba maxim, minim, suprem i infim de A. (d)
Hi ha elements maximals i minimals d’A?

Solucié: (a) Es d’ordre parcial (b) No existeixen max B, min B, sup B, inf B.
(¢) No existeixen max A, min A, sup A, inf A. (d) 2, 3,5 sén minimals i 6, 15 sén
maximals.

Es donen els conjunts A = {2,3,4,7,8} i B = {1,2,3,4,5,7,9}. Sigui f :
A — B laplicaci6 definida per

(@) _{ 5 si x és parell

xr sl x és senar

Estudia quina classe d’aplicacio s’obté.

Solucié: Es una aplicacié injectiva

Donades les aplicacions f : R — R definida per f(z) = e ig:[0,400) — R
definida per g(z) = /x. (a) De quina classe d’aplicacions sén f i g7 (b) Canvia
els conjunts de sortida i d’arribada de l'aplicacié f perque sigui bijectiva. (c)
Canvia els conjunts de sortida i d’arribada de I'aplicacié g perque sigui bijectiva.
(d) Calcula les aplicacions inverses de les aplicacions de 'apartat (c). (e) Calcula
si és possible fogigo f.

Solucié: (a) f és injectiva perd no exhaustiva i g és injectiva perd no exhaustiva.
(b) L’aplicacié f : R — (0, +00) definida per f(z) = e* és bijectiva. (c)
L’aplicaci6 ¢ : [0,+00) — [0,400) definida per g(z) = /x és bijectiva. (d)
f71:(0,+0) — Ramb f(z) =Inzxig?:][0,+00) — [0,+00) amb
g Y z) =22 (e) fog:[0,+00) — Ramb (fog)(zx)=e*igof:R — R
amb (go f)(x) = ve® ja que Im f = (0, +00) C [0, +00).
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17. Donada l'aplicacié f : R — R definida per f
f7Y(A) en els casos segiients: (a) A=1[1,3], (b) A
(d) A= (—00,—2).
Solucié: (a) f(A) = [3,7) 1 f~1(A) = [0
[_3/27_1)7 <C> f(A> = [37+OO> 1 f_1<A) = [07 +OO) i
f7H(A) = (-0, -3/2).

18. Sigui f: R — {1} — R — {3} definida per

() = 2z + 1, calcula f(A) i
=[-2,-1), (c) A=[1,400) i

—_
—~
o
~
—~
N
—_—
I
|
w
|
—_

3r—1
r—1

fz) =
Demostra que és bijectiva i calcula I'aplicacié inversa.

Solucié: Cal demostrar que és injectiva i exhaustiva. L’aplicacié inversa és

_ rz—1
e ==
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Tests

4.1 Conjunts

1. Donat el conjunt A = {—1,0, 1}, quin dels segiients conjunts coincideix amb A?

a) {reN:23—z=0}
) {reQ:2* <1}
(c) {reR:2*>-1=0}
(d) {z€Z:22 <1} *

és falsa?

3. Donat el conjunt A = {a,{a}}, quin de les segiients afirmacions és falsa?

(a) {{a}} CP(A)*
(b) {a} € P(4)
(c) {0} cP(A)
(d) {a,{a}} € P(A)

Donat el conjunt referencial E = {1,2,3,4,5,6} iels subconjunts A = {x € F : x és parell},
B={r € FE:zé miltiplede 3} iC ={x e F:2 <z <6}, llavors

(a) ANBNC =10

(b) (AUB)NC =C

(c) C(AUBUC) = {1} *
(d) AUBNC)=C

60
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5. Donat el conjunt referencial E i els subconjunts A, B i C. En simplificar I'ex-
pressio
[(AnB)nClu [(AnB)nCc] u (CANn B)

6. En el conjunt dels nombres naturals es consideren les segiients relacions

xRy < x+y=10
rRyy < z<uy
x R3y <= =,y s6n primers entre si

Quin de les segiients afirmacions és certa?

(a)
(b)
()

)

(d) Ry és antisimetrica i R3 és simeétrica *

R 1 R5 sén transitives
R, és simetrica i R3 és antisimetrica

R 1 R3 sén reflexives

7. En el conjunt dels nombres reals es consideren les segiients relacions

TRy < 1°=9°

rRyy <= z(z+1)=yly+1)

quin de les segiients afirmacions és falsa?

(a) Ry 1 Ry son relacions d’equivalencia

(b) La classe d’equivalencia de 0, segons Rj, és [0]; = {0} i, segons Ry, és
[0], = {0}

(c) La classe d’equivalencia de 1, segons Ry, és [1]; = {1,—1} i, segons Rs, és

[, = {1, -2}

(d) R; no és una relacié d’equivalencia i Ry si que ho és *
8. En el conjunt dels nombres naturals ordenat per la relacié ” ser divisor de¢onsideren

els conjunts A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} i B = {3,4,6,12}. Llavors, quin de les
segiients afirmacions és falsa?

a) 314 sén elements minimals de B

(a)

(b)

(c) sup A = 2520
(d) max B =12

Els elements maximals de A so 6,819 *
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9. En el conjunt dels nombres reals ordenat segons la relacié d’ordre usual < es

considera el conjunt
A:{SIZER:QS2+6$+5<O}

Llavors, quin de les segiients afirmacions és vertadera?

10. En el conjunt dels niimero sencers es considera la relacié segiient
r =y <= x—yésmiltiplede7

Si designem per la [z] classe de I'element x segons =, llavors quin de les segiients
afirmacions és veritable?

(a) 231 € [1]
(b) [- ] [4
) —
) C

.—|

]
() =5€2~*
(d

ap de les anteriors

4.2 Relacions i aplicacions

1. Quin de les segiients relacions R entre A i B és una aplicacié d’A en B?

(a) A=1{1,2,3,4,5}, B={1,2}i R={(1,1),(3,2),(5,1),(4,1)}
(b) A=B=RiR={(z,y) eRxR:zx+y>=0}*

(c) A=B=RiR={(zr,y) e RxR:zy=1}

(d) A=B=RiR={(z,y) eRxR:y=+z—1}

2. Es defineix I'aplicacié f : R — R mitjangant f(z) = 22 + 4. Llavors,

{0} ={-2,2}
f(10,1]) = [0,1]
f71(00,4)) = (0,2)
C

ap de les anteriors és certa *

(a)
(b)
()
(d)

3. La grafica d’una aplicacié f: R — R és
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0451

041

02

llavors:

4. Considerem les aplicacions: f:R — {-2} — R — {3} definida per

73-}—3:10

flo) = 222

ig:R—-{3} — R definida per g(x) = x3. Llavors, quin de les segiients
afirmacions és falsa?
(a) f és bijectivai f~(x) = 222
(b) g és bijectivai g l(x) = Jx *
()

)

(d) go f ésinjectivai(go f)(z) = (%)3

f o g no és aplicacio

5. Sigui f: A — B una aplicacié i suposem que #A =n i #B = m. Llavors:
(a) Si f és injectiva, llavors n < m *
(b) Si f és exhaustiva, llavors n < m
) Sin=m, llavors f és bijectiva
)

(c

(d) No pot océrrer que n < m

6. Si f, g son aplicacions d’en R R tals que g(z) = 2% i (go f)(z) = 2* —32? + 32 — 1.

Llavors:

() f(@) =z +1
(b) flz)=1-=*
(© f@)=2—1
(d) flz)=-1-2
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Sigui f: A — B una aplicacié i considerem XY C Ai Z,T C B, llavors

(a) F(XNY) = f(X)Nf{Y)

(b) [T f(X) =X

(©) f71(ZnT)=f12Z)nfHT)*
(d) f(f7(2) =2

. Efectuant una mostra de 1000 individus s’observa que mengen peix i carn pero

no ous 60, peix i ous pero no carn 40, carn i ous pero no pescat 30, només pescat
50, només carn 40 i només ous 30. Tots mengen carn, ous o peix. Quants mengen
peix?

. En una classe de 100 alumnes que s’han examinat de matematiques i Fisica es

coneixen els seglients resultats: No han aprovat cap assignatura 20 alumnes.
Han aprovat les dues assignatures 25 alumnes. Han aprovat el doble d’alumnes
Matematiques que Fisica. ;Quants alumnes han aprovat Matematiques?

(a) 10
(b) 20
(c) 35
(d) 45 *

En el conjunt dels nombres naturals menors que 500, jquants nimeros cal no
siguin miultiples de 2, ni de 3, ni de 57

—_

(a) 120
(b) 134 *
(c) 100

)

(d) Cap de les anteriors

—_
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